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AlGEBRA ELEMENTAR 

INTRODUCÇÃO 

1. A Al,qcbra é a parte das 5cieneias mathematieas que 
emprega signaes proprios para abreviar e generalizar os ra· 
ciocinios exigidos pela resolução das questões relativas acs 
numcros. E', portanto, a Arithmctiea geral. 

Estas questões são de duas espeeies: o theorema e o pro
blema. O theorema tem por fim demonstrar a existencia de 
certas propriedades em numeras conhecidos ·e dados. O pro
blema visa a achar numeros, servindo de base o conhecimen
to previo de outros que com aquelles tenham relações conhe
cidas. 

2. Para a realização d'esta. dupla especie de questões soc
corre-se a Algebra dos meios seguintes: 

a) Lettras. As lettras do alphabeto servem para represen· 
tar os numeros sobre que se tem de operar. O seu emprego 
abrevia os raeiocinios e generaliza-os, porque, demonstrando 
n existeneia de relações e propriedades entre varios numeras 
simultaneamente, fal·o sem restrieção de valores partieula· 
tes para os mesmos numeres. As lettras de emprego usual são 
as latinas, e só n'alguns casos as gregas. Qnando as lettras, 
por eonvenieneia, se repetem com dilforentes valores, usam· 
se signaes distinctivos para as extremar. Exemplo: a1, a", 
a1", (á linha, á duas linhas, á tres linhas), etc., ou a1, a2, 
etc. (á primo, á segundo), etr. . 

b) Si,qnaes. Ha varios signaes empregados pela Algebra. 
O signal +, lê-se mais, e serve para indicar que a quantida
de á esquerda, e junto á qual estiver, se deve addicionar. 
A's quantidades existentes no começo das expressões suppôr
se-ha o signal +, quando não tiverem ontro expresso. O si
gnn.l -, (menos), serve para denotar que uma quantidade á 
esquerda, e junto á qual estiver, se deve subtrahir de outra. 
X, e . (multipticado por), indicam multiplicação. Lettras ou 
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.1, BIBLIOTHECA DO POVO 

rxpressõea litteraes <'Ontiguaa indicam lambem multiplira· 
ção, imbora não haja signal algum de permeio. Exemplo: 
as Pxpressões a X b, ou a . b, ou a b, assim como (a+ b) 
X (e+ d), ou (a+ b). (e+ d), ou (a+ b) (e+ d) , denotam 
mul tiplicação entre as duas quantidade ab, e a+ b e e+ d. 
O signnl : significará que a quantidade que lbe ficar á es· 
quC'1·dn se deve dividir pela que Jbe ficar á direita. Exemplo: 
a : b, lê ·se a dividido por b. A mesma interpretação terá um 
t raço, superior e inferiormente ao qual se acharem duas qnan· 

a 
tidades. Assim - , poderá lêr-ae a dividido por b. · 

b 
A lêm d'estea, emprega a Algebra outros signaes, taes como: 

= (egual a), que, quando collocado entre duas quantidades 
ou expressões, significará que uma é egual á outra. Assim: 
m +a= n + b, quer dizer qne a expressão m +a é egual a 
n + b. A primeira, m +a, chama-se primeiro mf'mbro da egual
rlade; a segunda, n + b, chama-se segundo membro. Os signaes > e < indicam desegualdade a favor da expressão para on· 
de estiver voltada a abertura do angulo, e lêem-se, respecti
vamente, maior do que, e menor do que. Assim a> b e a< e 
lêem se; a maior do que b, e a menor do que e. O signal .;
(radical) indica nma raiz para extrabir. Junta-se-lhe um nu
mero, chamado indice, grau ou expoente da raiz, para precisar 

de que raiz se trata. y-: quer dizer raiz quinta de a. Quan

do não houver expoente manifesto,r-a raiz será qi~adrada. 

\!--; ler-se-ha raiz quaárada de a. Os signaes • . • e . · . si

gnificam porque e portanto. Quando quizermos denotar apenas 
a <lifferença entre duas quantidades, sem insinuar que uma é 
maior do que outra, usaremos o signal '-.. Exemplo: a'-. b 
significará a differença entre a e b; sem querer dizer que a 
é maior do que b, nem que b é maior do que a. Quantio entre 
duaa quantidades houver o signal <» dir-se-bão equivalmtes. 
Assim A O B, lê se A Pquivale ou é equivalente a B . O si
gnal ( ), p arenthesis, representa o numero resultante das ope· 
rações indiradas dentro d'elle. 

e) Coe,tficientes. O coefficiente é o signal empregado parn. 
in dirar a addiçã.o de muitos numeras eguaes, ou, o que é o 
me~mo, para denotar quantas vezes umn quantidade entra 
como pareella n'uma addiçào, Por exemplo, Pm vez de 
Q +a -ta+ a1 que repri•senta a eddiçil.o de 4 nu meros eguaes 
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n a1 escreveremos (!,a; 7 b e, significará a addição de 7 parcel
Jas eguaes a ú e. E' portanto o numero escripto á esquerda 
dn parcella, e que será egual a 11 quaudu nãu houver outrn 
valor expresso. 

d) Expoentes. O expoente é um numero que se escreve :í 
direita e supcriormcnle il. quauti<lade a que se refere, para 
indicar quantas vezes elli~ cnt.rn como factor n'um producto. 
Por exemplo, lif> =a X a X u X u X u, mostrando o numero 
5 que a quantidade u figura 5 vezes como fact.or n'um pro
clueto. O proclucto de factorcs eguaeH clmma-se potencia; o fa
ctor repetido diz-se base ela potencia; e o munero de vczc.s 
que o factor se repete, é, como dissemos, o expoeute. A segun
da potencia de uma quantidade diz-se quadrado; e a terceira, 
cubo. Póde ler-se abreviadamente uma potencia, por exemplo, 
a', dizendo á cinco. Cm, póde ler-se cm, quando este modo 
de leitura não produza aml.tiguidade. N'este caso dir-se-ha c 
leuanlado ou elevado a m. 

3. As denominações de quantidade litleral, quantidade al
gebrica, expressão littcral, expre.~são al,qebrica, são iodistin
ctamente empregadas !:'ara designar qualquer reunião de 
quantidades por lettras, e cutn: si ligadas pelos siguaes al-

v- 2 
gebricos acima ditos . Assim ; 3 a2 + 4 a - -a>, é uma ex-

3 . 
pressão a que se póde dar qualquer dos nomes menejona
dos. A's quantidades que se reunem pelos signaes algebricos 
+ou-, cbama-se termo ou monomio, ou quantidade monomia. 
Ordinariamente o signal que precede o termo, pertence-lhe. 
Portanto a expressão dada compõe-se dos seguintes termos 

ou monomios, a saber: 3 a2, + 4 ~ - ~· aó, A reunião de 

muitos mononimos chama-se polynomio, que terá o nome es
pecial de binomio ou trinomio, quando só tiver dois ou tres 
termos. Dá-se tambem muitas vezes aos monomios o nome 
de quantidades incomplexas, e aos polynornios o de comple
:z:as. 

4. Chamam-se em Algebra quant·idades racionaes, as que 
2 

não contêem radicaes. Exemplos: 4 xi,-3 as,+ 4 a b. 

Quantidades inteiras, dizem-se as que não têem denomina
dores . Exemplos : 3 a e, - 4 a5. + 2 a b c. 

5. A somum dos expoentes das lettras de um termo cons
titua o seu grati, ou o nu.rne1·0 âe BUas dirnew:1ue1J. As8im 
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4 a i2 ol, em que os expoentes são 1, 2, e 3, é termo de seis di· 
mensões ou do sexto grau. 

Se todos os termos de uma expressão têem o mesmo grau, 
a expressão é homogenea. Por exemplo: 2 a~ - 3 aJ b + a bl 
- 2 a b c2, é expressão homogenea, porque todos os termos 
são do quarto grau. 

6. Termos similhantes são os que têem as mesmas lettrns 
levantadas ás mesmas potencias. Exemplos: 5 al 1;2, 4 al b?, 
7 a3 u2, são termos sim ilhantes, por terem as lettras a e b com 
os mesmos expoentes respectivos 3 e 2. 

Succedc mui tas vezes ter um polynomio muitos termos si
milbantcs, sendo portanto susceptivel de simplificação. Esta 
consiste em substituil-os por um termo só, fazendo as opera
ções indicadas pelos siguaes, e approximando-os ou collocan
do-os em columna vertical, tendo todavia o cuidado de a ca
da um conservar o seu signal respectivo. E' evidente que por 
esta transposição o valor da expressão não se alterou, por
que, sendo esse valor dependente do de cada lettra e das ope
rações que com ellas e com os differentes termos se devem 
effectuar, pela transposição ou mudança de logar nenhuma 
d'estas condições deixou de existir, se nao alterarmos, mas 
antes conservarmos, os signaes dos termos. 

Para darmos um exemplo de reducção de termos similhan
tes seja o polynomio 
2 a3 b c2 - 3 a2 x + 5 a3 b c2 + b e - 5 a2 x - a3 b e 2 + 2 b e 

Tmnos evidentemente os seguintes grupos de termos simi
lhantes, a saber 

+ 2 a3 b c2 - 3 a2 x + b e 
+ 5 a3 b c2 - 5 a2 x + 2 b e 
- a3 b c2 

O pl'Ímeiro grupo dá, cffectuanclo as operações indicadas 
pelos signaes, 6 a3 b c2; porque 2 a3 b c2 com 5 a3 b c2 dá 
7 a3 b c2, que diminuido de a3 b c2 (itm a3 b c2), produz 6 a3 b c2. 
O segundo grnpo é egnal a - 8 a2 x, porque pela arithmetica •· 
sabemos que uma subtracção successiva se converte em 01·di· 
naria tomando para subtractivo a somma dos subtractivos 
dados. O terceiro grupo é egual a 3 b e, porque 2 b e com (um) 
b e dá 3 b e. 

D'aqui a seguinte regra: reduzem-se termos similhantes som· 
mando todos os tel'mos additivos, sommando egualmente todos 
os tel'mos subtractivos, fazendo a dijf'erença das duas sommas e 
aff cctando o 1·esiiltado com o si:gnal da maior d'ellas. Convcm 
notar que a reducçào affecta simplesmente os coeflicientes e 
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nunca os expoentes, e que é conveniente effectuál-a sempre 
que seja possível. 

7. Dissemos acima que a disposição e arranjo das lettras 
de um termo nada influía no valor d'este, comtanto que os 
signaes de relação entre ellas se não alterassem. O mesmo 
observamos com respeito á collocação dos termos na expres
são algebriea de que fazem parte. Advertiremos, todavia, que 
ó preferível, em cada termo, seguir a ordem alphabetica; e, 
para uma expressão em que ha termos que incerrem uma 
corta lettra, dispol-as segundo a ordem crescente ou decres
cente dos expoentes com que ella nelles figura. Exemplo: se
rá preferível escrever 2 a3 x y2 a 2 y2 x a3; e x4 + a x8 -
4a2z2-2 al x + 7 a4, ou 7 a4- ~ a3x-4a2x2+ ax3+x4, 
n a z3 - 2 a3 x - 4 a2 x2 + x4 + 7 a4. Collocar ou transpor os 
termos de um polynomio d'esta fórma, é ordenál-o segundo as 
potencias crescentes ou decrescentes de uma lettra, que se 
chama principal. 

8. Quando uma quantidade entra na composição de outra, 
esta diz-se funcção da primeira. Por exemplo, a expressão 
ax2+bx é umafzincção de x. 

Para designar em geral uma funcção de a:, escreve-se F 
(x), sendo n'este caso a lettra F empregada como abrevia
tura da palavra funcção . A inicial variará, se forem diffentes 
as funcções. Escrever-se-ha, por exemplo, F (x), f (x) e 
~ (x), para designar funcções de x, de natureza diversa, seja 
qual fôr a lei de sua composição ou formação. 

9. Valor numerico de wna quantidade algebrica, é o que re
sulta quando em vez das lettras substituirmos os numeros 
que ellas representam, effectuando as operações ordenadas 
pelos signaes. Exemplo. Achar o valor numerico da expressão 
atb-x-y 

2 5 
, suppondo que a= 3, b = 2, x = 4, y = 1. 

a- y 
Ter-se-ha: 

a+b-x-y 

2a-5y 
3+2-4-1 

2x3-5xl 
o 

=-=0 
1 

(3+2)- 14+1) 

6-6 

O valor é por conseguinte zero. 
10. Quantidades negativas.- Nos caleulos algebricos fi

g.uram quantidades affcctas do signal +,e outras affectas do 
s1gual - ; as primeiras chamam-se positivas, as segundas ne-

1 
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gativas. E' d'cstas que uos vamos occupar. Para melhor com
preherrnão, tome· se o seguinte exemplo: 

Um negociante comvro11 fazend1is por A l·ibras, vendendo-as 
dcpoi8 11or " li&ras. Pede-se o resultado da transacção. 

E' evidente que tendo o negociante dispcudido com a com
pra de fazendas um numero de libras egual a a, e teudo-as 
vendido por & libras, a difforcnça entre o preço da venda e o 
<la compra dará o lucro ou prejuizo que lhe resultou da trnns· 
aec;ão cffeetuada. 8c vender as fazendas por quantia superior 
á que empregou na comprn, ist.o é, se b fôr maior do que a, 
a difforen<;a u - a indicará ganho, e que os fundos augrnen· 
t ani:m por este motivo. Se, pelo contrario, b fôr menor do que 
a, claro está que a - u representará uma perda, e portanto 
urna diminuição de capital. N'este caso, a exprernão b- a, 
que no primeiro caso representava augmento de capital, só 
representará agora uma diminuição, ünpossivel de rcaliz~r 
arithmeticamente. Algebricamente, comtudo, a expressão 
b -a servirá sempre de indicar o resultado da transacção rea· 
lizada; e não podendo fazer-se a subtracção, porque da 
quantidade menor, b, não se póde subtrahir outra maior, a, 
fal-a-hemos ao contrario, tirando de a o numero b, e affecta· 
remos o resultado com o signal - ; este signal denotará que 
o capital ou os fundos do negociante d"l1nirruiram ell.L vei. dll 
augmentar. 

Infinitos são os exemplos em que as grandezas se podem 
considerar sob duas accepções inteiramente contrarias, corno 
additivas ou a soinmar, como subtractivas ou a dimiunir. São 
faes os ganhos e perdas do jogador, o avanço ou atrazo do 
relogio, as distancias percorridas por um movei sobre a sua 
trajeetoria, para um ou para outro dos extremos d'esta, 
etc. Foi para abranger em geral estas duas accep<;Õcs contra· 
rias que se empregaram e empregam as quantidades negati· 
vas, originadas, como vimos, na subtracção. 

Portanto, quando n'uma subtracção o subtractivo fô1· maior 
do que o additivo, convencionou-se subtrahir a menor quantida· 
de da maioi·, e collocai· á esquerda do resto o signal - para 
denotar esta mudança de ordem. 

11. Na expressão b - a, suppunhamos que b conserva um 
valor fixo e que a cresce a partir de zero . Obter-se-hão pri· 
meiramente resultados decrescentes, e quando a fôr egual a 
b, a differença b - a, será egual a zero. Se continuarmos a 
augmentar a, apparecerão quantidades negativas, que serão 
tanto rnaioTes em valor absoluto quanto maior fôr a. Assiro, 
por exemplo, se b = 3, e a tiver successivamente os valores 
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O, 1, 2, 3, os valores da dilforcnça b - a serão respectiva
nieutc i.l, 2, 1, O, E cont.iuuau<lo u a augmeutar, tomando por 
c1cmplo os valores 4, 6, ü, ct·c., a rneswa di!Jeren~:a b - a 
tornar-se-La cu1 - 1, - 2, -1.l, etc. 

Porque estes valvrcs ncgati vos vêm depois elos positivos 
uccrescent.es 3, 2, 1, O, couvcnciouou-se consideràl-os como 
JtJCnores do que zero; e porque as quaut.idades negativas que 
têcm valor al.isoluto maior vê_12, flepois das de meuor valor, 
por isso se consideram como OO"fJ~l'Íd a estas. Em virtude 
tl'~stas COllVCllyÕCS1 - 1J ..::_ 0, - '{ < 2, etc. 

DO CALCULO ALGEBRICO 

Operações 

12. As operações effcctuadas com as quantidades litteracs 
differcm das praticadns com os numeros, em que estas apre
sentam o resultado final Lascado no systema de nnmeração 
a<loptudo, sc:rn que d'ellc, e só por clle, se possa inferir qu al 
11 operação executada, emquanto que aquellas são apenas 
trausformaçõcs das operações primiti varncnte indicadas n'ou
tras dcst.iua<las a produzir resultado i<lcntico. As regras para 
cstM. transformação constituem o calculo algebrico. 

13. As definições das operações dadas na arithmctica re
ferem-se simplesmente a numcros positivos, e são porbanto 
deficientes quan<lo applicadas ás quantidades negativas. Ef
fectivawentc, se á somma de 7 com 5, a definição de addição 
d11va sentido perfeitamente claro e definido, á da somma de 
- 7 com - 5 não dará. significHçào de especie alguma. D'a
qui, a necessidade de estabelecer, para as operações algebri
cas, novas definições que comprehen<lam todos aquelles casos 
q_ue não puderam ser previstos ou considerados na arithme-
tica. · 

14. Para podermos definir com rigor a addição algebrica, 
diremos que é operação cujo fim é s01nmar algebricarne:nte dif
ferr:ntes quantidades, isto é, sommar arithmeticamente os valo
res das quantidades do mesmo signal dando á somma o signal 
das parcellas, e trubtrahir arithmeticamente os valores das 
qua.ntidades de signaes contrarios, dando ao resto o signal da 
maior d' essas quantidades . 
. Subtracção algebrica, é operação cujo fim é achar a quan.

tidade que sommada algebricamente com uma de duas quanti
dades dadas reproduza a outra. 

Esta definição abrange todos os casos que se possam dar. 
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Mult.iplicnção nlgcbrica de dnus quant.irlitdcs é rt operação 
que tem por fim obter o prod11cto de seus valores a.bsoluto,ç, dan
do ao resultado o signal -+ ou-, conforme os dois f actores ti
verem ou não o mesmo signnl. 

A definição de divisão dada na arilhmetica, quadra tnm. 
bem na Algebra. Temos, pois, qnc divisão algcbrica ou arith
metica de duas quantidades é a ope1·ação C?!fo jirn é achar nm 
dos factores do producto quando este e o outro f actor forem 
dados. 

Nos numeros seguintes veremos como se justificam estas 
definições. 

15. Addição de monomios.-Regra: Para sommar is mn
nomios, escrevem-se uns aclean/c dos outros com seus respectivos 
signaes. 

Para esta regrn admittircmos o seguinte lemma já demona· 
trado na arithmetica: Todo o pnrenlhcse. precedido do signal 
+, e que involver somma on d~{fr.t·ença indicada poderá snp
primfr-se comtanto qiie se não mudem os signacs ás quantida
des n'elle incerradas. 

Seja pois a expressão seguinte, cm que supporcmos a> b, 
ec>cl: 

(a-b) + (c-rl) =a-b + c-d .........• (A) 
Os dois binomios (a-b) e (c-d) tornar-se-hão cm mo· 

nomios suppondo zero algum dos termos qne os formrrm. Por
tanto, para considerarmos todos os caRos de addiçào de mo· 
nomios faremos as quatro bypothcses seguintes: 

vj~:g 2.·j~:g 3.·j~=g 4.·j~:;:g 
Pela primeira hypothese a expressão (A) torna-se em: 

(+aJ+(+cJ=a+c . .....•.......... (1) 
Pela segunda hypothese a mesma expressão transforma-se 

em 
(-b)+ (-d)=-b-d .... .......... (2) 

Em virtude d>t terceira hypothese a mesma expressão dú: 
c+aJ+(-d)=a-d ............ ... (3) 

A quarta hypothese' dá: 
(-bJ+ e+ e) =-b +e .............. (4) 

Observando os resultados (1), (2), (3), (4), vemos que, quer 
se tratem de sommar dois monomios positivos, quer dois nega
tivos, quer um positivo e outro negativo, quer um negativo 
e outro positivo, tudo se reduz a escrevêl-os em seguida uns 
dos outros com os seus signaes respectivos, o que justifica a 
regra enunciada. 
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Comprehende-se facilmente que, se tivessemos de addicio· 
nar mais de dois monomios, sommariamos primeiramente dois 
d'elles, ao resultado juntaríamos o terceiro, ao novo i·esulta
do o quarto, e assim successivamente. Exemplo: 

Sejam os monomios + 4 a2 b, -3 a4 b x2, + 7 a2,- 5 a b e, + 4 a4 b2, + 2 c3, que desejamos addicionar. Pela regra ex
posta, virá: 

4 a2 b - 3 a4 b x2 + 7 a2 - 5 a b e + 4 a4 b2 + 2 c3 
Sejam ainda para sommar os seguintes monomios: + 2 a x, + 3 a2 b, - 4 a x, + 2 a2 b, - 5 a x, + 9 c2, + 6 a x, 

- 5 c2, - 7 a x, + 8 a2 b 
A somma será, em virtude da regra: 

2 a x + 3 u.2 b - 4 a x + 2 a2 b - 5 a x + 9 c2 + 6 a x - 5 c2 
--7 ax+8a2b 

on, fazendo a reducção dos termos similhantes: 
-8ax+l3a2b+4c2 

16. Sublracção de monomios. Regra: Subtrae-se um mo-
11omio de outro, trocando o signal ao monomio subtractivo, e 
11ralicando a regra da addição. 

Invocaremos, para a dedução d'esta regra, o lemma seguin
te já demonstrado na Arithmetica: Podem supprimir-se os 
iiarentheses precedidos do signal - e involvendo d((J'erenças in
dicadas, comtanto que se troquem os signaes das quantidades 
11'elles incerradas. 

Seja a expressão seguinte, em que supporemos a> b e 
c>d: 

(a-b)-(c-d) = a-b-c +a ..... ; ..... (B) 
Fazendo as mesmas considerações que se fizeram no n.0 

antecedente, a fim de tornar monomias as expressões bino
mi!1s (a- b) e (e - d), e de attender a todos os casos possí
veis, teremos que para as hypotheses 

1 .• \b =O 2 .• \a =Ü 3 .• \b=O 4 .• \a=Ü 
/d =O /c=O /c=O /d =O 

11 expressão (B) adquire respectivamente as seguintes fót· 
mas: 

(+a)-(-t-c)=a-c : .......... ..... (l) 
(-b)-(-d) = -b+d .............. (2) ( + a) - (- d) = a+ d . . . . . . . . . . . . . . . . (3) 
(-bJ-C+ c)=-b-c .............. (4) 

As expressões (1), (2), (3), (4) indicam-nos que quer se 
subtraiam dois monomios positivos, quer dois negativos, quer 
um .negativo de outro positivo, quer um positivo de outro ne· 
~ativo, a regra supra-enunciada sempre se justifica, 

11 
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Exemplos: de 4 aJ b2 c3 subtrabir - 3 a4 b2. Pela regra será: 
4 aJ b2 cl + 3 a4 b2. De - 3 x) yl tirar+ 5 c2, resulta: 

- 3 x2 y3 - 5 c2, etc. 
17. Adclição de polynomios. Supponbamos que a. a - b se 

tem de juntar o polynomio m -11 + q, isto é, que se preten· 
de achar o valor da expressão 

a-b+(m-p+q) .............. (1) 
Se effectuarmos as operações indicadas pelos signaes entre as 
quantidades m, p e q, obteremos um certo resultado que rc· 
presentaremos por P. Portanto, a express~o (1) torna-se cm 

a-b+P ....................... (2) 
e como é arbitraria a ordem dos termos (n.0 6), comtanto 
que os signacs se nilo alterem, a expressão (2) poderá escre· 
ver-se 

P+a-b 
Pondo n'esta em vez do resultado P o polynomio que o 

produziu, virá 
(m - p + q) + a - b • • . • . • • . • . • • . • • • • (3) 

servindo o parcnthcse apenas para se considerarem como ef. 
fectuadas as operações que elle iucerra. E porque é evidente 
que elle se póde supprimir, quando no principio de uma ex
pressão, sem que o valor d'esta se altere, será 

(m-p+ q)+a-b=m-p+q+a-b 
E, porque (n. 0 6) a ordem dos termos é arbitraria, virá fi. 

nalme.nte 
a - b + (m - p + q) =a - b + m - p + q 

o que justifica a regra seguinte: Sommam-se dois polynomios 
escrevendo em seguida aoi< termos do primeiro os do segundo se:m 
lhes alterar os signaes. 

Escholio I. 8e o segundo polynomio fosse uma quantida· 
de negativa, - P, em logar de+ P, a regra seria a mesma, e 
identico o resultado obtido. N'este resultado, os termos dos 
dois polynomios escrevem-se com seus respectivos signaes, 
uns após outros, como no primeiro caso. 

Esc!tolio II. Se os polynomios a sommar fossem mais de 
dois, applicariamos a regra aos dois primeiros, depois á som· 
ma d'estes e ao terceiro, em seguidu. ao resultado obti<lo e ao 
quarto, etc. 

Esclwlio III. Quando houver termos similhantes, é pre· 
ferível na pratica o collocál-os uns debaixo dos outros com os 
seus signaes, e effectuar depois a somma e a reducçào ao mes· 
mo tempo. Exemplo: 

Para souunar Oll polyuomios ( 4 a4 - 5 a~ e+ 3 d3),-(3 a• 
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+a b e- ó dl), (2 a2 .:- 7 b e+ 8 dl), escrevel-os-hemos co· 
mo ~egue: 

4 a1 - 5 a2 .: + 3 dl + a b e 
-3 u ·l + i! a2.: - ó dl - 7 b e 

+ 8dl 

a1 - 3 a2 e + 6 dl - 4 b e 

18. Subtra.cção de polynomios. Seja o polynomio a+ b +e 
de que se ha de subtrabir o polynomio m - p + q. Este pc
lynomio tem um certo valor l', que resnlta de se cll'cctuarem 
us operações entre os seus termos, valor que terá sigual po· 
sitivo ou negativo conforme os valores das quantidades que 
o formam. Por conseguinte, sou valor absoluto conse,.v11r-sc
ba o mesmo, variando sómente o signal, se nós lhe trorassc
mos os signaes + dos termos cm -, e vice-versa. Logo, em 
virtude da definição de subtracção dada acima, para subtra
liirmos o polynomio P, ou m-p + q, do polynomio a- b +e, 
devemos trocar os signaes ao primeiro, e Hommál-o assim al
terado com o segundo. Exemplo: 

Do polynomio 5 x4 - 3 xJ. y + 4 x3 tirnr 2 b - 4 c2 + fj :r,5 
Applicando a regra, tem-se: 

5 x1 - 3 x2 y + 4 x3 - 2 b + 4 c2 - 6 :i;S 
Escholio I. Havendo mais de um polynomio subtract,ivo, 

mudam-se os signaes a todos os subtraC'tivos, e npplicar-se
ha a regra da addição. 

Escholio II. Havendo termos similhantcs, depois de tro
cados os signaes aos termos dos subtracti vos, escrever-se
hão como acima se disse (n.• J 7, obs. lll.) 

19. Multiplicação de monomios. Na multiplicação dos mo
nomios temos de attender aos signaes, aos coefficien/es, ás td
tras e aos expoentes. Estabeleceremos, porêm, ante~ de pas
stirmos ás considerações especiaes de cada um d'estes quatro 
elementos, os lemmas de que carecemos para comprehcnsão 
do que vamos dizer . 
. Lemma I. Póde multiplicar-se uma quantidade poi· nm pro

l!ucto de muitos factores, multiplicando-a successivamente por 
cada. nm d'elles. Isto é: m X a b e= a bem= ma b e. 

Lemma II. Na multiplicação successiva de muitos fa ctorPs, 
qnalquer numero d'elles póde substituir-se por seu producto ej]'e
ctuaclo. Isto é: a. b :e= a (b e). 

Lemma III. Multiplicam-se ou dividem-se as pvfencias da 
inesma base sommando ou subtrahindo os expoentes. Isto é: 
al X a5 = as; a6 : az = a4. 

l'orque suvpomos já demonstradq,s µa .i\.rithmetica estati 

' 
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proposições, não o faremos agora, passando ás considerações 
1iarticulares sobre os J 

a) Signaes. A regra dos signaes é a seguinte: Na multi
plicação de dois monomios, affectar-se-ha o producto com o si
g:tal +, quando os factores tiverem ambos signal positivo ou 
negativo; e com o signal -, quando ambos os factores tiverem 
signaes contrarias. 

Para justifi'car esta regra, tomemos a expressão 
(a-b) X (c-d) =a G- b e-a a+ b rZ. - .... (A) 

já demonstrada na Arithmetica pura o caso de ser a> b, e 
c>d. 

Para que as duas expressões binomias a - b, e e - d, se 
tornem em monomias, faremos as quatro seguintes hypothe
se11: 

1.> 1 b =O 2.• j a= O 3 .• la= O 4 .• ! b =O 
/d=O c=O d=O /c=O 

Em virt.ude d 'ellas, a expressão (A) torna-se nas seguintes: 
(+a)x(+cJ=+ac ............. (1) 
(-b)X(-clJ=+bcl ............. (2) 
(- b) X ( + c) = - b e.. . . • • • • . . • . . . (3) 
(+a)X(-d)=-ad ............. (4) 

Observando estas expressões, vemos que a regra dos signaes 
está plenamente demonstrada para todos os casos. Pelos (1) 
e (2), vê-se que o producto é positivo quando os dois facto
res têem o mesmo signal; e pelos (3) e (4) vê-se que elle é 
negativo quando os dois factores têem signaes contrarios. 

b) Coefficientes. Emquanto aos coefficientes, a regra é mul· 
tiplicál-os, fundando-se no lemma II. 

e) Lettras. As lettras communs aos dois factores escrevem. 
se uma só vez com expoente egual á somma de seus expoen
tes, em virtude do lemma III. As Jettras não communs aos 
dois factores escrevem-se com seus respectivos expoentes. 
Quando não houver expoente manifesto, snppor-se-ha ser egual 
aL 

d) Expoentes. Aos expoentes, pelo lemma III, applica-se o 
preceito antecedente. · ' 

Exemplifiquemos. Sejam os dois monomios 5 a2 b2 c x2 a 
multiplicar por 6 a b2 c3 x2 y4; será 

5 a2 b2 e x2 x 6 a b2 c3 x2 y" = 30 a.3 b5 c4 x4 y4 
Do exposto, conclui remos a seguia te regrà: Para multiplicai· 

dois monomios, PjJectuar-se-ha o proclucto dos coefficientes; escre
ver-se-hão as lettras dos dois monomios, cada uma po1· uma só 
vez, dando a cada uma d'ellas parei expoente asomma dos expoen
tes que tiverem nos factores. As lettras que figurarem só n'um 
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factor escrever-se-hão uma só vez no pi·oducto com os expoentes 
?'eitpectivos. Emquanto aos signaes, daremos ao prnduclo o si
gnr.l, +, quando ambos os .factores t.frerem signafs iclenticos; e 
o si.'fnal -, quando os signaes dos factores forem contrarias. 

Esl1wlio. Pela regra exposta se vê que quando se mudar o 
signal °' um dos factores de um producto de dois, o producto 
mudará le sio-nal tambcm; e que se se trocarem os signaes a 
ambos os factores, o signal do producto ficará invariavel. 

20. l.1u:tiplicação de polynomios por monomios e vice-versa. 
Seja o pol)nomio a - b + c a multiplicar pelo monomio m. 
Poderemo5 C•nsiderar tres casos: m inteiro e positivo, m in
teiro e negat-.vo, e m fraccionario. No primeiro caso temos 
que, formando-Le o producto do multiplicando ela mesma fór
ma que o multip\icador se fórma da unidaele, será 
(a-b+c)m=a-b+ e+ a-b+c+a-b+ c ...... 

m vezes 
=a+a +a+ .... -b- /J-b . .•• +c+c+c •••• 
=am-bm-t cm · 
Se em vez ele (a - b+ e) m, tivessemas m (a - b +e), por 

isso que a ordem do~ factorcs é arbitraria, a operação effe
c:tuar-se hia da rnc:srna Í'Írma que acima, visto como 

m (a - b -+ e) = (11 - b + c) m 
No caso de m ser negativo, pelo que fica dito no escholio 

do n. 0 19, o producto seria desigual contrario ao de a - b + c 
por m. positivo; ~, como para mudar o signal de um polyno
mio, basta mudai o de cada um de seus termos, segue-se que 
teriamos 

(a-b +e))< -rn =-a m+ bm-cm 
Escltolio. A cgualdade 

(a-b+cJm=am-bm +cm 
mostra que, quando os termos de um polynomio am-bm+cm 
têem um factor commum a, o poderemos supprimir em cada 
um d'elles, e multiplicar o polynomio assim modificado por 
esse factor. E' isto que se chama tfra?· ou pôr em evidencia 
um factor commum. Esta operação~ de grande utilidade; ser
ve para ordenar qualquer polynomio em relação a uma let
tra que existe com o mesmo expoente em muitos termos. Ef
fectivamente, para ordenar (n. 0 7) 

a3 + a2 x + a x2 - b3 + b2 x - b x2 - ~ x 
relativamente ás potencias decrescentes de x, notaremos: 1.0 

que x2 é factor commum aos dois termos a x21 b :Ü-/ 2. 0 que ai 

é tambem factor commum dos tres termos a x2, b2 x, <Y- x . 
Applicando .pois a regra precedente a estes dois grupos de 
termos, daremos ao polynomio proposto a seguinte fórma 
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(a-b)xz+ (a2+ b2-c2) x + aJ-b3 
Por analogia com os lJolynomios ordenados que têem coef

ficientes numericos, cada um dos multiplicadores algebricos 
a - b, a2 + /,2 - c2, das differentes potencias da lettra prin
cipal recebeu o nome de coefficiente. 

Estes C'Oeflicientes tambem se podem escrever, e)11 vez de 
os incerrar dentro de parentheses, d'esta fórma: 

a/ x2 I + a21 x+ a3 
- b + b2 -bl 

-c2 

Quando tivermos de multiplicai· o polynomio a - b + e 
m 

pelo monomio fraccionario -, procederemos ainda do mes
n 

m 
mo modo. Effectivamente, se - é multiplicador, multiplicar 

n 
111, 

a- b +e por -, é dividir a - b +e em n partes eguaes, o 
n 

a-b+c 
que dá ----, e multiplicar este resultado por m. Ora 

n 
. • a-b+c . . 

pela defimçao de quebrado, ---··- md1cará que, tendo-se 
n 

dividido a unidade em n partes eguaes, d'ellas se tomou nu-
a b e 

mero egual a a - b +e; isto é, tomou-se -, - - e - partes. 
n n n 

a-b+c a b e 
Por conseguinte, ----= - - -- +- Mnltiplicando 

n n n n 
a b e 

pois - - - +- por m, que é o primeiro dos casos anterio
n n n 

res, ter-se-ha 
m e>-h+c (ª b º) (a-b+c)x-=---- ---Xm= - --+ - m 
n n · n n n 
a b e 

= ·-xm --xm+-xm 
n n n 

m m m 
=aX--bx-+cx-

ri n n 

Do exposto, deduziremos a seguinte regra: Multiplica
se mn polynomio por um monomio, e· vice-versa, multiplicando 
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cada termo do polynomio velo monomio; e seguindo o pl"eceitua
do para a multiplicação de monomios. 

21. Multiplicaçfi.o de polynomios. Seja o polynomio 
(m- n + p) a multiplicar por (a+ b - e). Este ultimo terá 
um valor T se effectuarmos as operações indicadas pelos si
gnaes entre seus termos. Reduz-se, pois, a questão a multi
plicar (m - n + p) por T, isto é, á multiplicação de um po
lynomio por um monomio. Teremos, pois, 

(m-n+pJ X T=m.T-nT+p T 
e restabelecendo em vez de To seu valor, e effectuando as 
operações, virá: 
~-n+~T=mT-nT+pT=m0+b-~ 

-n(a-1- b-c) +P (a+b-c) 
(m-n+1J) (a+ b-c)=am+bm-cm-an-bn-cn 

+ap+bp-cp 
ou, por ser arbitraria a ordem dos termos (n. 0 6), 
(m -n +p) (a+b-c) =am-an+ap+bm-bn+bp 

-cm+cn-cp 
D'ondc se deduz a scp;uintc regra: Pam ejfectua?' a multi
plicação de dnis polynomios, multiplicam-se successivamente 
todos os lermos do multiplicando por cada termo do multiplica
dor, conserva.mio os signa~s do multiplicando quando o terT1io 
do muttiplicado1· tenha o signal + e mudando-os quando este 
termo tenha o signal -

Escholio I. i::le nos dois polynomios considerarmos todos os 
termos, tomados com seus respcctivos signaes, como mono
mios isolados, se depois multiplicarmos successivamente os 
termos do rnult.iplicando por cada termo do multiplicador, e 
se depois sommarmos todo~ os productos parciaes, é eviden
te que se obterá o mesmo resultado que pela regra anterior. 

Escholio II. Quando houver mais de dois polynornios a mul
tiplicar, convirá obt.cr primeiramente o producto de dois, 
multiplicar em seguida este resultado por outro polynomio, o 
novo resultado por outro, etc. 

22. Dissemos (n.0 • 7 e 20) o que era ordenar um polynomio 
em relação ás potencias crescentes ou decrescentes de certa 
lcttra principal. Quando um polynomio contiver termos de 
todos os graus, relativamente a essa lettra, desde zero até ao 
mais elevado, chamar-sc-ha com1Jleto. No caso contrario dir
se-ha incompleto. 

O ordenar os polynomios em relaçií.o ás potencias crescen
tes ou decrescentes de certa lettra tem vantagens na pratica 
da multiplicação, porque nos mostra a lei Sl'guudo a qual h 1-

dc p1·oceder o producto. 
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Exemplo: multiplicar a x3 + b x2+ e x+d por x2+pxtq 
Disporemos o calculo como segue: 

axJ+ bx2 + ex 
x2+ p X + q 

+d 

+dpx 
+cqx +dq 

+dp\x+dq 
+cq 

Como os dois polynomios factores estavam já ordenados 
relativamente ás potencias decrescentes de x, collocámos um 
d'elles, o multiplicador, por debaixo do multiplicando; e, ap
plicando a regra dada (n.0 21), multiplicámos cada termo do 
multiplicador por todos os do multiplicando, obtendo os pro
ductos parciaes, que somrnados, deram, feita a reducção dos 
termos similhantes, o producto total: 
a xs + (b +a p) x4 +(e+ b p + a q) x3 + (d +e p + b q) :i:2 

+(dp+cq)x+dq 
Se os polynomios são incompletos, deixam-se intervalloa 

para poderem collocar-se os termos similhantes uns inferior
mente aos outros. 

Exemplo. Multiplicar 4 a m3 y4 - b m y2 +e y pelo polyno
mio ay2+xy. 

4 a m3 y4 - b m y2 + e y 
ay2+ by 

Productosl4 a2m3 y6 - a b m y4 +a e y3 
parciaes + 4 a b m3y5 - b2 my3 + b cy2 

Producto\4 a2m3ys+4 a b m3 y5-a b my~ + ac \ y3+bcy2 
total . .. . 1 - b2 m 

ou 4 a2 m3y6+4 a b m3y5-a bmy4 + (ac- b2m) y3 + b cy2 
Quando os coefficientes das diversas potencias da lettra 

principal são polynomios, segue-se ainda a regra geral aci· 
ma exposta (n.0 21). 

23. A'cerca da multiplicação algebrica faremos as consi
derações seguintes: 

E scholio I. ::>e os polynomios que se multiplicam forem 
hornoge:neos (n.0 5), seu producto lambem o se1·á. Isto conclue-se 
das regras supra-expostas com respeito ás le•tras e aos ex
poentes; assim como tambem se conclue, para o caso sujeito, 
que o grau de cada termo do producto deve ser egual á sommci 
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dos graus de dois termos qwusquet do multiplicando e do mul
liplicadot. 

Este escbolio é importante para que na pratica se conbe
ç11m ou descubram facilmente os erros, s~ os houver, de um 
producto. Por exemplo, se n'um producto que deve ser homo
geneo, a somma dos expoentes de qualquer termo fôr egual a 
4, sendo 6 a de todos os restantes, haverá manifestamente er
ro na somma dos expoentes; e far-se-ha, portanto, de uovo 
a multiplicação do~ dois termos t1uc deram o prodncto er
rado. 

Escltolio II. Quando na multiplicação de dois polynomios 
o producto não tiver reducção de termos similbantes, o nume
ro total dos termos do producto será cgual ao producto do nu
mero dos termos do multiplicando pelo dos do multiplicador. 
E' consequencia. da regra dada no n. 0 21, e significa, por 
exemplo, que se o multiplicando tem 4 termos, e o multipli
tndor 3, o producto ha de ter 12. 8crve tambcm este cscholio 
para nos advc1tir1 pelo produeto, se honve, ou uão, omissão 
na considera<;ão de todos os termos dos for.tores. 

Escltolio 111. Quando no producto houver termos similhan
tes, a reducção d'estes póde produzir um numero de termos 
menor do que o producto dos dois factores. Notar-se-ha, to
davia, que ha sempre dois termos que se não reduzem, e são: 
o que provêm da multiplicação dos dois termos do multiplican
do e multiplicador que tenham expotênte mais elevado na lettra 
principal, e o que provêm da multiplicação dos dois termos dos 
factores em que o expomte da mesma lett1·a seja o menor. Por 
conseguinte, o produc.:to dti dois polynomios tem pelo menos 
dois termos. 

24. Como applicação da multiplicação algebrica, tratemos 
de aclia r, pelas regras expostas, os productos 

1.• 

(a+ b) (a+ b) = (ct + b)2, 
(a-b) (a-b) =(a-"b)Z, 
(a+ u) (a - b) = a2 - b2 

a +b 
a +b - ----
a2+ab 

+ab +b2 

az + 2 a b + /,2 , ••••••• , • • • • • • (A) 

\ 

ir-" 
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a-b 
a-b 
a2-ab 

-a b + b2 

ai - 2 a b + b2 • • • • • • • • • • • • • • • (B) 

a+b 
a-b 

a2+ab 
-ab -b2 

a2 - b2· ••••••••••••••• (C) 

A expressão (A) diz-nos que o quad1'ado da somma de duas 
quantidades é egual ao quadrado da primeira, mais o dobro da 
primeira multiplicada pela segunda, mais o quadrado da se· 
gunda. 

Pelo resultado (B) concluc-se que n quadrado ela d~fferença 
de duas quantidades é egua~ ao quadrado da primeira, menos 
o dobro da primeira multiplicada pela segunda, mais o quculra· 
do da segunda. 

O producto (C) indica-nos que a somma de duas quantida· 
rles ff!ultiplicada pela sua di.ff crença é eyual á d~U'erença elos 
quadrados das duas quantidades. 

Estas proposições são de toda a vantagem no calculo algc· 
bl'ico. 

25. Divisão de monomios. Na divisão dos monomios temos 
de attender a quatro elementos, a saber: aos signaes, aos coef
ficientes, ás lettras e aos expoentes. 

a) Signaes. A regra dos signaes é egual á analoga da mui· 
. ti plicação dos monomios; isto é, quando os dois termos têem 

signal identico, o quociente é positivo; no caso contrario, é ne· 
gativo. A razão d'isto é obvia, porque, como o dividendo é 
egual ao producto a1gebrico do divisor pelo quociente, é cla· 
ro que o signal d'este deve ser tal, que na sua multiplicação 
pelo divisor, se reproduza o do dividendo. Por conseguinte di
remos que+:+=+;-: - =+; +: - =-; - : + =-

b) Coeificientes. Se notarmos que o quociente de dois mo· 
nomios não póde ser polynomio, pdrquanto o seu producto por 
um monomio sel'ia tambem polynomio, veremos que o coeffi
ciente elo quociente se obterã dividindo o coefficiente do mo
uomio dividendo pelo do divisor. Se a divisão exacta fõr im· 
possivel, o quociente índicar-se-ha escrevendo em fórma de 
quebi·ado os coefficientes do dividendo e do divisoi·. 
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e) Lettras e expoentes. Emquanto ás lettras communs aos 
dois monomios que se dividem, ellas figurarão uma só vez no 
quociente com expoente egual á differença dos expoentes dos 
dois termo3 da divisão. Se o expoente do divisor fôr, para a 
mesma lettra, superior ao do dividendo, a lettra escrever-se
lia em denominador, com expoente egnal á differença dos dois. 
Exemplo: Dividir 25 a4 b2 e d3 x'• por [J ,,2 b2 d2 x3. Teremos 

2fJ a4 b2 e d3x4 -----= + 5 a2 e d x, ou simplesmente 5 a2 e d x. 
5 a2 b2 d2 x3 

Dividimos o coefficiente 25 por 5, o que deu 5, e escreve
mos depois a2 como quociente de a4 por a2; 1, (que não é pre
ciso notar) como quociente ele bZ por b2; e, como quociente 
de e por 1; d, como quociente ele d3 por cl2; x, como quocien
te de :z:4 por x3. 

'l'omc-sc outro exemplo, e seja o dividir 18 a4 b2 m3 p5 por 
6 a> /J3 m2 p1. Teremos: 

18 a4 b2 m3 p5 3 m 

G a 5 bJ m2 p1 a b p2 
26. Divisão de polynomios po1· monomios. Porque dois mo

nomios multiplicados entre si nunca darão um polynomio, 
segue-se que o quociente da divisão de um polynomio por 
um monomio ha-de forçosamente ser polynomio, e tal que, 
multiplicado pelo monomio divisor, reproduza o dividendo. 
Notando tambem que o dividendo é o producto do divisor pe
lo quociente, e que a regra da multiplicação de polynomios 
por monomios nos diz que devemos multiplicar todos os ter
mos do multiplicando pelo monomio multiplicador, segue-se 
que para se obterem os termos do quociente temos de dividir 
cada um dos termos do dividendo pelo monomio divisor. Adi
visão de que se trata reduz-se, pois, a uma serie de divisões 
de monomios, devendo estas fazer-se tantas vezes quantos os 
termos do dividendo. Exemplo: 
Dividir 24 u2 b2-15 a3 b2 x2 + 24 a3 b5 x4 + 27 a2 b4 por 3 a b. 

Temos 
24 a2 b2 -15 aJ b2 x2 + 24 a3 b5 :i;1 + 27 a2 b4 

3ab 
= 8 a b - 5 a2 b x2 + 8 a2 b4 x4 + 9 a b3 

Não fizemos mais do que praticar a regra da divisão de mo
nomios acima dada (n.• 25), d'onde concluiremos que, para 
dividir um polynomio por um monomio, se dividirão todos os 
termos do dividendo successivamente pelo divisor. 

Escholio. Os casos de impossibilidade são os mesmos da di
visão de monomios; isto é, adi visão sei:{uempre inexacta quan-

1 

1 
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do houver no dividendo termos que não sejam divisiveis pelo 
divisor. 

27, Divisão de polynomios. O quociente da divi~ ão de dois 
polynomios póde ser exacto ou inexacto. No primeiro caso a 
divisão repousa nos dois principias seguintes: 

1.0 Se dois polynomios JYI e N, se ordenarem da mesma 
fórma relativamente ás potencias de uma lettra principal, e 
se houver terceiro polynomio P ordenado de modo egual, que, 
multiplicado pelo segundo N, reproduza l\!l: o 1.0 termo de P 
obter-se-ha dividindo o 1.0 ele M pelo 1.0 de N. 

2.0 Subtrahindo do dividendo 11'[ o producto elo primeiro 
termo do quociente P pelo divisor N, obter-se-lia um resto que 
dividido por N dará a somma algebrica dos termos rcotautes 
de P. 

D'estes dois principias dimana a seguinte regra: 
Depois de ordenados o dividendo e o divisor relatimmenlP. á.1 

potencias da mesma lettra, divida-se o primeiro termo da es
querda do dividendo pelo p1·imeiro termo da esquerda do divi
sor, e achar-se-ha assim o primeiro termo do quociente. Multi
plique-se este termo por todo o dfoisoi·, e subtra'ia-se o produ
cto do divide:ndo proposto. O primeiro termo do resto obtido, rli· 
vidido pelo primeiro termo do divisor, dará segwndo termo para 
o quociente. 1l1ultiplicando o segundo termo achado por todo o 
divisor, e subtrahindo o producto do dividendo, teremos novo 
resto, cujo primeiro termo dividido pelo pl'Ímeiro do divisor da· 
rá ter~eiro termo para o quociente; e assim successivamente. 

Exemplo. Seja o polyuomio 6 a3 - a2 b - 12 a b2, a divi
dir por 2 a - 3 b. Disporemos o calculo como segue: 

Dividendo ••. . 6 a3 - a2 b -12 a b2' 2 a - 3 b .. Divisor 

-6a3+9a2b 3a2+4ab Quociente 
1.0 resto.. • • • • 8 a2 b -12 a b2 

. -8a2b+12ab2 

2.º resto...... O 
Os dois polynomios estão ordenados relativamente ás po

tencias decrescentes da m ~sma lettra a. Dividimos o primeiro 
termo, 6 a3, do dividendo por 2 a, primeiro termo do divisor, 
e obtivemos 3 ai, que multiplicamos pelo divisor 2 a - 3 b, 
obtendo o producto 6 a3 - 9 a2 b, cuja subtracção do dividen· 
do produziu o resto 8 a2 b -12 a b2. O primeiro termo d'este 
resto, 8 a2 b, dividido por 2 a, produziu + 4 a b, que multi
plicado pelo divisor deu o producto 8 a2 b - 12 a b2, que sub· 
trahido do 2.0 resto deu zero. 
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Dêmos ainda outro exemplo, e seja n pulynomio: 

4 a4 + b4 - 5 a2 b2 a. dividir por b2 + 2 a2 + 3 a b 

Ordenando os dois polynomios relativamente ás potencias de
c1cóccnte~ de a, e dispondo o calculo, como acima, vem: 

4 a4 - 5 a2 li-' + b4 12 a2 + 3 a b + /,2 

-· 4 a• - ü a' b - 2 a2 b2 __ 2 a2 - 3 c.t b + (,2 

-o~' l.. - 7 n.2 /,2 + [,4 
+ 6 al b -t 9 a2 b2 + 3 a b> 

2 ai i,2 + 3 a [,l + b4 
- 2a21J2-3abl-/,i 

o 

, 

T11.nto n'e~te eicmplo como no anterior, escrevemos os res
tos jll. <:ul.fl º" signaes trncados para se poder effectuar a sub
tiac~àu, cortJo ordem1 "' regra dii subtracção de polynomios. 

28 E1;c/wlio 1 . Quuudo a divisão fôr possivel, isto é, quan
do huuver pan, quuc:ieute um polyuomio que multiplicado 
Jielo divbor 1eproduza c.rnc:tamente o dividem.lo: o l.• termo 
do divid.inoo (ordeuudo do mesmo modo que o divi~or) será 
divi•ivel velo prirneiro tcmw d'c:ste; o rnemuo succederá aos 
ultimos tcnuo,, de ambu•; e o resto sllrá zero. 

11,'sdwlio 11. A divisão •crá scn1prn iu1vos::;ivel nos seguin
tes casos: 

l.• Quando os termos primeiro e ultimo do dividendo não fô. 
rem divisiveis por eguaes termoo do divisor, ~uppondo os po· 
lynomios ordenados do 111esrno modo. ~ 

2.• Quando o primtJiro termo de uw re&to não fôr divisivel 
pelo primeiro termo do divisor. 

3." Quando no decurno da operação obtivermos termo de 
grau inferior ao que deve ter o ultimo do quociente, relati
vamente á lettra principal. Conheceremos a priori o grau do 
u!timo termo do quociente dividindo os ultimas termos tlo di· 
Vldendo e divisor. 

Escholio III. Dissémos que polynomios inteiros em relação 
a uma lettra são os que níio a eontêem nem em denominador 
nem debaixo de raclieaes. As regras acima-expostas, deduzi• 
das para estes polynomios, podem talllberu applicar-se a po• 
lyuomios que se não digam inteiros relativuUleute a Ullla let
tra. Daremos um ext::mplo. 
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. 2 2 1 
l:ieja o polyn:imto t + - + - + - n àividir por 

"' x2 . xJ 
1 1 1+-+-
x x2 

Disporemos o calculo como se segue: 
2 2 11 1 1 1+-+-+- 1+-+-
x :r,2 a;3 X x2 

-1-_!__.!_ /1+_! 
X x2 ~ ---- -·---·-
l 1 l --+ ·- +--
X x2 xl 

1 l l 

x x2 xl 
-------·- -

o 
Como exemplo de divisões impossíveis ou inexatas, darc-

. a 
mos o segumte: ---- Teremos a+b 

a \a+ b 
-- a - b ,-l~~~~:=·~,~tr·.-.-. :·.·: ~~--. -.-. -~ 

-b 

b2 

a 
b2 b3 

a a2 

a2 
b3 bl 

+-+-
a2 a3 

b4 + al ......•.••...•..• etc. 
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Das :fracções ·aJgebricas 

29. Vimos nos numeros antecedentes por occagiâo de tra
tarmos da divisão de monomios que muitas vezes a divisão 
Re não podia fazer exactamente. N'cste caso indicava-se o 
quociente, e é este ciuocieutc indicado ciue se chama fracção 
algebrica: o dividendo é o numerador; o divisor é o denomina
dor. 

30. Parn simplific,urmoB as frncçiíes algcbricas precisa· 
mos demonstrar primeiramente o seguinte principio: qual
quer fracção al,qcbrica uãn muda dP. valor qnanclo sr.i1s lermos 
se multiplicarem ozt dividirem, simultaneamente, pela mesma 
quantidade. 

A A+ m A:m 
Seja a frac~· ão --; queremos provar que - -- e -- são 

B B-f--m B:m 
A . A 

cgnaea a -·--. Representa se o quociente - por Q; teremos: 
B B 

.A lJ = Q, d'onde A= B X Q 

mult iplic1mdo ambos os membros d'esta egualdade por m1 vem 
Am= lJ Qm = Hmx Q 

e dividindo ambos os membros por JJ m, tem-se 
Am 
- - ·-- =Q 
Bm 

A Am. A 
e pot· ser Q = -, temos: --· '= - ·· 

B Bm 13 
A:m A 

Egualmentc se demonstraria qne ·- ·· · = -
11:m B 

31. Simplificar um qucbrndo é supprimir aos seus termos 
os factores communs. Esta operaç,ão ó baseada no principio 
do numero antecedente. Se os termos da fracç,ào dnda forem 
mouomios, facil serli a sua simplificação. Por exemplo para 

24 a2 b3 c4 d5 X2 
simplificar---- - -

3 /J2cr.x1 
V cremos que 3, b2, e\ e x2 são fac tores comrnuus aos dois ter

mos, e que portanto virá 
24 a2 b3 c4 d5 a;2 8 a2 b d5 

3 b2 c6x4 c2x2 
Quando os termos da fracção sejam polynomios, apezar 

1 
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de um pouco mais difficil e de exigir mais pratica, a simpli· 
ficaçào effectuar-se-ha procurando os factores monomioa ou 
polyuomios que os dois termos incerrareru. 

8al-16 a2b + 8ab2 
.Exemplo. :Seja 

4 al- 4 a2b 

Eõte q UC;brado pódc escrever-se 
~ij~~~ - 2 a b + b~ 

4 u.2 (ct - b) 
E, notando que (a -- b)2 = a2 - 2 a b + b2, teremo11; 

8a ('!:_2_=-2 a b + /,2) = 8a (ci-~-= 

4a2(a-b) 4a2(a-b) 
8 a (a --- b)2 8 a (a- b) 2(a-b) 

e tambem: ---.--=- ---- -----
4a?(a-b) 4a2 " 

8eja i.rnda: 

~.a:~:-:-~~.t:. ~-
f1x2+1 x - l 

Fazendo a divisão ao modo or<liuario, resulta: 
5 xl - xi + 5 5 x + 4 ··-------- =w-1+---·--· ·--- -
5~+4x-1 5~+4x-1 

3!. Heduzem-sc quebrados ao mesmo denominador multi
plicando os dois termos de cada um pelo producto dos denomi· 

3 a2 5 b\ 7 ax 
nadares dos outros. Exemplo: Os quebrados ·-, --, ·- ·· ' 

4 b2 3 x2 4/Jo 
reduzem-se ao mesmo denominador cl'esta fórma; 
3 a2 X 3 x2 X 4 b c 5 b4 X 4 b2 X 4 b c '/ a X X 4 /;? X :; x2 

--, --------., ---·----~-- -

4. b2 X 3 x2 X 4 b c 3 x2 X 4 !J2 X 4 b e 1 ú c X 4 b2 X i! :v2 

36a2úcx2 80 /Jlc 84ab2x3 
ou ------ , ·-----, ---· 

48 bl c x2 48 b3 e x2 48 b3 c x2 
Poderismos reduzir estes, ou outros quaesquer qucbraclos, 

ao mesmo denominador, reduzindo-os ao menor denominador 
commum. Para isto, achariamos o menor rnulliplo commum dos 
denominadores, edividiriamos e.ste por cada denominador, multi
plicando em seguida os dois termos de cada quel·rado pelo quo· 
ciente obtido. 

Sejam, por exemplo, os quebrados 
5a 3bc 4.ax ----, ---- , -----

2a2+2 a x 6(a2-x2) 3(a-x} 
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Decompondo em factores os denominadores, teremos: 
2a2+2ax=2a(a+x) 

27 

6 (a2-x2) = 6(a +x)(a -x) 
3 (a-x)2 

O menor multiplo commnm, devendo formar-se do produc·to 
elos factores communs e não communs ás expressões dadas, 
será 

6a (a+x) (a -x)2 
e, portanto, os quebrados propostos tornam- se em 

15a(a-x)2 3abc(a-x) 
' ' 6 a (a+ x)l(a-x)2 6 a (a+ x)(a - x)2 

8 a2x(a + x) 

6a(a+x)(a-x)2 
Quando os factores se não podem descobrir com facilidade, 

procurar-se-ha o maxirno divisor commum dos denominado
res. 

33. Opemções sobre os quebmdos. Adilição e subtracção. 
Formam-se ou subtraem-se quebrados que tenham o mesmo 
denominador, sommando ou subtrahindo os numeradores e dan
do á somma ou.di.ffere:nça o denominadoi· commum. 

Effectivarneute, pela regra da divisão de polynornios por 

. m-p+q-r m p q 1· 
monom1os, é =---+---

n n u n n 

Quando os denominadores das fracções sejam differentes, 
reduzir-se-hão estas ao mesmo denominador. 

34. Multiplicação. O producto de duas ou mais fracções 
obtem-se, multiplicando-as termo a termo. Sejam as fracções 
m p t 
-, -, -, a cujos valores respectivos chamaremos q, q1, q11• 
n r s 
Será pois 

~ = q, 1!. = q', ~ = qlf 
n r s 

Por definição de divisão tira-se d'aqui: 
m=nq, p=rq1, t=sq'1 

Multiplicando ordenadamente estas egualdades, ternos 

mXpXt=q xq' xq11 xnxi·xs 
mpt m 11 t 

d'onde -- =qq1 q11 = -x -x-
nre n r s 

35. Divisão. Dividem-se quebrados por dois modos: ou 
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invertendo os te1mos ao quebrado divisor, e praticando depois a 
regra da multiplicação, ou dividindo-os termos a terrno. Isto é, 

m p 
se os quebrados forem, por exemplo, - : - teremos 

n r 
m p m r · m:p 
-:-= -x-=-
n r n p n :1· 

Etfectivamente, chamando q e q1 aos dois valores dos que
brados, vem 

m p 
-=q, -=q' 
n r 

rl'onde m=nq, p= rq1 

egualdades que, divididas ordenadamente, dão 

~=::.i=!: xf 
p r q1 r q1 

r m7• q m p 
e d'aqui, multiplicando por-, temos - = - = - : -

n pn q1 n 1· 

Provado que 

mos por p r 

e portanto 

m p m r t' d' 'd' d b t - : - = -, ira-se, 1v1 m o am os os er-
n 1· pn 

mi·=mr:pr =m:p 

np np:pr n:r 

~::p__=m:p 
n r n: r 

36. Expoente zero, e expoente negativo. No n.0 19, lemma 
3.0 , dissemos que para dividir potencias da mesma base se 
subtrabiam os expoentes. Por conseguinte, quando tivermos 
que dividir, por exemplo, am por am, será, em virtude d'aquel-

am 
la regra, - = am-;: =aº; e como tambem, pela definição de 

am 

ª"' divisão, - = 1, será aº = 1. 
am 

Pela noção que temos de expoentes, uma quantidade levan
tada a zero não tem significação alguma; mas, pelo que fica 
dito, convencionou-se considerál-a como symbolo que represen
te a unidade. A vantagem principal que resulta da admissão 
d'este symbolo é poder-se considerar n'uma formula, que re
solve ou é traducção fiel de qualquer problema, uma quantia 
dade que desappareceria pela simplificação ou effectuado 

-

' 

! 
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das ·operações. Por exemplo, supponhamos que a expressão 
25 a4 b2 c3 
---- = 5 a c2, é a formula que traduz o enunciado tle 
5 a3 b2 e 

certo problema, em cujo resultado nós queremos mostrar a 
relação existente entrn as quantidados a, b e e. Pela expres
são 5 a c2, não temos de considerar senão as duas quantida
des a e e; mas podemos ligál-as com a quantidade b, intro
duzindo-a na formula em virtude da convenção estabelecida. 
Portanto, poderemos escrever, como formula que ligue as 
quantidades dadas, a seguinte: 

25 a4 /;2 c3 
---- = 5abOc2 

5a31;2 e 
Quando dividirmos a quantidade am por am+n, applicando 

tambem a esta divieão o principio do lemma 3.0 do n.0 19, 
ter-se-ha 

am 
--- = am - (m + n) = am - m - n =a - n 
am+n 

mas como tambem é, pelo mesmo motivo, 
am am 1 

---=---=-
am + n am X an an 

concluiremos que 

Temos egualmente de estabelecer outra convenção para 
este caso, visto como o que atraz fica dito ácêrca de expoen
tes não satisfaz para explicar o que seja uin expoente nega
tivo, que em absoluto se não comprehende. Estabeleceremos, 
pois, em considerar, convencionalmente, nas quantidades ne
gativas a faculdade de poderem servir de expoentes, intenden
do-se que uma potencia de expoente negativo é egual á unidade 
dividida pela mesma potmcia com o ex1Joente positivo. 

Resumindo, temos, pois, que 
1 

ao = 1, e a - n =
an 

Das Equações 

38. Duas expressões separadas pelo signal =,constituem 
em geral uma egaaldade, que se desdobra em identidade e 
equação. A primeira, é a cgualdade entre <luas expressões nu-
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mericas, como 4 X 5 + 6 = 26; ou a egualdade entre duas 
expressões litteraes, sempre verdadeira qualquer que fôr o 
valor attribuido ás lettras que a formam. Exemplo: (x +a) 
X ( x - a) = ~ - a2. Esta egualda<le é sempre verdadeira 
quaesquer que forem os valores de x e de a. Equação, é a egual
dade entre duas expressões que involvam quautidades des 
conhecidas, só satisfeitas para valores particulares d'essas 
quantidades. Exemplo 14 x = 2. As quantidades desconheci
das que entram n'uma operação chamam-se incor;mitas, e cos
tumam representar-se pelas ultimas lcttras do alphabeto la
tino, t, u, v, x, y, w, e z. 

Grau de uma equação,cujos dois membros sejam quanti
dades racionaes e inteiras relativamente ás incognitas, é a 
maior somma dos expoentes das incognitas no mesmo termo. 
A equação a x2 + b x + e =O é do segundo grau, por ser 2 
o maior dos expoentes da incognita. Equação completa é 
aquella em que figuram todas as potencias da incognita <lell
de a primeira até á ultima ou grau de equação. Assim a cqua· 
ção x2 + p x + q =O é uma equação completa. 

Chama-se equação numerica a que contêm, juntamente com 
as incognitas, expressões numcricas. Exemplo; 

4 
5x2+Bx+3=5 

Dir-se-ha litteral a equação quando n'ella houver, alêm das 
incognitas, expressões litteraes. Exemplo: 4 a x + 5 y =~e. 

Equações equivalentes são as que se satisfazem com os rnes· 
mos valores das incognitas. Por exemplo; 

3 2 
5 X + - X= 7 + -- C 69 X= 92 

4 • 3 

são duas equações do primeiro grau equivalentes, que têem 
11 

a mesma solução 1 -
23 

37. Equações do primeiro g-rau a uma incognita. Resolução. 
Para resolver equações de qualquer grau são precisos os dois 
seguintes princípios: 

1.0 Uma equação não se ai.lera quando se junta ou subtrae 
aos seus dois n. embros a mesma quantidade. 

2.0 Uma equação nã1 se altera. quando ambos os seus mem
bros se multiplicam ou dividem pela mesma quanticlacle1 com
tanto que esta não se;' a funcção da incogníta. 

i 

1 

t 
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No seguudo principio fizemos a rnstncção de não se dever 
contar a iucogn1ta ua quantidade que é factor ou divisor dos 
dois mt:mbros da equação, e esta clausula é necessaria, por
que, se a11JjJU1 não fosse, o umnero de 11oluçõt::11 voucri11. ser al
terado. 

Cum efi'eito, seja a equação 
.l!'(x) = O ... . ....... . .......••.••...... (A) 

Multi];Jlic11.uuu a1DbuH ou membros pela quantidade f (x), 
temuN 

P (x) X f (x) =O ..•..............•..•.. (B) 
Para qne um producto de dois factores seja zero é neces

sario e suHicim,te que algum d'dlet1 ou 1.unl.wl!, o sejmn. Se 
forem simultaucwnente 

Jl(x) =0 e f(x) =0 
é manifesto que os valores de x, que tornam nullo F (x), po
dem uii.o ser eguaes aos que anullam f ( x ), o que implica. 
uma alter::u,:ão das s0luções da equação (A), não sendo por
tanto 11 equação (8) equivalente á proposta. 

Postos estes princípios, pa11semos á i·csoluçàu da equação 
do primeiro grau. 

Resol-ver uma equação vem a ser separar 76'um só rne:mbro 
e n'um só termo com o co~fjiciente unidltde, a incognita. Para. 
isto é preciso transpor de um para outro meUJbro os termos 
conhecidos, o que se faz tomando por base os dois pduC:ÍiJios 
bUpra-citados. Exemplifiquemos. 

'l'omemub para resolver a equúção nuruerica 
f>x+2=ilx.+4 

Pelo priweiro principio, poderemos subt.rabir a ambos 08 

wembros as quautidades 2 e 3x, o que dará 
Ó;,;-3:.c=4-2 

e t!lfoctuam.lo 
2x=2 

, JJ1v1dindo, em virtudt.: uu :.l.0 vr111c1pío, ambos os membros 
peir 2, virá 

2 
x= - =1, fotoé, 'x =l. 

i:l 

2.o Exemplo. 40 x - 45 = 660 + 12 x 
'rranspondo para o primeiro membro os termos que tenham 

a incoguita, e p~ ra o ijegundo os conhecidos, o que equivale 
a subtrahir a awbos os termos 12 x, e a juntar 4[i1 terewos 

40 X - 12 X= 660 + 4[i 
28:.c= 705 

e, dividindo ambos os wewbroll por 281 
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705 
x=-

28 

5 
x=25-

28 
Escholio. Qmmdo os coefficientes forem fraccionitrios, a pri

meira coisa a fazer é livrar de denominadores a equação. Para 
i:;to procurar-se-ha o menor rnultiplo commum dos denomina
<lores, diviclir-se-ha por cada um o menor multiplo commum 
achado, multiplicando-se depois o quociente obtido pelo nu
merador do quebrado, não se escrevendo o denominador com 
murn, porque se suppõe qL1e se multiplicam todos os termoa 
por elle. 

3.0 Exemplo. Seja a equação 
4 2 2 3 

25 X- 14 X+ 7 = 15 X+ 4 
O menor multiplo cornmum; dos denr.minadorcs é 

22 x3 xfJ2x1 
visto como, decompondo os denomiaadores em factorcs pri
mos, se obtôm 25 = 52, 14 = 2 X 7, 15 = 3 X 5, 4 = 22. Por
tanto a equação dada transforrna-~e em 

ou 

22 X 3 X 7 X 4 x - 22 X 3 X 52 :i:: + 22 X 3 X 5i X 72 
= 23 X 5 X 7 x + 32 + 52 X 7 

336 X - 300 X+ 14700 = 280 X+ 1575 
336 X - 300 X - 280 X= 1575 - 14700 

33G x - 580 x = 1575 - 14700 
- 244 X = - 13125 

dividindo ambos os membros por- 214, obtêm-se 

isto é, 

-13125 1\13 
X =53-

-244 24.4 
193 

x=53-
244 

4.0 Exemplo. Seja a equação 
5x 4x 7 13x 
- --- -13=---, 
12 3 8 6 ._ 

O menor multiplo commnm d'estesdeuorninadorcs é 2-!; lo
go, prncticando como acima se ensinou, virá 

10 X - 32 X - 3 ! 2 = 21 - 52x 
10 X - 32 X + 5í!x = 21 + 312 

30x=333 



ALGEDRA ELEMENTAR 38 

333 111 
x=-=-

30 10 
e finalmente 

X= 11,1 
5.0 Exemplo. Seja a equação litteral 

a x 2 c2 x 4 b c2 x 5 a3 2 c2 
- - --+4a=-- --+--3b 

b a b. a3 b2 a 
O menor multiplo cornmum dos denominadores é evidente

mente a3 bZ. Applicando pois a regra á equação dada, vem 
a4 b x -2 a2bc2x+4a·I b2=4b3 c'x -5 a6 

ou 
+ 2 a2b2c2-3 a3õl 

a4 b x - 2 a2 b c2 x - 4 b3 e< x = - 4 a4 b2 - 5 a6 
+ 2 a2 b2 c2 - 3 a3 b3 

x ( CL"I b - 2 ai b c2 - 4 bl c2) = -4 a4 b2 - 5 a6 
+ 2 a2 b2 c2 - 3 a3 b3 

-4~b2-5~+2~b2c2-3~~ 

x = a4 b - 2 a2 b c2 - 4 b3 c2 
6.0 Exemplo. Resolver a seguinte equação 
(a+b)(x-b) , 4ab-b2 a2-bx 
--~----3a=-----2x+---

a-b a+b b 
livrando de denominadores, ter · se-ha 
b (a+ bj2 (x- b) - 3 a b (a2 - b2) = b (a - b) (4 a b - b2) 

- 2 b(a2-li2) x+ (a2 - b2) (a2-bx) 
effcctuando as mui tiplicações indicadas 
a2b x + 2 a b2 x + 63 x - a% b2 - 2 a b3 - b4 -3 a3 b + 3 a b3 

= 4 a2 li2- ab3-4a b3+b4-2 a2bx + 2 b3x + a4 
- a2 l.J2.- a2 b x + b3 x; 

transpondo e reduzindo 
4a2 b x+2 a li2x-2 b3x= 4a2 b2-6ab3+2 b4 + 3 a3b+ a4 

tirando x como factor commum 
b (4~+2ab-2b2)x=4a2b2-6 a3b+2 b4 

e finalmente 
+3a3b+a4 

4 a2 b~ - 6 a Z,3 + 2 b4 + 3 a3 b + a4 
X= 

b(4u2+2a b-2b2) 

expressão que se não pode r <'duzir a polynômio inteiro. 
De quanto acima se expoz, poderemos assentar a seguinte 

regra: 
Para resolver uma equação do primeiro grau, deve-se: 1.• 

começar por Uvrar de denominctdores1 se os houver, a equação, 
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e effectuar nos seus dois membros toclas as operações algebrica1 
que se apresentarem, obtendo -se assim uma equação cujos doi1 

,, membros são inteiros; 2.0 transpôr para um membro (usual· 
mente para o primeiro) todos os termos que contenham a inco
gnita, e para o outro, os termos conhecidos; 3. 0 reduzir a um só 
todos os termos a.ff'ectos de x, se a equação fôr numerica; e sefôr 
algebrica, formar com todos estes termos um producto uni90 com· 
posto de dois factores, sendo um d'elles x, e o outro a reunião 
das quantidades que multiplicam x, reunidas com os respectivos 
signaes; 4. 0 dividir finalmente, os dois membros da equação pelo 
coefficiente da inco,qnita (monomio ou polynomio), e effectual" a 
divisão, se possível fôr. 

38. Equações do primeiro grau a mais de uma incognita. 
Systemas . Chama-se systema de equações a um grupo de equa· 

..ç ies que são satisfeitas pelos mesmos valores das incognitas. 
_Bqtas cquaçõas chamam-se simultaneas. Os valores que, sub· 
sftuidos pelas incognitas, transformam as equações em iden· 
tidades, dizem-se soluções do systema. Systemas equivalente$ 
sã i os que têem as mesmas soluções. 

Quando haja que resolver duas equações do 1.0 grau que 
cnntenham duas incognitas, o meio empregado consiste cm 
<·liminar uma d'ellas, isto é, em deduzir das duas equações 
dad is outra que não contenha essa incognita, e d'onde se pos
sa frar o valor da incognita restante. Varios methodos, que 
passamos a expor, se empregam para eflectuar essa eliminação. 

39. Primeiro metliodo: eliminação por comparação. Sejam 
as dua> equações 

3y-7x=4 .............. . . (1) 
2 y + 5 X = 22 , .. . . . .. . . . . . . .. (2) 

Consideremos x e y como dois numeros que, postq~ em vez 
d'cstas mesmas lettras, satisfazem as equações dadas. R acio· 
cinnrcmos então sobre ellas como sobre identidades. Das equa
ções (1) e (2) tira-se: 

7x+4 
y=-3- ··· · ············ (3) 

22-5x 
y= -2- ··············· · (4J 

e, porque estes valoreB <levem ser egnaes, tem· se 
7 x+ 4 22-5x 
-3-=-2- ················ (5) 

Alcançámos, pois, uma equação do primeiro grau a uma in
eoguita, que já sabemos resolver. Applicando á equação (6) 
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os methodos e regras supra-ensiuadas, tel'-se-ba succes;iva 
mente 

7x +4 =22 -5x 
3 2 

14 X + 8 = 66 - 15 X 

14 X+ 15 X= 66 -8 
29a:: =58 

58 
x=-

29 
a:=2 

Substituindo este valor de x n'uma das duas expressões de 
y acima escriptas, acharemos o valor d'csta incognita. E' aliás 
evidente que fazendo esta substituição n'uma ou n'outra, se 
deve obter o mesmo resultado, porque o valor de a::, tendo si
do deduzido da equação (5), deve tornar em identidade os dois 
membros d'esta, que apenas são as duas cxprcusões de y ele 
que se trata. Substituindo, portanto, na primeira, vem 

7 X 2+4 18 
y=--3-=3=-'b 

São, pois, as soluções do systema 
\a:= 2 
/y=6 

Pelo modo como estes valores se acharam tem-se a certeza 
de que convêm ás duas equações dadas. Effectivamentc, el
les convêm ás equações (3) e (4); e como estas, li.vrando de 
denominadores e transpondo para o primeiro membro os ter
mos em x, se reduzem ás equações propostas (1) e (2), segue
se que os valores de a: e de 11 devi::m tambem satisfazer a es-
tas equações. " 

Esta ultima observação era necessaria porque, para chegar 
aos valores x = 2, y = 61 suppoz-se que havia valores de a: 
e de y que verificavam as duas equações dadas, e nada de
m~ustrava que esta hypothese era verdadeira. Restava ainda 
pois examinar se os valores de a: e de y satisfaziam realmen
te ás duas equações. 

Com este fim poderiam ter-se substituído os valores de x e 
Y in:_imediatàmente nas equações, para ver se estas se tornavam 
em identidades. E' isto, com effeito, o que se dá; porque por 
esta substituição, a primeira torna-se em 

3 X 6 - 7 X 2 = 4, ou 18 - 14 = 4, ou 4 = 4 
e a segunda: 
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(2 X 6) + (5 X 2) = 22, ou 12 + 10 = 22, ou 22 = 22 
40. Segundo methodo: eliminação por substituição. Este me· 

thodo consiste em tirar o valor de uma incognita de uma das 
equações, e substituil-o na outra. Seja o systema: 

4x-5y=7 ...... ... ....... (1) 
3 X+ 2 y = 9. . . . . . . . . . . . . . . . (2) 

tirando o valor de x, por exemplo, da primeira equação, e 
. 7+5y 7+5y 

substituindo-o na segunda, vem x = --, e 3 X-·-
4 4 + 2 y = 9. Resolvendo esta equação. pelos metbodos sabidos, 

15 
vem y = 

23
, e substituindo este valor em (2), virá, resolveu· 

177 
do em ordem a x, x = -, sendo, por conseguinte, as solu-

69 
177 15 

ções do systema x = 69 e y = 
23 

41. Terceiro methodo: eliminação pela reducção ao mesmo 
coejficiente. Para empregar este methodo de eliminação é mis· 
ter reduzir primeiramente as equações á fórma a x + b y =e. 
Vê-se então que, se uma das incognitas em qualquer das equa· 
ções tivesse o mesmo coefficiente, se poderia eliminar esta in· 
cognita subtrabindo membro a membro uma das equações da 
outra, ou junbndo-os quando os coefficientes da mesma in· 
cognita fossem signaes contrarios. Ohter-se-hia d'este modo 
simplesmente uma equação a uma incognita (a que se não 
eliminou), que já sabemos resolver. E' evidente que se uma 
incogni.ta em duas equações de qualquer systema não tiver o 
mesmo coefficieute, se poderá levar a tel-01 multiplicando os 
dois membros de cada equação pelo coelliciente que esta in· 
cogn~ta tem na outra equação. 

SeJa o systema 
3x+2y=4 ................ (1) 
5x+3y=9 ......... .. ... .. (2) 

Se quizermos obter primeiramente o valor de x, eliminare· 
mos y. Para isto multiplicaremos a primeira equação por 3 
( coefiiciente de y na 2.• ), e a 2. • por 2 ( coefiiciente de y na 
l.•), obtendo 

9 X + 6 y = 12. . . . . . . . . . . . . • . . (2) 
10x+6y=27 ................ (3) 

Subtrahindo (2) de (3), temos 
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x=15 
que substituído em (1) dá 3 X 15 + 2 y = 4, 

41 
ou 2 y = 4- 45 = - 41, y = - 2 

37 

42. Resolução de qualquer numero de equações a qualquer 
numero de incognitas. Sejam as tres equações 

4x-3y + 2z=40 ................... (1) 
5x+9y-7z=47 ..... . ............. (2) 
9 X+ 8 y- 3 Z = 97 ... , ............... (3) 

Por qualquer dos methodos expostos poderemos eliminar a 
incognita z entre a primeira equação e cada uma das outras. 
Empregando-se a reducção,_ tem-se: 

38x-3y=374 ....................... (4) 
30x+7y=314 ....................... (5) 

Eliminando y entre estas duas equações virá, empregando 
a reducção 

356 x = 3560, d'onde x = 10 
Substituindo este valor em (4), ter-se-ha 

380-3y=374, d'onde y=2 
E, pondo finalmente os valores de x e y em (1), tem-se 

40-6+2z=40, d'onde z=3 
São, pois, as soluções do systema 

X = 10, y = 2, Z = 3 
E' evidente que estes valores são os unicos que possam sa

tisfazer ás tres equações propostas. Para nos certificarmos, 
é preciso observar que, pelo modo como estes valores se ob
tiveram, elles devem satisfazer ás equações (1), (4), (5). E, 
sendo a equação (2) consequencia das equações (1) e (4) e a 
equação (3) consequencia de (1) e (5), os valores de x, y, z 
que verificam as equações (1), (4), (5), não podem deixar de 
satisfazer ás equações (1), (2) e (3). 

• 43. Do exposto podemos assentar a seguinte rngra: 
Para resolver muitas equações do 1.0 grnu em numero egual 

ao das incognitas, elimine-se uma incognita entre uma d'estas 
eqnações e cada wma das outras, obtendo-se assim novas equações 
que conterão uma incognita menos, que serão em numero egual 
ao das incognitas restantes, e que serão tambem do 1.

0 
grau. 

Operar-se-ha sobre estas equações como sobre as primeiras, isto 
é, eliminar-se-ha uma incognita entre unna das novas equações 
e cada uma das demais. Continuando d'este modo sempre, 
obter-se-lia uma equação do 1.0 grnu a uma só incognita. 

, ~ 

1 

l: 
1 

l t 

' 
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D'esta tira1·-se-ha o valor da incognita que ficou, valor qu~ 
substituiclo nas equações precedentes, permittirá obter os valo
res das outras incognilas. 

Escholio. Quando houver factores communs a todos os ter
mos de uma equação, é conveniente supprimil-os para se 

· operai em cal cu los mais simples. Exemplo: 

10 X - 20 y + 30 Z = 60 
8 X+ 12 y-16 Z = 80 

27 X - 18 y + 45 Z = 234 

Este systema póde tornar-se no seguinte, dividindo a pri
meira equação por 10, a segunda por 4, e a terceira por 9 

x-2v+3z= 6 
2 X+ 3y-4z= 20 
3x-2y+5 Z=26 

Resolvendo pela regra exposta, tem-se os seguintes valores 
on soluções <lo systema: x = 8, y = 4, z = 2. 

44. Quando todas as incognitas não intrarem em cada uma 
das equações, o processo simplifica-se por haver eliminações 
a menos, seguindo-se a regra geral. Tomem-se por exemplo ai 
quatro equações 

lu-13z=87 
3u +14x=57 

10y- 3x=11 
2x-llz=50 

Eliminando-se it entre as duas primeiras, a equação resul
tante só conterá x e z; e portanto, juntando-a á ultima, te
remos duas equações qne darão a conhecer estas duas iuco· 
gnitas. As equações são: 

98 X+ 39 Z = 138 
2a.:-11 Z= 50 

Eliminando x pelo methodo de redoeção, obtem-se z = - 4, 
que, substituido em 2 x - 11 z = 50, dá x = 3. Substituindo 
estes dois valores na 2.• e 3.• das equações dadas, acharemos 
ti= 5, y = 2. São, pois, as soluções do systema 

U = 5, y = 2, X= 3, Z = - 4 
45. Quando o numero de equações fôr superior ao dii.s in

cognitas, separaremos tantas equações quantas incognitas 
houver, equações que darão, salvo excepção, um systema unico 
de valores para essas iucognitas, os quaes, depois de achados 
substituiremos nas equações restantes para examinar se elles 
satisfazem tambem a estas. Ora, salvo o caso d'estas equa· 
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ções terem sido escolhidas de fórma particular, é natural 
que não haja valores que simultaneamente satisfaçam a todas 
as equações do systema. 

Se o numero de incognitas, pelo contrario, fôr superior ao 
das equações; se forem, por exemplo, as incognitas cinco, e 
as equações tres, poderemos dar a duas d'ellas valores arbi · 
trarios, e calcular pelos methodos sabidos os valores das res· 
tantes. Mudando os valores das duas primeiras incognit a>, 
teremos outro systema de valores, e assim indefinidamente. 
Será todavia, preferível não attribuir valores particulares a 
nenhuma das incognitas, e resolver as equações como se duas 
d'ellas (na bypothese sujeita) forem quantidades dadas. D'esto 
modo resultarão formulas para as tres incognitas, em que in
trarão as outras duas, o que farão conhecer os valores par
ticulares das segundas. 

46. Equaçües de condição. Seja o systema 

a:+y= a ) 
2a:-y= b 
2y-x=2 +a~ ........... (A) 
2y-x=3b+l) 

Resolvendo as duas primeiras, acha-se 
a+b 2a-b 

a;= -3-1 y = --3--

e, substituindo estea valores nas duas ultimas, virá 
2a-b a+b 

3x-
3
---

3
-=2 +a 

2a-b a+b ......... (B) 
2x-----=3b+I 

3 3 
Se os valores de a c b satisfizerem ás equações (B), os ele 

x e y satisfarão ás equações (B). E' este o motivo por que as 
equações (B) se chamam equações de condição, visto exprimi
rem as condições a que devem satisfazer os coefücientes a e 
b para ser possivel o systema (B). 

47. Chama-se equação impossivel a que se não póde satis · 
fazer por qualquer valor da incognita . 
. Um systema 6 irnpossivel, ou as equações que o formam são 
mcompativeis ou contradictorias, quando todas simultanea
mente se não podem satisfazer pelos mesmos valores das in
cognitas. 

Em geral a impossibilidade de uma equaçãCJ manifesta-se 
pela formula m =O. 

1 

.1 

1 
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Quando qualquer valor de uma incognita satisfaz a uma 
equação, esta diz-se indeterminada. A indeterminação mam-

o -
festa-se pela formula O= O, ou x = -o 

Um systema é indeterminado quando tem DUl'.l)ero iufinii" 
de sol uc;ões. 

48. Problemas do 1.0 grau. Resolvei· mn p1·ubfc111a é achar 
os valores que devem ter as quantidades descouhecidas qur 
n'elle entram, quando as conhecidas as determinatn. 

A resolução de um problem~L consta de tres partes: ta a 
sua traducção por uma equação; 2.• a resolu~~ão d'esta; 3.' a 
sua discussão. 

Pôr um problema em equação, é representar por uma 011 

muitas equações as relações dadas entre as incognitas e as 
quantidades conhecidas. E' a parte mais difficil, em geral, e 
que demanda muitas vezes grande concentração de espírito, 
e sempre uma prática mais ou menos longa e bem dirigida. 
Para o conseguir, representam-se as incognitas por lettras, 
e as relações entre ellas e as quantidades couhecidas pelos 
signaes que a algebra consagra para tal fim. Daremos alguns 
exemplos para esclarecer o que dizemos. 

1.0 Problema. Um pae tem 40 annos em 1841, e seu. filho tem 
15. Pergunta-se quando será a edade do pue dupla da do fi
lh,1? 

Pura resolver este problema, raciocinaremos que deve de
correr certo numero de annos para que a edade do pae se· 
ja o dobro da do filho; e, suppondo o problema resolvido, 
chamaremos a esse numero de annos x. Então é manifesto 
que quando se der este facto, a edade do pae será, não 40, 
mas 40 + x; e a do filho, 15 + x; e, como em virtude do 
enunciado a primeira edade é dupla da segunda, segue-se que 
teremos: · 

que resolvida dá 
40 + x=2 (15 +x) 

40+x=30+2x 
40-30=2x-x 

lO=x 
Será portanto dez annos depois de 1841, isto é em 1851, 

que a edade do pae dobrará a do filho. Effccti vameute, em 
1851 o filho terá 25 annos e o pae 50. 

2.0 Problema. Decompôr um mtmero em ditas partes taes que 
a sua somma seja A e a sua d~O'erença ll. Sejam x e y as duas 
partes que pretendemos calcular. Pelo enunciado, tem-se 
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x+y=a 
x-y=b 

41 

Resolvendo este systema pela regra sabida, obter-se-ha 

a+b 
x=--

2 
a-b 

v =-2-

3.0 Problema. Uma lebre perseguida por um galgo tem, em 
relação a este, uma deanteira de 60 passos. A lebre dá 9 pas
sos emquanto o galgo dá 6; mas 3 _passos do galgo valem por 7 
da lebre. Quantos passos dará o galgo para alcançar a le
bre? 

Representemos o caminho (seguido pelos dois animaes) por 
uma linha recta X Y, indicando G o ponto em que se acha o 
galgo 

X G. 60 passos. L. x passos. E. y -------=-------='---------
quando a lebre está em L, e E o ponto em que o primeiro 
alcança a segunda. Pelo problema sabe-se que a velocidade 
do galgo é de 6 passos, e a da lebre de 9; e, porque 7 passos 
da lebre correspondem a 3 do galgo, teremos que, represen
tando por x o numero de passos que a lebre tem ainda de dar 
para ser alcançada pelo galgo, este numero x se reduzirá a 
passos de galgo pela seguinte proporção 

3x 
7: 3: : x: - passos de galgo 

7 
O caminho, pois, que o galgo tem de percorrer para chegai• 

3 -
ao ponto E, é de 7 (60 + x) passes, durante o tempo em que a 

3x 
lchre tem de dar -

7 

Sabendo pela physica que o espaço dividido pela velocida
de dá o tempo, e porque este é egual tanto parn a lebre co
lllo para o galgo attingirem E, ttJrernos a segninte equaç.ito, 
reduzindo a velocidade da lebre a paSdOS do g:.tlgo 

h 

•• 

li 
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3x 3 (GO+a:J 
- que resolvida dá 

7 X 6 27' 
60+x X 

14=9 
Õ1Ü +!)X= 14 X 

f>40 =Ó X 

MO 
a:=-

5 
X=l08 

2 
'I'erá por conseguinte o galgo que dar 46 7 passos para ai· 

cançar a lebre. 
4.• Problema. Dividir 32 em duas partes taes que a somma 

dos quocientes, resultantes da d·ivisão da primeira parte por 6 e 
da segunda por 5, seja eguat a 6. 

Representemos por x e y as duas partes. Pelo enunciado 
do problema, teremos as~d:~~:inltes equa\:ues 

~+:=32 
Resolvendo este systema pelo methodo de reducção, vem 

5x+6y=l80/ 
x+ y= 32\ 

5x + 6y=180/ 
eliminando y 6 x + 6 y = 192 \ 

X= 12 
Sendo x = 12 .uma das partes, a outra será 32-12 = 20, 
Este problema poder-se-hia ter resolvido por uma só equa· 

ção, d'esta fórma, 8endo a: uma das partes, a outra será evi· 
dentemente cgual a 32 -x, e portanto pelas condições do 
enunciado, tem·ile 

que i·esol vida, dá 

a: 32-a: 
-+--=6 
6 5 

Ó X + 192 - 6 a: = 180 
-X=-12 

a:= 12 
e por conseguinte1 será uma parte egual a 12, e a outra 
egual a 20. 
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Das descgu.aldades 

49. Quando duas quantidades ou expressões estão separa
das pelos signaes > e <, formam uma desegualdade. 

Antes de estudarmos algumas propriedades relativas ás 
Jesegualdades, apresentaremos o seguinte 

Lemma. Quando uma quantidade a fôr maioi· do que b, a 
1ua cl(fferença b - a será positfra, isto é, maior do que zero. 

Examinaremos os casos om que a e b tenham o mesmo si
gnal, e signacs contrarios. Se ambas aquellas quantidades fo
rem positivas, é evidente que, tirando à quantidade a a par
le b, ficará um resto positivo e portanto maior do que zero. 
Quando a e b forem negativos, ter-se-ha, representando-os 
por--m; e por-n 

a-b=(-m)-(-n)=n-m 
Quer isto dizer que, sendo a> b, ou - m >- n, o valor 

numcrico ou absoluto de n é superior ao de m, e que por con
rnguinte n - m é uma quantidade positiva ou maior do que 
zero, o que significa que a- b tambem o é. Se por acaso a fôr 
positivo e b negativo, ieto é, se b tiver o valor -m, ter-se-ha 

a-b=a-(- ni) = a+m 
e porque a+ m é quantidade essencialmente positiva, será 
a- b >O. Se fosse a negativo e b posi t.i vo, a desegualdade 
a- b >O era absurda, pela noção já dada de quantidades ne
gativas. 

50. Para ee resol verem desegualdades de qualquer grau, 
assentaremos os seguintes princípios fundamentaes: 

. l.• O sentido de uma clesegzw ldacle não se altera quando se 
)Unia ou subtrae a mesma quantidade a ambos os seus membros. 

Isto é evidente, porque tendo, por exemplo, a desegualda
de a> b, ou a - b >O, juntando a mesma quantidade m, e 
subtrahindo-a ao primeiro membro, teremos 

e lambem 
ou 

a-b>O 
a-b+m-m>O 

(a+m)- (b +mJ >O 
a+m>b+m 

(a--m)- \b-m)>O 
a--m>b-m 

2.• Não se altera o sentido de uma clesegualdade quando seus 
inem/1.rns se mul,tiplicarem ou divúlireni pela m.esma quantidade 
positiva. Perque, sendo a> b, será 

~l 

" 

11: 

\ 

, 
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a-b>O 
(a - b) e> O, ou (a - b) : e> O, sendo e positivo, e q1 

a b 1 
ac-bc>O, ou --->o 

C G 
a b 

d'onde ac>bc, ou->--
e G 

Com o auxilio d'estes principios poderemos effectuar a trnns· 
posição dos termos de um membro de uma desegualdade par:. 
outro, trocando-lhes os signaes, á sirnilhau<;a uo que se pra· 
tica com as equações. 

51. Sommaremos desegualdades do mesmo sentido, mcmbrc 
a membro. 8ejam para sommar m > n, p > g, e ,. > s, teremos 

m-n>O,p-q>O, r--s>O 
e, como todas estas quantidades são positivas, sel-o-ha tam· 
bem a sua somma, portanto 

m-n+p-q +1·-s>O 
(m + p + r) -- (n + q + s) >O 

. m+p+r>n+q+s 
Escholio. Desegualdades de sentidos differeutes não obede· 

cem a regra alguma para se somrnarem. · 
52. De uma desegualdade tirando outra elo mesmo senti· 

do membro a membro, obter-se-lza nma desegualdade do senti
do da primeira. Isto é, se tivermos a> b e m < n, tem-se 
a-m.>b-n. · 

A razão é obvia, sendo a> b, e m < n, será 
a>b 

Sommando-as (n.0 51) 
n>m 

ou (n.0 50) 
a+n>b+m 

a-m>b-n 
Escholio. Desegualdades do mesmo sentido, não têem regra 

para se subtrahirem. 
53. Multiplicam-se desegualdades do mesmo sentido en· 

tre quantidades positivas, multiplicando-as membro a mem· 
bro. 

'Tendo, por exemplo, que multiplicar entre si as descgual· 
dacles m > n, e p > q, o resultado será m p > n q. Effectiv~
mente, sendo m > n, e 17 > q, e 'lii, n, p, q quantidades pos1· 
tivas, será 

mp>np e np>nq 
eportantomp>nq, porque se fôrm11>nq, e np>nq, 
é claro que será m p > n q. 
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Escholio I. Desegualdades de sentidos differentes entre 
quantidades do mesmo signal, ou desegualdades do mesmo 
tentido entre quantidades de signaes contrarias, não obede
rem á regra acima dada. 

Escholio II. Quando os termos de uma desegualdade se 
mul tiplicarem ou dividirem pelo mesmo numero negativo, a 
desegualdade mudará de sentido. Isto é, sendo a> b, se mul
tiplicannos ambos os membros da desegualdade põr m, sendo 
a uma quantidade negativa, ter-se-ha a m < b m. Com effei
to, se fôr a> b, será a - b >O, e portanto positivo. Multi
plicando ou dividindo a - b por uma quantidade negativa, o 

a-b 
producto (a -b) X m, e o quociente ---, serão negativos, 

m 
e por conseguinte menores do que zero. Logo (a-b) X m< O, 
ou a m - b m < O, o que dará a m < b m. Para o caso da di-

a. - b a b 
visão, será tambcm ---·<O, ou ·· - - - <O; o que pro-

ni m m 
a b 

duz--<-
m m. 

Esclwlio III. Quando todoR os termos de desegualdadc~ 
que devam multiplicar-se forem negativos, ainda se multi
plicarão segundo a regra enunciada; porque podem i eduzir
sc ao caao considerado, multiplicando por - 1 todos os seu~ 
membros, e invertendo (Escholio II) os sentidos das desegual
dadcs. 

54. Dividem-se ordenadamente duas desegualdades de 
sentido~ difforentes, dividindo-as membro a membro, e collo
cando o signal a favor ou no sentido da primeira, na hypothe
ie de lodos os termos serem positivos. 

Isto é, sendo m > n e p < q, será 
?11 n - >
p q 

llffectivamC'nt.e, sendo m > n, e p < q, será m > n e q >V· 
llultiplicando estas desegualdades segundo a regra, será 

m n 
m q > n J, ou -- > -

. q p 
Esclwlio I. Não b~ regra para se dividirem ordenadamente 

dcscg1111l(lad('B elo u1csmo sentido. 
Escholio J I. Se eis termos m, ?1,JJ, q forem todos negativos, 

multiplicando-os a todos por - 1, poder-lhes-hemos applicar 
a regra supra-dada. 

' 
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55. Como corollario do principio exposto nos n.0 • 53 e ó\ 
e seus escholios, estabeleceremos o seguinte: 

1. 0 Podem elevar-se á mesma pote:n<Yia os dois membros de uma 
desegualdade, se elles forem positivos. 

2. 0 Se os dois membros de uma desegualdade forem negativos, 
poderemos elevál-os á mesma pote:ncia, quando o expoente d'es· 
ta fôr impar. 

3. 0 Se os dois membros de uma desegualdade forem negativos 
poderemos elevál-os a uma potencia indicada por um expoente 
par, trocando o sentido á desegualdade. 

4. 0 Se os dois membros de uma dese(!Ualdade são de signaes 
contrarias, poderemos elevál-os á potencia indicada por expoei1· 
te ímpar, conservando o sentido da desegualdade. 

5. o Quando os dois membros de wna desegualdade forem de 
signaes contrarios, e quizermos elevál-os a 1tma potencia de ex
poe:nte par, não pode1·emos pre-estabelecer qual será o sentido da 
descgualdade resultante. 

6.0 Póde cxtrahir-se a raiz de qualquei· grau aos dois mem· 
bros de uma desegualdade, se ambos forem positivos ou ambw 
negativos. 

56. Resolução de desegualdacles. Resolver uma desegualda· 
de em relação a uma lettra, é isolar esta n'um só membro da 
desegualdade e n'um só termo com o coefiiciente unidade, 
D'este modo, intcnder-~e-ha que resolver uma desegualdade 
em x em ordem a esta variavel, é determinar-lhe o limite do 
valor, limite que importa a verificação da desegualdade. 

Daremos alguns exemplos. 
1.0 Achar o valor de x que satisfaz simultaneamente as dua1 

desegualdades seguintes: 
1 1 

x+-2·>3 x+5 
X 3 - +1>-x-6 
5 4 

Desembaraçando de denominadores, teremos 

6x+ 3> 2x+ 30 
4x +20> 15x-120 

27 
ou, effectuando as reducções, 4 x > 27 ou x > 4 
e da segunda 

140 
x<-'-""-11 
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140 
Por conseguinte, x está comprehendido entre 27 e-· Se 

11 
:i:fôr inteiro, só poderá caber-lhe algnm dos numeros 7, 8, 9, 
10, 11, 12, porque são sómente estes os valores inteiros com-

27 140 
prehendidos entre os limites 4 e U 

2.0 Quaes são os valores de x e y que satisfazem as seguintes 
deseguatdacles : 

y-3 y-2 X y 
-+->---

4 5 5 2 
3y-x x-2 
---+1>-

2 3 
X 

x-4<6-2y 

Resolvendo em ordem a x, teremos 

9 
x>-14y+23; x<5Y+2; x>Sy-12 .... (A) 

Da primeir:i. e segunda deduz-se 
9 
-;;-Y+2>--14y+23 ....... (1) 
o 

e da segunda e terceira 
9 5 y + 2 > 8 y - 12 . " .. . .. .. . (2) 

portanto, resolvendo as desegualdades (1) e (2) que só con
têem y, vem 

105 70 
v> 79 v< a1 

Poderemos attribuir a y valores comprehendidos entre es
tes dois limites. Substituindo um d'estes valores em todas RS 

desegualdades (A) obter-se-hão limites para x correspondentes 
R esse valor de y. Para outros valores de y, resultarão novos 
limites para x. . 

3.• Prova1· que a media arithmetica de duas quantidades 
é superior á sua media geometrica. Isto é demonstrar que 
n+z, . ;-
-2-> y a b, sendo a e b as dua8 quantidade 1, ambas po-
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sitivas. Reduz-se a questão a demonstrar que 

a+b . ;-
-2--y a b >O. Reduzindo ao 

mesmo denominador esta expressão vem 

a+b-2J-:bé>O 
que se póde escrever 

( v:Y- 2 J-:b+ ( v-;f> 0 

notando que o primeiro membro é egual a ( 0- JbY, 

Ora, como um quadrado é sempre uma quantidade positiva 
e portanto maior do que zero, segue-se 

( J~ -vb) 2 

ou a +b-2 J-:b>o, c portauto 

a·+ ó>2 J ab 

Da.s equa~ões do segundo grau 

57. Antes de p:issarmos á resolução das equações do se· 
gundo grau, demonstraremos o principio seguinte: 

A raiz quadrada algcbr1:ca de uma quantidade tem unica· 
mente dois valo1·es, eguaes e de signaes contra rios. 

Porque raiz quadrada de uma quantidade é outra que ele· 
vadn ao quadrado reproduz a primeira, segue-se que, se ti· 
vermos 

x2=A 
x, terá dois unicos valores, eguaes, um positivo e outro ne· 
gativo. 

Repres~nte-se por mo valor arithmetico de V A, visto co· 

mo sendo x2 =A, poderemos pelas regras da arithmetica 
achar o numero positivo que levantado ao quadrado produza 
ro2. Ter· se-ha pois 
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E, porque a differença de duas quantidades eguaes é zero, se
gue-se que será 

x,2-m2=0 

ou 
(x + m) (x - m) =O 

Para um producto de dois factores ser zero, é necessai·io e 
sufficiente que algum dos dois factores o seja. Por conseguin
te, para x + m = O, vem x = - m; e para x - m = O, vem 
~= + m. Logo x terá dois valores eguaes a m, um positivo, 
e outro negativo. 

ó8. Resolução da equação. Será do segundo grau uma eqna
çiio a uma incognita, quando fôr 2 o maior dos expoentrs da 
iucognita em qualquer termo. Uma equação do srgundo grau 
a uma incognita só poderá conter trcs especies de termos, a 
Haher: termos do segundo grau, termos do primeiro, e termos 
independentes da incognita. Representando a iucognita por x, 
será a formula, a que se poderão reduzir todas as equações do 
segundo grau, a seguinte a x2 + b x + c =O, em que a, b, e 
e são quantidades positivas 011 negativas, e conhecidas. Quan
do a equação tiver esta fórma, diz-se completa; e, quando lhe 
faltar algum dos termos (o do primeiro grau ou o conheci
do), diz-se incompleta. 

Trataremos primeiramente de resolver as duas equações 
incompletas a x,2 + b x = O, e a x2 + c = O. 

Para a primeira temos 
ax2+bx=x(a.x+b)=O ........ (1) 

Para que o producto x (a x + b) seja zero é necessario e 
snfficiente que um dos factores o seja. Portanto, a equação (1) 

é satisfeita para x =O, e a x + b = O. Esta dá x = - !!_ 

São, pois, as soluções ou raizes da equação (1) 
b 

dá 

x= O, e x=-
a 

A equação a x2 +e= O ...... (2) 

ax2=-c, #=-!!.., ex=+. / _!!.. 
_ a V a 

As duas raízes são pois 

c r. V- v-:i:'=+ --;;;· ~:fl=- -~ 

a 
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Tal é o modo de resolver a equaçíto do segundo grau nas 
suas duas fórmas incompletas. 

Para resolvermos a equação completa procederemos do mo. 
'do seguinte. Tomando a equação a x2 + b x +e= O, multi· 
pliquemos os seus dois membros por 4 a. Vem 

4 a2 x2 + 4 a b x + 4 a e = O 
ou 

4a2x2 +4abx = -4 a e 
Notando que os dois termos 4 a2 x2 e 4 a b x se podem con· 

siderar como os dois primeiros termos do desinvolvimento do 
quadrado de (2 a x + b), e notando que para se ter o desin
volvimento total se deveria juntar o quadrado do scgunclo,b, 
que é b2, segue-se que juntando a ambos os membros cite 
termo, virá 

4 a2 x2 + 4 a b x + b2 = b2 ·- 4 a o 
ou 

(2 a x + b)2 = b2--. 4 a e 
Extrnhindo a raiz quadrada a ambos os membroe, virâ: 

2ax+ b =+J~~--1a~ 
da qual, resolvida cm ordem a x, se tira 

. -b ± J~4---:o 
x= 

2a 
Observando este valor de x, poderemos estabelecer a se

guinte regra para se escrever o valor da incognita em qu31-
quer equação, uma vez que essa equação esteja reduzicla a 
fórma geral supra-indicada. 

Eguala-se a incognita á um quebrado cujo numerador é o 
coefficiente da mesma incognita no primeiro grau tomado com 
signal contrario, e mais ou menos a raiz quadrada do quadrado 
d'esse coefficiente diminuído do quadruplo do coe:tficiente do ter· 
mo que contêm a incognita no segundo grau multiplicado pela 
quantidade conhecida. 

Do que expuzemos se infere que, para a resolução das equa· 
ções do segundo grau, se deve ter em vista, primeiramente, 
o reduzil-as á fórma geral já citada, para depois se lhes ap· 
plicar a regra que acabamos de apresentar. 

59. Tomando novamente a equação a x2 + b x + c =O, e 
dividindo por a todos os termos "da equação, resulta 

b c 
x2+ - x+-=o 

a a 
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b c 
e se representarmos - por p, e - por q, poderemos pôr 

a a 
x2+px+q=0 

E' esta outta formula das equações do segundo grau com
pletas, a uma incognita, quando o coefliciente do termo do 
segundo grau em x seja a unidade. 

Para resolver qualquer equação reduzida a esta fórma, nota
remos que x2 e p x são termos que se podem considerar como 

1 
os dois primeiros de (x + 2 p)2, e que para se ter o desin-

volvimento completo do quadrado, se deveria ter a mais o 
1 1 

termo 4 pi, c1uc é o quadrado do seguudo termo 2 p. J un-

1 
tando, pois, a ambos os membros da equação 4 p2, depois de 

tr.r passado para o scr,undo o termo conhecido q, virá 
l 1 

x2-\-p'J;+ 4pl=4p2-q 

j 1 
ou (x + 2p)2 = 4· p2--q 

exlrahindo a raiz quaclrnda a ambos OH membros 

;c-t- 2- 1,= +· /i_~--
2 -v4v 'J. 

x= -~v+v}pl~~ 
Em vista d'cste valor poderemos assentar a seguinte re-

gra: . 
Quando uma equação estiver reduzida á fórma 

rrJ. + p X + q = O, 
p~ra termos o valo1· de x, egualaremos x á metade do coeffi
Cu!:n.te da inco.qnita no primeiro grau com o signal contrario, 
mais ou menos a raiz quadrada d'este coefficiente levantado ao 
quadrado climinuido da quantidade conhecida. 

Em vista do que dissemos nos dois numero~ anteriores se 
vê que, para a resolução das equações do segundo grau a 
uma incognita, a primeira coisa que se deve fazer é reduzil-as 
li qualquer das fórmas, a a;2 + b x + c =O, ou 

rrJ.+px+q=01 
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e applicar-lhcs immediatamente ae regras dadas. Daremos 
alguns r.xcrnplos. 

1. 0 Seja a equação 

(x-ll)(x f-!'i)=h+ 1 
Effectuando a multiplicação indir.ada no primeiro u:iembrn, 
tem-se 

. a;2 - 3 X + 5 X - 15 = 2 X + } 
transpondo e reduzindo, 

ro2=16, x=±{li 
•·. x=+4 

2.0 Resolver ~- . + ~ = 3 
a; - j- 1 X 

Livrando de denomiuadorcs, 

lix + 2:r. + 2=:3 z2. -1 llx 
Bx -3x-3.TJ .-j 2-0 

--3:rJ 1 f> ~: j ?.=0 
3x 2 ·-- f>x·-1!=.•0 

!i i vf)-;~--;:; 3 X 2 
X=-- --------

2 X 3 

r. ± v ;,~-·-;_;~ 
x-- _____ .. __ _ 

-- li 

r. l~ v4; 
x~ ~----- 6 

~)+7 
<r.=--=-· 

() 

isto é, as raizcs são, segnnúo oR 8i!!,'nacs cousidcrados, 
l 

x' = 2, xll == - 3 
3. • Ileso\ ver 

2 3 2 ---- = - -- - + --
x --1 x-2 x-4 

Livrando ele denominadores, vir4 
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2(x-2) (x-4) =3 (x -1) (x- 4) + 2 (x-1) (x-2) 
effectuando, 

2z2- lí!x+ 16=3x2-15x+12 +2x2-6x +4 
reduzindo e transpondo, 

9x-3x2=0 
dividindo por 3 

3x- x2=0 
tirando x como factor commum, 

X (3-x) =Ü 
d'onde 

x'=0,x''=3 
4.0 Resolver 

1 1 l 
-+-=-
x-1 x-2 x-3 

Livrando de denominadores, 
(x- 2) (x---3) + (x-1) (x -3) = (x-1) (x--2) 

elfectuando 
:z:2-í!x-3x+ G+x2-x--3x +3 =v-x-2x+2 
reduzindo 

2xZ-9x+ 9 =x2-3x + :.l 
transpondo 

finalmente 

x=3± v'J-7 
x=3± V2 

Logo, as duas raízes, são 

x'=3+ J2. x"='2-J-2 

60. Problemas do segundo grau a uma incognita. Os proble
mas cuja resolução produz equações do segundo gran, diffe
rem dos que involvcrn equações do primeiro, sómente em que, 
dando aquellas equações duas raizes ou dois valores para a 
incognita, ha tambern duas soluções, apparentemente, parn o 
problema. Muitas vezes ambas estas soluções são convenien
tes; mas frequentemente só uma se deverá considerar como 
verdadeira solução do problema, apezar de ambas satisfaze
r~m ás equações que lhes traduz o enunciado. Exemplos ser
virão de esclarecimento ao que dizemos. 

l.• Problema. Achar doi8 numeras inteiros positivos canse-
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cutivos, o triplo de cujo producto exceda em 8 unidades o qua
druplo de sua somma. 

Como se trata de nume.ros inteiroa consecutivos que dilfe. 
rem entre si, o que é sabido, de uma unidade, representai. 
os · hemos por x, ex+ 1. Em vista do enunciado, ter-se·ha a 
seguinte equação 

ou 

Resolvendo 

Logo, 

3 x (x + 1) = 41~ + (x +III+ 8 

3 X (x + J) = 4 (2 X+ 1) + 8 

Bx2+Bx=8x+4+8 
3 x2 + 3 X = 8 X + 12 
3x2- 5x-12=0 

5± v 25+ 144 
X= ----'-----

(j 

!)± J--:S; 
:Z:=----

6 
5+ 13 

:t=·-=-
6 

4 
x'=3, ex"=--

3 

A primeira cl'estas duas raizes, ambas as quaes satisfazem 
á equação, é a que satisfaz ao problema, indicando que o 
primeiro numero inteiro pedido é 3, e o segando 4. A outra 
raiz é incompativel com a natureza da questão, visto que se 
pedem simplesmente numeros inteiros e positivos. 

2.0 Problema. JJuas peças de panno que medem respectiva· 
mente 6 e 14 metros, foram comprados por JOLb. J2sh. ; e o 
comprcidvr nota que dispendendo 3Lb. obteJ"á um meti-o mais da 
segunda peça do que da primeira .. Pe,.gunta-se que preço por 
metro tem elle de pagar para cada peça. 

Represente x o preço em shillings da primeira peça; é ela· 
ro que por 3Lb. se poderão obter (por que a libra tem 20 

60 
shilliugs) - metros; por conse~uinte, da segunda peça, por 

~ ~ 
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60 
3Lb. obtem-sc (-;; + 1 ) metros, de fónna que o custo da se-

gunda é por metro, 
60 60x - -- = -- shillings . 

. 60 GO+x 
-;+1 

Portanto, notando que JOf,b. 12sh. são 212 shillings, tem-se 
60x 

6x +--x 14=212 
60+x 

livrando de denominadores 
360 X + 6 :x;2 + 840 X= 1272 + 212 a: 

6 :x;2 + 988 X = 12720 
que, resolvido, dá 

- 988 ± V (988)2 + 24 X 12720 
X= 

d'onde x'=12 

12 
2 

x '' = -176 -
3 

A segunda d'estas duas raizes, apezar de satisfazer á equa
ção que traduziu o problema, não é solução d'este. A primeira 
solução é de 12 shillings para preço do metro na primeira pe-

60 x 
ça, e -- ou 10 shillings para preço do metro na segunda. 

60 +a: 
3.0 Problema. Qual é o numero que sommado com o seu qua

drado dá 20~ 
Seja x o numero pedido, ter-se-ha a seguinte equação: 

:r:2+x=20 
ou 

D'onde 

logo 
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Os dois numeTos 4 e - 5 satisfazem n operação e ao pro. 
blema. Effectivamente, para o primeiro tem-se: 

42 + 4 = 16 + 4 = 20 
e para o segundo 

(- 5 )2 + (- 5) = 25 - 5 = 20 
4. 0 Problema. Determinai· sobre a linha 1•ecta que. unir dois 

focos luminosos L e L' ele intensidades respeclivas n. 4 e .9, e .1e· 
parados ele 30 metros, o ponto por elles egualinente illmninado. 

X i=4. L p L' i 1=9 ________ y 
: . • • .. ••.• •X• •.••: • : ............... ªº'" ..... ...... ... : 

Seja a linha recta X Yaquella em que se acham os dois 
focos luminosos L e L' distanciados de 30 metros, e com as 
intensidades i e i 1, respcctivamentc cguaes a 4 e 9. Repre· 
senta P o ponto cgualmcntc illuminado pelos focos L e L', 
situado a uma distancia x de L, e portanto a uma distancia 
30'" - x de JJ. Sabe-se pela physica qne intensidade lnmino· 
sa é a luz projectada il. unidade de distancia, e que essa Ín· 
tensidade varia na raziio inversa do quadrado das distancias 
do ponto illuminado ao foco de luz. N'esta intclligeneia, se as 
quantidades de luz cmittidas pelos dois focos L e IJ são i ei' 

i i' i i' i i' 
a im de distancia, serão - e-, - e-, - e-, etc., respecti· 

22 22 32 3i ~ 42 
vamcntc para as distandas de 2, 3, 4, etc., metros. Ora como 
o ponto P, que dis:.a x metros d<i um dos focos e30-x 
do outro, deve ser eg1udruent.e illumimtdo por elles, e como 
elles projectam nobre P quantidades de luz representadas 

i i' 4 \:1 
pr.las formulas ·-e ----, ou - e ·---, virá 

x2 (30 -- x)2 x2 (30 - x)2 
·1 !) 

Iiesol vendo, temos 
;i= (30-x)Z 

.Port1U1to 



ou 
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3 
30-x=+-x -2 

60 = 5 x, e portanto x = 12 
60 = - X » X = - 60 
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As solu\.Ões do problem~i são as da equação. Isto é, para 
x = 12, inten<ler-se-ha que o ponto egualmente illuminado 
cst:í. para a direita de L e d'elle distante 12 metros; para. 
x= - 60 intender-se-ba estar o ponto pedido á esquerda de 
[,,e a uma distancia dupla da que separa os dois focos lu
minosos. 

DOS LOGARITHMOS 

61. Chnmam-sc logaritbmos dos termos de uma progres
são gcomet.rica começando por 1 aos termos correspondentes 
da progressão arithmctica começando por zero. Isto é, tendo 
as duas progressões 

-:- O; a; 2 a; 3 a; . .... (n - 1) a.,· na l (l) 
-;-;-l;A;A2;Al; ..... An-l;An \'"" 

n primeira arithmetica, cuja razão é a, e a segunda geome
tri1·a de razão cgnal a A, os termos da primeira serão os lo
garill11nos cios corrcsponclcntes eia segunda. 

Co1:tnrna definir-se lambem logarithmo: o expoente da po
tencia a 'JUC se deve levantar certo numero escolhido e chamado 
base 7>ora ,çc obler o numero dado. Estas duas definições, ap
parnr:tcmcntc cliseorclantes, concordam h1clavia entre si. Para 
o demonstrarmos, tomem-se com outra fórma as duas pro
gressões (1), e sejam 

-:- - 2 h; - h; O; h; 2 h; . ...... nh. ( 
1 1 .. (2) 

--:7-(l + Ki l + K; 1; (1 + K); (1 + K;2 ... (1 + K)'>h 

Represente a o valor do termo h V 1 + K, isto é 

a=" J1 +K 
d'onde se tira, levantando a h, ah = 1 + K 
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Substituindo este valor de 1 + J( na aeguuda progressão, 
resultarão as duas seguintes 

. .. - 2 h; - h; O ; h; 2 h; 3 h; . . . nh . .• 
. .. a-21t;a-h; aº; ah;aih; a3h • •• anh ••• 

Conforme a primeira definição, h, 2 h, 3 h, . .. nh, serão os 
logarithmos dos numeros correspondentes da segunda pro· 
gressão a, ah, aZh, a3h, ..• anh; isto é, o logarithmo de um 
numero anh é o expoente n h, a que se deve levantar o numc· 
ro invariavel a, chamado base, para produzir esse nume
ro. São pois concordantes as duas definições. 

62 . Quando a base do systema de logarithmos é o nume
ro 10, os logarithmoa dizem-se vulgares. Comprehende-se fa. 
cilmente que são infinitos os systemas de logarithmos que se 
podem formar, porque infinita é a serie dos nurncros. 

63. Propriedades geraes dos loga1·ithmos. As propriedades 
dos logarithmos podem ser geraes ou particulares. As primei· 
ras convêm a qualquer systcma; as segundas, a um systcma 
certo e determinado. · 

As propriedades geraes dos logarithmos são as seguintes: 
1.• O logarit111no de producto é egual á sommri dos logari

thmos dos factores . 
2.• O logarithmo de quociente é egual á cl(Uºerença entre o lo· 

garithmo do dividendo e o do divisor. 
3.• O logarithmo de potencia é egual ao logarithmo da base 

da potencia multiplicado pelo expoente da mesma 17otencia. 
4.• O logaritlzmo de raiz é egual ao logarithmo da quantida· 

de ajjºecta do radical dividida pelo indice da raiz. 
Demonstraremos estas differentes propriedades. 
I. Seja!Il"n e n' dois numeros cujos logarithn\os representa

remos por x e x1 na base a. Ter-se-ha, por definição de Ioga· 
rithmo, 

n=ax=aLog.n •.. (l),n' = ax'=aLog. n' .•. (2) 

representando por Log. a palavra logarithmo. Multiplicando 
as duas egualdades (1) e (2) ordenadamente, tem-se 

n nl =a Log. n x a Log. n' ===a Log. n + Log. n' 
e, por definição, 

Log. (nn1) = Log. n + Log. 111
1 

por ser Log. n + Log. n1 o expoente a que se deve levantar 
a para produzir o producto n n'. 

II. Tomando as mesmas duas egualdades (1) e (2) 1 e divi· 
dindo·as ordenadamente, vem 
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n nx a f,og. n 
- = - = ---- =a f,og. - Log. n' 
n' ax' a Log. n' 

. n 
logo o Jogantbmo de - é Log. n - Log. n', o que demonstra 

n' 

a segunda pt'opl'iedadc enunciada. · 
Ill. Pam demonstrarmos a terceira propriedade, tome-se 

a egualdade (1) 
n= a T,og. n 

e eleve-se tanto o primeiro como o scgundo membro a p; virá 
nP = (a Log. n)p = aP Log, n 

e, por definição de logarithmos, será 
Log. (nP ) = p Log. n 

IV. A quarta propriedade demonstra-se do modo seguinte. 

Sejam Ja=r 
Levantando ambos os membros d'esta egnaldadc a m, vem 
· a=rm 
Applicando-lhc a 3.• propriedade antecedentemente de· 

monstrada, temos 

d'onde 
Log. a= m Log. r 

Log. a 
--- =Log. r 

m 
Log. a . ;
--;;;- = Log. m y a 

o que juRtifica a qnarta propriedade. 
64. Propriedades dos lo,qarithmos vulgai·es. Disse1l!os que 

os logarithmos tinham propriedades communs a todos os sys
temas, chamadas ,qeraes, e que algumas propriedades poderia 
haver só restrictas a um systema cm particular. Sendo o sys
tema dos logarithmos vulgares, ou de base 10, o mais usual· 
mente adoptado, trataremos das suas propriedades particula
res. São as seguiutcs : 

l .• 86 os numeras que são potencias perfeitas de 10, têcm lo
ga1·iihmos commensuraveis. 

m 
Seja N um numero cujo logarithmo commensuravel é - i 

n 
será Numa potencia exacta de 10. 

Por defini~ào é 
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m 

ou 
No= lOm .................. (A) 

Os unicos divisores de N são 2 e 5; porque todo o divisor 
de N é-o tambem de N°, e portanto de 10"'. Ora não pódé 
dividir qualquer potencia de 10 sem ser 2 ou 5; logo os uni· 
cos divisores de N são 2 e 5; e teremos 

N = 2 1> X 5<4 •••••••••••.•• (B) 
Substituindo em (A), vem 

~pu X 5 <JU = 2"' X 5"' 
E porque um numero só 6 decoruponivcl n'um systema de 

fac tores primos, será pn = rn, qn = m, ou pn = qn, ou p = q. 
Logo (B) torna· se em N""" ( 10)11, isto é, N é uma potencia 
exacta de 10. 

2.• O Lvgarithmo vulgar de qualquer potencia de 10, é egual 
ao expoente da potencia, porque, tendo, por exemplo, a poteu· 
eia IOw, o seu logarithmo é m X Log. 10, e como Log. 10 é 
egual a 1, será Log. lD"' = m. 

3. • Quando se multiplica ou divide um numero por qualquer 
potencia de 10, o seu logaritkrnv vulga·r augmenta ou diminui 
em tantas unidades, quantas tiver o expoente de 10. 

Sendo Log. No logarithmo vulgar de N, teremos 
Log. (N x 10••) = Log. N + Log. lQon 

Log. (N X 10"') = Log. N + m 
Para o caso de divisão, tínhamos 

Log. (N: 10"') = Log. N - Log. lQm 
Log. (N: 10'•) = Log. N - m 

o que demonstra a propriedade enunciada. 
4.• Constando o logarithrno de um numero de <lua.li partes, 

uma inteira, chamada característica, e outra fraccionaria, cha· 
mada mantissa, a regra para achar a caracteristica do Ioga· 
rithmo de um numero, 6 a seguinte: tomam-se tantas unida· 
des quantas as casas que no numero forem, desde o al_qarismo 
das unidades exclusivé, até ao primeiro algai·ismo significativo 
da esquerda inclusivé . .A característica será positiva se o nu· 
mero fôr maior do que 1, e negativa no caso contrario. 

Para demonstrarmos esta proprieda.de temos de considernr 
dois casos: 1.0 quando o numero fôr > 1; !:l. 0 quando fôr 

~~ primeiro caso, seja o numero 4528,26 = N. 
Este numero eatá comp1·ehendido entre 103 = 1000, O 

10"1=10000, isto é 
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101 < •1528,26 < 104 
Log. 10·1 < Log. N < Log. 1Qt 

3 < Lng. N < 4 
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1~0, Log. N, ou Log. 45~8,2ü, est á eomprebendido entre 3 
li ,j, é maior elo que 3 e menor do que 4; isto é: 

Log. N = 3 + d 
11presentando cl umfl. quantidade in fe rior á unicla<le. 

No segundo caso, seja o numero N = 0,0032. 
~1á O, OOI<N<O, 01 

1 1 
1õJ < N < (10)2 

l 1 
Log. - <Log. N<Log-

101 102 
-3 <Log. N<-2 

Por conseguinte Log. N, ou Log. O, 0032 = - 3 + d, sendo 
1da mant.issfl.. 

5.• 11 mantüsa positiva do logarithmo de qualquer numero 
1ào depmde da posição da vir,qula no mesmo nm11ero. 

Quer ist.o dizer, que os dois nu meros 34, 27 e 3427, por 
nemplo, têem para mantissas de seus logarithmos a mesma 
quantidadr., diversificando apenas as caractcristicas. 
Temos pois 

e por ser 
Log. 34, 27 = 1 + d 

34 27 = 34,27 X 102 

Log. 3427 = Log. (34, 27 X 102) 
Log. 3427 == Log. 34, 27 + 2 

Log. 3427 = l + d + 2 
Log. 3427 = (1 + 2) + cl = 3 + d 

Vê.se, pois, que a mantissa d se conserv:i a mesma para os 
dois logarithmos . 
. 65. Não apresentaremo3 aqui o processo para achar a man

tissa do logaritbmo yulgnr de qµ itlquer numero, porque yem 
!!posto em quaesquer Tabuas de logarillmws. 

EXERCICIOS DE ALGEBRA 

6~ . Terminaremos este volume apresentando para estudo 
pratico os seguintes cxereieios algebricos: 
Dividir: 8 yG ·- x& + 21 xJ yl - 24 x ys por 3 x y - x2 yi 

• 18 a4 + 9 bt + 8 a2 b2 por 4 az + 32 b - 4 a b 
Achar o quociente até 110 6.Q termo de 1 por (1 +ai +mZ) 

---

u 

li 

" 
•• 

li 
'J 
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Dividir a por a+ b, até ao 7.0 termo. 
Resolver: 0,125 - 0,3 x = 0,5 x + 0,045 i!J 

1 
J 5 1 3 

• -x-- x+2=x+-
8 6 8 
4 3 2 

" -x=x--+-x-4 
9 2 3 
10 13 6 2 4 

» -x- -+-x--x--
11 9 7 9 11 
2 X 

• 5x+2=2 
7 5 1 
-x=-x+17--z 
8 12 2 

X X X 1 
x- ---+-=09-2-

3 5 6 ' 6 

Resolver os seguintes problemas : 
A! edades sommadas de duas ereanças dão 15 annos. A 

edade da primeira mais metade da da segunda dão uma som· 
ma egnal ao dobro da edade da segunda. Quaes são as eda· 
des das duas creauças? 

Um individuo depois de gastar metade do dinheiro que tra· 
zia, de receber uma libra, e de gastar d'ella cinco shilling11 

ficou com tant-0 dinheiro como a principio tinha. Pergunta· 
se: que dinheiro trazia? 

Um numero é formado de dois algarismos. Sabe-se que a 
algarismo das dezenas é tres vezes maior que o das unida· 
<les, e que o numero todo é maior septe vezes do que a som· 
ma elos dois algarismos. Qual é o numero? 

Achar trcs numeros inteiroi consecutivos taes que a tcf\J 
parte do maior seja duas vezes menor do que um quinto dl 
somma dos outros dois. 

Um comboio parte da estação A ás 11 horas da manhã, em 
direcção a B, com a velocidade de 25 kilometros por hors. 
Outro com boio parte de R á tarde e caminha entre A e B 
com a velocidade de 35 kilometros por hora, chegando a.B 
25 minutos depois do primeiro comboio. Suppondo que a d1s· 
taneia entre R e A é de 21 kilometros, qual é a distancia de 
R aB1 

Um dos ponteiros de um relogio faz uma revolução em a ho• 
ras, e o outro em b horas. Suppondo que á partida estsvam 
eobrepostos, quando ee ineontrarão aovamente? (Hyp. a>b) 
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Dividir a recta a em duas partes taes que a differença de 
:1Js q11adrados seja egua l a b2 
Resolver os systemas seguintes: 
].• X - 3 y - 2 Z = 1 

2.• 

2x-3y+5z =- 19 
5x+2y-z=12 

3x-2y=5 
4x-3y+2z= 11 
x-2y-5z=-7 

3.0 x+y= 1 
y-z=9 
z+x=5 

Resolver as seguintes equações do segundo grau: 
x1-5x2+4=0 
SxG+ 63x3 =8 

216 xl + 19 x1 = x 
x4 - 4 x3 -- 10 x2 + 2R x - 15 = O 

4 .-1:1 - 20 xJ + 2J x2 + 5 x = 6 
xã - 1 O xl + 35 xl - 50 x2 + 24 x = O 
108 x1+51x2=20 x (9 x2 -1) + 7 

37 x2 _____:__ 4 x-1 = 9 
lGxS-17x"+1 =0 

32 x lO + 1 = 33 xã 
Achar a solução dos seguintes problemas: 
A executa um trabalho cm 9 horas menos do que B. A e B 

1imultaneamente fazcm-n'o em 20 horas. Que tempo gastaria 
0 rada um? 

Ha tres linhas rectas, as duas primeiras das quaes somma· 
4 

2s dào um comprimento egual a - da terceira; e a somma 
7 l liis quadrados sobre ellas construidos é egual a um metro 

11undrado. Quaes são -0s comprimentos das tres rectas? 
Ha um numero formado de dois algarismos. Um d'estcs 6 o 

1 quadrado do outro, e juntando 54 ao numero dado, obtcm-se 
o mesmo numero invertido. Qual é o numero 'l 

Fnl 

., 

k 
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