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ALGEBRA ELEMENTAR

INTRODUCGAO

1. A Aigebra é a parte das sciencias mathematicas que
emprega signaes proprios para abreviar e generalizar os ra-
ciocinios exigidos pela resolugio das questoes relativas acs
numeros. B, portanto, a Arithmetica geral.

Estas questdes sdo de duas especies: o theorema e o pro-
blema. O theorema tem por fim demonstrar a existencia de
certas propriedades em numeros conhecidos e dados. O pro-
blema visa a achar numeros, servindo de base o conhecimen-
to previo de outros que com aquelles tenham relagdes conhe-
cidas.

2. Para a realizagiio d’esta dupla especie de questdes soc-
corre-se a Algebra dos meios seguintes:

a) Lettras. As lettras do alphabeto servem para represen-
tar os numeros sobre que se tem de operar. O seu emprego
abrevia os raciocinios ¢ generaliza-os, porque, demonstrando
a existencia de relacdes e propriedades entre varios numeros
simultaneamente, fal-o sem restric¢iio de valores particula-
res para os mesmos numeros. As lettras de emprego usual sdo
as latinas, e s6 n'alguns casos as gregas. Quando as lettras,
por conveniencia, se repetem com differentes valores, usam-
se signaes distinctivos para as extremar. Exemplo: a/, a,
alll, (4 linha, ¢ duas linhas, ¢ tres linhas), ete., ou ay, @y,
ete. (@ primo, ¢ segundo), ete.

b) Signaes. Ha varios signaes empregados pela Algebra,
O signal -, 1&-se mats, e serve para indicar que a quantida-
de 4 esquerda, e junto 4 qual estiver, se deve addicionar.
A’s quantidades existentes no comec¢o das expressdes suppor-
se-ha o signal -, quando nfo tiverem outro expresso. O si-
gonal —, (menos), serve para denotar que uma quantidade 4
esquerda, e junto 4 qual estiver, se deve subtrahir de outra.
X @ . (multiplicado por), indicam multiplicagfo. Lettras ou
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expressoes litteraes contiguas indicam tambem multiplica-
¢do, imbora ndo haja signal algum de permeio. Exemplo:
as expressdes a><b, ou «.b, ou ab, assim como (a 1)
> (¢c~+d), ou (a—+1b). (c+d), ou (a-b) (¢c+ d), denotam
multiplicaclio entre as duas quantidade ab, e a b e ¢ |- d.
O signal : significard que a quantidade que lbe ficar 4 es-
querda se deve dividir pela que lhe ficar & direita. Exemplo:
a: b, 1é-se @ dividido por b. A mesma interpretagiio terd um
traco, superior e inferiormente ao qual se acharem duas quan-

@
tidades. Assim o5 poderd lér-se a dividido por b.

Além d’estes, emprega a Algebra outros signaes, taes como:
= (equal a), que, quando collocado entre duas quantidades
ou expressoes, significard que uma é egual 4 outra. Assim:
m - a =mn- b, quer dizer que a expressio m -+ a € egual a
n--b. A primeira, m - a, chama-se primeiro membro da egual-
dade; a segunda, n - b, chama-se segundo membro. Os signaes
> e < indicam desegualdade a favor da expressio para on-
de estiver voltada a abertura do angulo, e léem-se, respecti-
vamente, maior do que, e menor do que. Assim a >b e a<c¢
léem se: a maior do que b, e @ menor do que ¢. O signal y—
(radical) indica uma raiz para extrahir. Junta-se-lhe um nu-
mero, chamado indice, grau ou expoente da raiz, para precisar

5
de que raiz se trata. \/ a quer dizer raiz quinta de a. Quan-

do ndio houver expoente manifesto,”"a raiz serd gquadrada.
a ler-se-ha raiz quadrada de a. Os signaes *.+ e .*. si-

gnificam porque e portanto. Quando quizermos denotar apenas
a differenca entre duas quantidades, sem insinuar que uma ¢
maior do que outra, usaremos o signal —. Exemplo: a =0
significard a differenga entre a e b; sem querer dizer que ¢
¢ maior do que b, nem que b é maior do que a. Quando entre
duaa quantidades houver o signal <>, dir-se-hio equivalentes.
Assim A <> B, 1é-se A equivale ou é equivalente a B. O si-
gnal (), parenthesis, representa o numero resultante das ope-
ragtes indicadas dentro d’elle.

¢) Coeficientes. O coefficiente & o signal empregado para
indicar a addicdo de muitos numeros eguaes, ou, o que é 0
mesmo, para denotar quantas vezes uma quantidade entra
como parcella n'uma addigdo, Por exemplo, em vez de
a+a -ﬁ a--a, que representa a addigdo de 4 numeros eguaes
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a a, esereveremos & a; 7 b ¢, significard a addigdo de 7 parcel-
Jas eguaes a be. E’ portanto o numero escripto 4 esquerda
da parcella, e que serd egual a 1, quandv ndo houver outro
yalor expresso.

d) Bipoentes. O expoenle & um numero que se escreve 4
direita e superiormente & quantidade a que se refere, para
indicar quantas vezes ella entra como factor n’win producto.
Por exemplo, a® = a X a > « > ¢ > a, mostrando o numero
b que a quantidade « figura D vezes como factor n’um pro-
dueto. O producto de factores eguaes chama-se potencia; o fa-
ctor repetido diz-se base da potencia; ¢ o numero de vezes
que o factor se repete, €, como dissemos, o expoente. A segun-
da potencia de uma quantidade diz-se quadrado; e a terceira,
cubo. Pode ler-se abreviadamente uma potencia, por exemplo,
a% dizendo & cinco. C™, pode ler-se ¢m, quando este modo
de leitura ndo produza ambiguidade. N'este caso dir-se-ha ¢
levantado ou elevado a m.

3. As denominagdes de quantidade litteral, quantidade al-
gebrica, expressao litteral, expressio algebrica, siio indistin-
ctamente empregadas para designar qualquer reunido de
quantidades por lettras, ¢ entre si ligadas pelos signaes al-

kg ©

gebricos acima ditos. Assim: 3a? 44y / a — 3 a’, é uma ex-

pressio a que se pode dar qualquer dos nomes mencjona-
dos. A’s quantidades que se reunem pelos signaes algebricos
-+ ou —, chama-se fermo ou monomio, ou quantidade monomia.
Ordinariamente o signal que precede o termo, pertence-lhe.
Portanto a expressio dada compde-se dos seguintes termos

ou monomios, a saber: 3a2, 44/ a, — 3 ad. A reunido de

muitos mononimos chama-se polynomio, que terd o nome es-
pecial de binomio ou trinomio, quando 86 tiver dois ou tres
termos. Dé-se tambem muitas vezes aos monomios o nome
de quantidades incomplexzas, e aos polynomios o de comple-
@as.

4. Chamam-ge em Algebra quantidades racionaes, as que

¢

ndo contéem radicaes, Exemplos: 4 «f, g a’y 4 ab.

Quantidades inteiras, dizem-se as que nio téem denomina-
dores, Exemplos: 8ac, —4ab +2abe.
5. A somma dos expoentes das lettras de um termo cons-
fitue o seu graw, on o numero de suas dimensoes. Assim
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4a b?c3 em que os expoentes sdo 1, 2, e 3, & termo de seis di-
mensoes ou do sexto grau.

Se todos os termos de uma expressio téem o mesmo gray,
4 expressiio é homogenea. Por exemplo: 2at—3adb L al}
—2abc? & expressio homogenea, porque todos os termos
sdo do quarto grau.

6. Termos similhantes sio 0s que téem as mesmas lettras
levantadas ds mesmas potencias. Exemplos: 5 a3 0% 4 a3?,
T a3 12, sfo termos similhantes, por terem as lettras a e & com
0s mesmos expoentes respectivos 3 e 2.

Succede muitas vezes ter um polynomio muitos termos si-
milhantes, sendo portanto susceptivel de simplificagfio. Esta
consiste em substituil-os por um termo s6, fazendo as opera-
¢oes indicadas pelos signaes, e approximando-os ou collocan-
do-0s em columna vertical, tendo todavia o cuidado de a ca-
da um conservar o seu signal respectivo. E’ evidente que por
esta transposicfio o valor da expressiio nflo se alterou, por-
que, sendo esse valor dependente do de cada lettra e das ope-
ragoes que com ellas e com os differentes termos se devem
effectuar, pela transposi¢do ou mudanga de logar nenhuma
d’estas condigdes deixou de existir, se nio alterarmos, mas
antes conservarmos, os signaes dos termos.

Para darmos um exemplo de reducgdo de termos similhan-
tes seja o polynomio
2a3bc2—38a?x+5a3bc2 - be—ba2z—adbe?+2b¢

Tewmos evidentemente os seguintes grupos de termos simi-
lhantes, a saber

+2a3bc2—3a?x{ be
+5adbc2—batx+2be

— adbec?

O primeiro grupo dé, effectuando as operacdes indicadas
Eelos signaes, 6a3bc?; porque 2a3bc® com Hadbe® di
1 a3 b c?, que diminuido de a3 b ¢2 (um a3 b ¢2), produz 6 a3b
0 segundo grupo é egual a — 8 a2 a, porque pela arithmetica
sabemos que uma subtraccgio successiva se converte em ordi-
naria tomando para subtractivo a somma dos subtractivos
dados. O terceiro grupo é egual a 8 b ¢, porque 25 ¢ com (um)
be di3be.

D’aqui a seguinte regra: reduzem-se termos similhantes som-
mando todos os termos additivos, sommando equalmente todos

08 termos subtractivos, fazendo a differenga das duas sommase

affectando o resultadn com o signal da maior d’ellas. Convenm
notar que a reducgdo affecta simplesmente os coeflicientes €




W

ALGEBRA ELEMENTAR y 7

nunca 08 expoentes, e que é conveniente effectudl-a sempre
que seja possivel.

7. Dissemos acima que a disposi¢cio e arranjo das lettras
de um termo nada influia no valor d’este, comtanto que os
signaes de relagfio entre ellas se nio alterassem. O mesmo
observamos com respeito & collocagiio dos termos na expres-
sfio algebrica de que fazem parte. Advertiremos, todavia, que
¢ preferivel, em cada termo, seguir a ordem alphabetica; e,
para uma expressdo em que ha termos que incerrem uma
certa lettra, dispol-as segundo a ordem ecrescente ou decres-
cente dos expoentes com que ella nelles figura. Exemplo: se-
i preferivel escrever 2a3xy? a 292w a’; e ot | a a8 —
ta2a? —2a3x - Tal, ou Tat —2a3x—4a2a? 4 aad4 af,
aard—2a3z —4a? 2?4 2t -+ T al Collocar ou transpor os
termos de um polynomio d’esta forma, é ordendi-o segundo as
potencias crescentes ou decrescentes de uma lettra, que se
chama principal.

8. Quando uma quantidadé entra na composicio de outra,
esta diz-se funcgdo da primeira. Por exemplo, a expressio
ax?+bax é uma funcgdo de w.

Para designar em geral uma funccdo de z, escreve-se F
(), sendo n’este caso a lettra F empregada como abrevia-
tura da palavra funcgdo. A inieial variard, se forem diffentes
as funcgdes. Escrever-se-ha, por exemplo, F (2), f (=) e
? (), para designar funcgdes de , de natureza diversa, seja
qual for a lei de sua composicio ou formacio.

9. Valor numerico deuma quantidade algebrica, & o que re-
sulta quando em vez das lettras substituirmos os numeros
que ellas representam, effectuando as operacdes ordenadas
pelos signaes. Exemplo. Achar o valor numerico da expressdo
atb—a—y
— guppondo que a=3, b=2, =4, y=1.

2a—5y
Ter-se-ha:
a+b—:z:—_g_/_3+2—4—1_(3+2\—/4+1)
2a—by 2>x3—5Hx1 6—5

='—:O

0 valor é por conseguinte zero.

10. Quantidades negativas.—Nos calculos algebricos fi-
guram quantidades affectas do signal -, e outras affectas do
Signal — ; as primeiras chamam-se positivas, as segundas ne-
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prehensio, tome-se o seguinte exemplo:

Um negociante comprou fazendas por A libras, vendendo-as
depots por v libras. Pede-se o resultado da transacgdo.

B evidente que tendo o negociante dispendido com a com-
pra de fazendas um numero de libras egual a «, ¢ tendo-as
vendido por b libras, a differenca entre o prego da venda ¢o
da compra dard o luero ou prejuizo que lhe resultou da trans-
acelio effectuada. Se vender as fazendas por quantia superior
4 que empregou na compra, isto ¢, se b for maior do que q,
a differen¢a b — a indicard ganho, e que os fundos augmen-
taram por este motivo. Se, pclo contrario, b f6r menor do que
a, claro estd que @ — b representar4 uma perda, e portanto
uma diminuigfio de capital. N'este caso, a expressio b—a,
que no primeiro caso representava augmento de capital, 80
representard agora uma diminuigdo, imnpossivel de realizar
avithmeticamente. Algebricamente, comtudo, a expressio
b —a servird sempre de indicar o resultado da transacgio rea-
lizada; e nio podendo fazer-se a subtracgfio, porque da
quantidade menor, b, ndo se péde subtrahir outra maior, a,
fal-a-hemos ao contrario, tirando de @ o numero b, e affecta-
remos o resultado com o signal —; este signal denotard que
o capital ou os fundos do negociante diuminuiram em ves de
augmentar.

Infinitos sdo os exemplos em que as grandezas se podem
considerar sob duas accepgoes inteiramente contrarias, como
additivas ou a sommar, como subtractivas ou a diminuir. 5o
taes os ganhos e perdas do jogador, 0 avanco ou atrazo do
relogio, as distancias percorridas por um movel sobre a sua
trajectoria, para um ou para outro dos extremos d’esta,
ete. Foi para abranger em geral estas duas accepgdes contra-
rias que se empregaram e empregam as quantidades negati-
vas, originadas, como vimos, na subtracgéo.

Portanto, quando n'uma subtrac¢io o subtractivo for maior
do que o additivo, convencionou-se subtrahir a menor quantyla-
de da maior, e collocar d esquerda do resto o signal— pard
denotar esta mudanga de ordem.

11. Na expressio b — a, suppunhamos que b conserva um
valor fixo e que a cresce a partir de zero. Obter-se-hio pri-
meiramente resultados decrescentes, e quando a for egual a
b, a differenga b — a, serd egual a zero. Se continuarmos d
augmentar a, apparecerfo quantidades negativas, que serio
tanto maiores em valor absoluto quanto maior for a. Assim,
por exemplo, se b= 3, e a tiver successivamente os valores
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0,1,2, 3, os valores da differenga b — a serfio respectiva-
mente 3, 2, 1, 0, I continuando « a angmentar, tomando por
exemplo os valores 4, b, 6, cte., a mesma differenca b — a
tornar-se-ha em — 1, — 2, — 3, ete.

Porque estes valores negativos vém depois dos positivos
deerescentes 3, 2, 1, 0, convencionou-se considerdl-os como
menores do que zeroj e porque as quantidades negativas que
téem valor absoluto maior véin depois das de menor valor,
por isso se consideram como supéridres/a estas. Em virtude
dlestas convengdes, — 3 < 0, — 12, ete.

DO CALCULO ALGEBRICO

Operag¢des

12. As operagdes effectuadas com as quantidades litteraes
differem das praticadas com os numeros, em que estas apre-
sentam o resultado final baseado no systema de numeracgio
adoptado, scm que d'elle, e s6 por elle, se possa inferir qual
a operagdo exccutada, emquanto que aquellas so apenas
transforagdes das operagdes primitivamente indicadas n’ou-
tras destinadas a produzir resultado identico. As regras para
csta transformagio constituem o caleulo algebrico.

13. As definigdes das operagdes dadas na arithmetica re-
ferem-se simplesmente a numeros positivos, e sio portanto
deficientes quando applicadas ds quantidades negativas. Ef-
fectivamente, se 4 somma de 7 com b, a definicio de addigio
dava sentido perfeitamente claro e definido, 4 da somma de
— 17 com — 5 nio dard significacio de especie alguma. D’a-
qui, a necessidade de estabelecer, para as operagdes algebri-
cas, novas definicdes que comprehendam todos aquelles casos
gue ndo puderam ser previstos ou considerados na arithme-
ica. :

14. Para podermos definir com rigor a addiciio algebrica,

iremos que ¢ operagdo cujo fim é sommar algebricamente dif-
Jerentes quantidades, isto é, sommar arithmeticamente os valo-
res das quantidades do mesmo signal dando & somma o signal
das parcellas, e subtrakir arithmeticamente os wvalores das
quantidades de signaes contrarios, dando ao resto o signal da
maior d’essas quantidades.

_Subtracedio algebrica, é operacdo cujo fim é achar a quan-
tidade que sommada algebricamente com wma de duas quanti-
dades dadas reproduza a outra.

Esta definigiio abrange todos os casos que se possam dar.
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Multiplicagiio algebrica de duas quantidades é a operagio
que tem por fim obter o producto de seus valores absolutos, dan-
do ao resultado o signal -- ou —, conforme os dots factores ti-
verem ou ndo o mesmo signal.

A definicio de divisio dada na arithmetica, quadra tam-
bem na Algebra. Temos, pois, que divisio algebrica ou arith-
metica de duas quantidades é a operacdo cujo fim é achar um
dos factores do producto quando este e o outro factor forem
dados.

Nos numeros seguintes veremos como se justificam estas
definigdes.

15. Addigdo de monomios.—Regra: Para sommar déis mo-
nomios, escrevem-se uns adeanle dos outros com seus respeclivos
signaes.

Para esta regra admiftiremos o segninte lemma j4 demons-
trado na arithmetica: Todo o parenthese precedido do signal
-+, e que involver somma ou differen¢a wndicada poderd sup-
primir-se comtanto que se ndo mudem 0s signacs ds quantida-
des m’elle incerradas.

Seja pois a expressfio seguinte, em que supporemos a > b,
ec>d:

(a—b)+(—d)=a—bt+c—d......... . (4)

Os dois binomios (@ —b) e (¢ —d) tornar-se-hdo em mo-
nomios suppondo zero algum dos termos que os formam. Por-
tanto, para considerarmos todos os casos de addigdo de mo-
nomios faremos as quatro bypotheses seguintes:

ab=0 2 a=0 % b=0 a=10
1. 3d=0 2. !c=0 3. ;Cxo a+f2=0
Pela primeira hypothese a expressiio (4) torna-se em:

(Ha)t(He)=adec..i..o. oy, i)

Pela segunda hypothese a mesma expressio transforma-se

em
(—b)4-(—d)=—b—d........... Ve i(2)
Em virtude da terceira hypothese a mesma expressio di:
(H+a)+(—d)=a—d..ccceee.e.... . (3)
A quarta hypothese dd:
=)+ He)=—b+ceiieii.nii. (4
Observando os resultados (1), (2), (3), (4), vemos que, quer
ge tratem de sommar dois monomios positivos, quer dois nega-
tivos, quer um positivo e outro negativo, quer um negativo
e outro positivo, tudo se reduz a escrevél-os em seguida uns
dos outros com og geus signaes respectivos, o que justifica 8
regra enunciada,
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Comprehende-se facilmente que, se tivessemos de addicio-
nar mais de dois monomios, sommariamos primeiramente dois
d'elles, ao resultado juntariamos o terceiro, ao novo resulta-
do o quarto, e assim successivamente. Exemplo:

Sejam os monomios + 4 a2 b, —3 atba?, + Ta?,—5abe,
+4atb? + 2c3 que desejamos addicionar. Pela regra ex-
posta, vird:

4a2b—3alba?tTa?—5abect4atl?2 2
v Sejam ainda para sommar os seguintes monomios :
+2ax, +3a2b,—4az, +2a2d,—bSax,+9¢4 1 6ax,
—b5¢4 —Tazx, +8a?b
A somma serd, em virtude daregra: -
2ax+3a2b—4ax+2a2b—bHax+9c2+6ax—5c
—Tax-+8a2b
on, fazendo a reducgdo dos termos similhantes:
—8ax+13a2b+4c?

18, Sublracgdo de monomios. Regra: Sublrae-se um mo-
nomio de outro, trocando o signal ao monomio sublractivo, €
praticando a regra da addi¢do.

Invocaremos, para a dedugio d'esta regra, o lemma seguin-

. te j4 demonstrado na Arithmetica: Podem supprimir-se os
parentheses precedidos do signal — e involvendo differengas in-
dicadas, comtanto que se troquem os signaes das quantidades
w'elles incerradas.

Seja a expressio seguinte, em que supporemos a>be

¢>d:
(@—b)—(c—d)=a—b—c+d..c..iuu... (B)
azendo as mesmas consideragdes que se fizeram no n.°
antecedente, a fim de tornar monomias as expressoes bino-
mias (@—bd)e (c— d), e de attender a todos os casos possi-
veis, teremos que para as hypotheses
=i a=0 b=0 a=0
Ld=20 2"zc=0 Bl e0r a0
| expressio (B) adquire respectivamente as seguintes for-
mas:

e e S e

R

(fa)—(Fec)=a—c. ccovivvininn. (1)
(_b)_(_d):—.b—{—(l .............. (2)
(+a)—(—d)=a+d.....cc......... (3)
(—b)—(+ec)=—b—c.iveeriiniinnn (4)

As expressdes (1), (2), (3), (4) indicam-nos que quer se
subtraiam dois monomios positivos, quer dois negativos, quer
um negativo de outro positivo, quer um positivo de outro ne-
gativo, a regra supra-enunciada sempre se justifica,
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4 a2 b?cd 4 3at b2 De—3 a?y3 tirar -+ 5 ¢2, resulta:

tem de juntar o polynomio m — p +- g, isto €, que se preten-
de achar o valor da expressio

Exemplos: de 4 a? b2 ¢3 subtrahir — 3 a' b2 Pela regra serd:

— 3 a2 y3 — b ¢, ete.
17. Addi¢do de polynomios. Supponhamos que a @ — b se

a—bt+m—p+ag)iciiiiinnn (1)

Se effectuarmos as operagoes indicadas pelos signaes entre as

quantidades m, p e g, obteremos um certo resultado gue re-

presentaremos por P. Portanto, a expressio (1) torna-se em
2

a— T I I S S R S

e como & arbitraria a ordem dos termos (n.° 6), comtanto
que os signaes se ndo alterem, a expresséio (2) poderd escre-
ver-se

Pta—0b
Pondo n’esta em vez do resultado P o polynomio que o

produziu, vird

(1= o) 1 g Bt ol et 0 ()

servindo o parenthese apenas para se considerarem como ef-
fectuadas as operacoes que elle incerra. & porque ¢ evidente
que elle se pdde supprlmif‘, quando no principio de uma ex-
pressdlo, sem que o valor d’esta se altere, serd

(n—p+g)+a—b=m—p-gta—b
E, porque (n.° 6) a ordem dos termos é arbitraria, vird fi-

nalmente

a—b+m—p+qg=a—bt+m—p-gq

o que justifica a regra seguinte: Sommam-se dois polynomios
escrevendo em sequida aos, termos do primeiro os do sequndo sem
lhes alterar os signaes.

Escholio I. Se o segundo polynomio fosse uma quantida-

de negativa, — P, em logar de - P, a regra seria a mesma, e
identico o resultado obtido. N’este resultado, os termos dos
dois polynomios escrevem-se com seus respectivos signaes,
uns apo6s outros, como no primeiro caso.

Hscholio II. Se os polynomios a sommar fossem mais de

dois, applicariamos a regra aos dois primeiros, depois 4 som-
ma d’estes e ao terceiro, em seguida ao resultado obtido e a0
quarto, ete.

Bscholio ITI. Quando houver termos similhantes, é pre-

farivel na pratica o collocdl-os uns debaixo dos outros com 08
seus signaes, e effectuar depois a somma e a reducgio ao mes-
mo tempo. Exemplo:

Para sommar os polynomios (4at—5a2c -3 d3),—(3at
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+8be—bd3), (2a2¢c—Tbc -+ 8a3), escrevel-os-hemos co-

mo segues
4ai —batc+3d}+8be
—3uw - 2atc—bd*—Tbe
-+ 8d3

at—3ac+H6d*—4be

18. Subtracgdo de polynomios. Seja o polynomio a--b--c
de que se ha de subtrahir o polynomio m — p -+ ¢q. Este pc-
lynomio tem um certo valor 7, que resulta de se effectuarem
us operagOes entre os seus termos, valor que terd signal po-
sitivo ou negativo conforme os valores das quantidades que
o formam. Por conseguinte, seu valor absoluto conservar-se-
ha o mesmo, variando sémente o signal, se nés lhe trocasse-
mos o8 signaes -} dos termos em —, e vice-versa. Logo, em
virtude da defini¢iio de subtrac¢dio dada acima, para subtra-
hirmos o polynomio P, ou m — p -}- ¢, do polynomio a— b ¢,
devemos trocar os signaes ao primeiro, € sommal-o assim al-
terado com o segundo. Exemplo:

Do polynomio 5 @t — 3 a2y 4 4 @3 tivar 20 — 4 ¢2 4 6 &5

Applicando a regra, tem-se:

ot —8x2y 4423 —2b-+4c2—6a8

Escholio I. Havendo mais de um polynomio subtractivo,
mudam-se os signaes a todos os subtractivos, e applicar-se-
ba a regra da addicdo.

Escholio I1. Havendo termos similhantes, depois de tro-
cados os signaes aos termos dos subtractivos, escrever-se-
lido como acima se disse (n.¢ 17, obs. III.)

19. Multiplicagdo de monomios. Na multiplicagio dos mo-
nomios temos de attender aos signaes, aos coefficientes, 4s let-
lras e aos expoentes. Estabeleceremos, porém, antes de pas-
sarmos 4s consideragdes especiaes de cada um d'estes quatro
elementos, os lemmas de que carecemos para comprehensfo
do que vamos dizer.

Lemma I. Pdde multiplicar-se uma quantidade por um pro-
ducto de muitos factores, multiplicando-a successivamente por
cada um d’elles. Isto é: m><abec=abecm=mabec.

Lemma II. Na multiplicagio successiva de muitos factores,
qualquer numero d’elles pdde substituir-se por seu producto effe-
ctuado. Isto é: a.b:c=a(be).

Lemma III. Multiplicam-se ou dividem-se as pofencias da
mesma. base sommando ou subtrahindo os expoentes. Isto é:
X ad=ad; ab: a? = ad.

Porque suppomos jé demonstradas na Arithmetica estas

i e ey

T

s
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proposi¢des, ndlo o faremos agora, passando 4s consmderagoes
particulares sobre os

a) Signaes. A regra dos signaes & a seguinte: Na multi-
plicagdo de dois monomios, affectar-se-ha o producto com o si-
gnal 4, quando os faetores tiverem ambos signal Positivo ou
negativoy e com o signal —, quando ambos os factores tiverem
signaes contrarios.

Para justificar esta regra, tomemos a expressao

(a—0b) X (c—d)=ac—bc—ad-+bd...... (4)
‘ Jﬁ.>demonstrada. na Arithmetica para o caso de ser a>b,e
c>d,

Para que as duas expressdes binomias a — b, e ¢ —d, se
tornem em monomias, faremos as guatro seguintes hypothe-
ses:

=0 (a=0 (==0) b=0
L §d—02 20 03‘§ 0 #wiabo
Em virtude d'ellas, a expressio (4) toma -se nas seguintes:
(e e===aie . L L SOUT(TY
(—b) X (—d) = —{—bd............. (2)
(—0)><(+ c)=—bc.............. (3)
(o)X (—d)=—ad............. (4)

Obgervando estas expressoes, vemos que a regxa dos signaes
estd plenamente demonstrada para todos os casos. Pelos (1)
¢ (2), vé-se que o producto é positivo quando os dois facto-
res téem o mesmo signal; e pelos (3) e (4) vé-se que elle é
negativo quando os dois factores téem signaes contrarios.

b) Coefficientes. Emquanto aos coefficientes, a regra é mul-
tiplicdl-os, fundando-se no lemma IL

¢) Lettras. As lettras communs aos dois factores escrevem-
se uma 86 vez com expoente egual 4 somma de seus expoen-
tes, em virtude do lemma III. As lettras nio communs aos
dois factores escrevem-se com seus respectivos expoentes.
Quando nilo houver expoente manifesto, suppor-se-ha ser egual
a 1.

d) Eaxpoentes. Aos expoentes, pelo lemma III applica-se o
preceito antecedente.

Exemplifiquemos. Sejam os dois monomios 5a2bdca? a
multiplicar por 6 a b2 ¢3 22 y; serd

Hatlrca? X6 ab?cda?yt =30 a3 b5 ct ot yt

Do exposto, concluiremos aseguinte regra : Para multiplicar
dots monomios, effectuar-se-ka o producto dos coefficientes ; escre-
ver-se-hdo as lettras dos dois monomios, cada uma por uma sé
vez, dando a cada uma d’ellas para expoente a somma dos expoen-
tes que tiverem nos factores, 4s letiras que figurarem so n'um
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Jactor escrever-se-hio wma s6 vez no producto com os expoentes
réspectivos. Emquanto aos signaes, daremos ao producto o si-
gnal, -, quando ambos os factores tiverem signaes identicos; e
0 sumal —, quando os signaes dos factores forem contrarios.

Esciolio. Pela regra exposta se vé que quando se mudar o
gignal 3 um dos factores de um producto de dois, o producto
mudard fe signal tambem ; e que se se trocarem os signaes a
ambos 0s factores, o signal do producto ficard invariavel.

20. Mutiplicagdo de polynomios por monomios e vice-versa.
Seja o polynomio a — b - ¢ a multiplicar pelo monomio 7.
Poderemos cwsiderar tres casos: m inteiro e positivo, 7 in-
teiro e negatiyo, e m fraccionario. No primeiro caso temos
que, formando-e o producto do multiplicando da mesma for-
ma que o multiplicador se forma da unidade, serd
(a—b+c)m=a—b+c+a—bt+c+a—b+4c.u...

\ m vezes
=at+atat....—b—b—b....+ct+ctc....

=am—bm-}+cm i

Se em vez de (@ — b+ ¢)m, tivessemos m (@ —b - ¢), por
isso que a ordem dos factores ¢ arbitraria, a operacio effe-
ctuar-se-hia da meswa fHrma que acima, visto como

m(a—0b-} ¢)==(a—0b-4c)m

No cago de m ser negativo, pelo que fica dito no escholio
do n.° 19,0 producto seria de signul contrarioaode a — b +-¢
por m positivo; ¢, como para mudar o signal de um polyno-
mio, basta mudaxr o de cada um de seus termos, segue-se que
teriamos i

(@a—b+tc)X—m=—am-4-bm—cm

Escholio. A egualdade

(a—b+4c)m=am—bm-+}+cm
mostra que, quando os termos de um polynomio am—=>bm--cm
téem um factor commum a, o poderemos supprimir em cada
um d’elles, e multiplicar o polynomio assim modificado por
esse factor. E’ isto que se chama firar ow por em evidencia
um factor commum. Esta operacéio ¢ de grande utilidade ; ser-
ve para ordenar qualquer polynomio em relagdo a uma let-
tra que existe com o mesmo expoente em muitos termos, Ef-
fectivamente, para ordenar (n.° 7)
adt+adrtar—BfRPe—bax2—2x

relativamente 4s potencias decrescentes de «, notaremos: 1.°
que a2 é factor commum aos dois termos a @2 b ?; 2.° que =
¢ tambem factor commum dos tres termos aa?, b2z, c?a.
Applicando .pois a regra precedente a estes dois grupos de
termos, daremos ao polynomio proposto a seguinte férma
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(a—b) x? - (02 4 b2 — ) & - a? — 63
Por analogia com 0s polynomios ordenados que téem coef-
ficientes numericos, cada um dos multiplicadores algebricos
a—>b, a® -+ 1* — ¢2, das differentes potencias da lettra prin-
cipal recebeu o nome de coefliciente.
Estes coefficientes tambem se podem escrever, em vez de
os incerrar dentro de parentheses, d'esta férma:

a|lx?|+a?|x+ ad
=7 AP e
5]

Quando tivermos de multiplicar o polynimio a —b ¢

. . m .
pelo monomio fraccionario —» procederemes ainda do mes-
n

. m . . . .

mo modo. Effectivamente, se — & multiplicador, multiplicar
. n

m r LIS B
a—b--c por — é dividir @ — b -}-¢ em 2 partes eguaes, o

n

a—b-+tec
que dd —+—a e multiplicar este resultado por m. Ora
n

a— c
pela defini¢dio de quebrado, e indicard que, tendo-ge
dividido a unidade em » partes eguaes, d’ellas se tomou nu-
a b e
mero egual a a —b-}-¢; isto & tomou-se — — — e — partes.
B
—b b e
e O N T leando
n )

n

Por conseguinte,

“s a b c » . . -
pois ——— - — por m, que é o primeiro dos casos anterio-
n n n
res, ter-se-ha
m o—btec @ SEh A e
(a—btco)x—=———Xm=(———+—|m
n n TR

a b ¢
=—Xm——Xm-+—Xm

n n n
m m m
=aX——bX—4e¢X—
n n n

Do exposto, deduziremos a seguinte regra: Multiplica-
se um polynomio por um monomio, € vice-versa, mulliplicando

-
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cada termo do polynomio pelo monomio, e sequindo o preceitua-
do para a multiplicagio de monomios.

21. Multiplicagio de polynomios. Seja o polynomio
(m—n—+p) a multiplicar por (a + b — ¢). Este ultimo terd
um valor 7’ se effectuarmos as operacdes indicadas pelos si-
gnaes entre seus termos. Reduz-se, pois, a questiio a multi-
plicar (m — n —+ p) por 7, isto é, & multiplicagiio de um po-
lynomio por wm monomio. Teremos, pois,

(m—n+p) }XT=mT—nT+pT
e restabelecendo em vez de 7' o scu valor, e effectuando as
operacdes, vird:
m—n—+p)T=mT—nT+pT=m(at+b—c)
—n(atb—c)Fplatb—e)

m—n—+tp)(@a+b—c)=am+bm—cm—an—bn—cn
+apt+bp—cp

ou, por ser arbitraria a ordem dos termos (n.° 6),

(m—n+p)(@a+b—c¢)=am—an+tap-+|-obm—bntbp
—cm-tcn—cp

D'onde se deduz a scguinte regra: Para effectuar a mulli-

plicacio de dois polynomios, multiplicam-se successivamente

todos os termos do multiplicando por cada termo do multiplica-

dor, conservando os signarcs do multiplicando quando o termo

do multiplicador tenha o signal - e mudando-os quando este

lermo tenha o signal —

Escholio I. Se nos dois polynomios considerarmos todos os
termos, tomados com seus respectivos signaes, como mono-
mios isolados, se depois multiplicarmos successivamente o0s
termos do multiplicando por cada termo do multiplicador, e
se depois sommarmos todos os productos parciaes, é eviden-
te que se obterd o mesmo resultado que pela regra anterior.
_ Bscholio II. Quando houver mais de dois polynomios a mul-
tiplicar, conviri obter primeiramente o producto de dois,
multiplicar em seguida este resultado por outro polynomio, o
novo resultado por outro, ete.

22. Dissemos (n.°* 7 ¢ 20) o que era ordenar um polynomio
em relagdo 4s potencias crescentes ou decrescentes de certa
lettra principal. Quando um polynomio contiver termos de
todps 0s graus, relativamente a essa lettra, desde zero até ao
mais elevado, chamar-se-ha completo. No caso contrario dir-
8e-ha incompleto.

O ordenar os polynomios em relagdo 4s potencias crescen-
tes ou decrescentes de certa lettra tem vantagens na pratica
da multiplicagfio, porque nos mostra a lei segundo a qual ha-
de proceder o producto.
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Exemplo: multiplicar a @3 - ba? - cax+-d por 2> {-px+gq
Disporemos o calculo como segue:
axd+ ba? 4+ cx +d
TR PO 6
; ax®+ baxt +cad Sdao?
Produetos Lapat Lbpad tepa2 tdpa

parciaes daqaxd Hbqgx? +cqx +dg
axb+b |oidc |a3-+d |a? f-dp|atdg
Praturel™® Lap| " Loy “Tep” 4
+agq| +bq

Como os dois polynomios factores estavam ji ordenados
relativamente 4s potencias decrescentes de z, collocdmos um
d’elles, o multiplicador, por debaixo do multiplicando; e, ap-
plicando a regra dada (n.° 21), multiplicimos cada termo do
multiplicador por todos os do multiplicando, obtendo os pro-
ductos parciaes, que sommados, deram, feita a reducgdo dos
termos similhantes, o producto total :
adb - (btap)at+t(ct+bptaqad+t(dtep+bga

. t@dptecqz+dg. i

Se os polynomios sdo incompletos, deixam-ge intervallos
para poderem collocar-se os termos similhantes uns inferior-
mente aos outros.

Exemplo. Multiplicar 4 @ m3 yt — bm 42 - ¢ y pelo polyno-
mio ay? -+ zy.

dam3yt—bmy?+cy
ay*+by
Productos)4 a2 m3 yb —abmyt+acyd
parciaes +4abmdys —BmyB+bey?

Producto(4 a?m3yS44abmdyb—abmyt+ac|y3tbey?
total . ... —2m
oud a2 mdyb44abmdyp—abmyt+ (ac—2m)y3+bey?

Quando os coefficientes das diversas potencias da lettra
principal sfio polynomios, segue-se ainda a regra geral aci:
ma exposta (n.° 21).

23. A’cerca da multiplicacfio algebrica faremos as consi-
deragdes seguintes :

Escholio 1. Se os polynomios que se multiplicam forem
homogeneos (n.° 5), seu. producto tambem o serd. Isto conclue-se
das regras supra-expostas com respeito ds lectras e aos ex-
poentes ; assim como tambem se conclue, para o caso sujeito,
que o grau de cada termo do producto deve ser equal ¢ sommé
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dos graus de dois lermos quaesquer do multiplicando e do mul-
tipheador-.

Este escholio & importante para que na pratica se conhe-
¢am ou descubram facilmente os erros, se os houver, de um
producto. Por exemplo, se n’um producto que deve ser homo-
geneo, a somma dos expoentes de qualquer termo for egual a
4, sendo 6 a de todos os restantes, haverd manifestamente er-
10 na somma dos expoentes; e far-se-ha, portanto, de novo
a multiplicagdo des dois termos gue deram o producto er-
rado.

Escholio II. Quando na multiplicaciio de dois polynomios
o producto nélo tiver reducgio de termos similhantes, o nume-
10 total dos termos do producto serd egual ao producto do nu-
mero dos termos do multiplicando pelo dos do multiplicador.
E’ consequencia da regra dada no n.° 21, e significa, por
exemplo, que se o multiplicando tem 4 termos, e o multipli-
cador 3, o producto ha de ter 12. Serve tambem este escholio
para nos advertir, pelo producto, se houve, ou uio, vmissio
na consideragiio de todos os termos dos factores.

" Bscholio I111. Quando no producto houver termos similhan-

tes, a reducgdo d'estes pdde produzir um numero de termos
menor do que o producto dos dois factores. Notar-se-ha, to-
davia, que ha sempre dois termos que se nio reduzem, ¢ sfo:
0 que provém da multiplicagdo dos dois termos do multiplican-
do e multiplicador que tenham expoente mais elevado na letira
principal, e o que provém da multiplicagdo dos dois termos dos
factores em que o expoente da mesma lettra seja o menor. Por
conseguinte, o producto de dois polynomios tem pelo menos
dots termos.

24. Como applicacdo da multiplicaciio algebrica, tratemos
de achar, pelas regras expostas, os productos

(@ +2) (a+0b) = (a+ b)?
(@ — ) (a—0b) = (a —b)?,
(a+0) (@ —b)=a*— D2

15 a +b
Colisthe
a?+ab
[t X i

a2l Qaibef 08 obivg shumdi vl i (d)
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a—b
a—b
a?—ab
: —ab+4- b2
R — 2ab -2 o.vivesianesees (B)
3.0 a-t+b
a—0b
a?+ab
st A o
a? R A OO o ()

A expresso (4) diz-nos que o quadrado da somma de duas
quantidades é egual ao quadrado da primeira, mais o dobro da
primeira mulliplicada pela segunda, mais o quadrado da se-
gunda.

Pelo resultado (B) conclue-se que o quadrado da differenca
de duas quantidades é egual ao quadrado da primeira, menos
o dobro da primeira multiplicada pela sequnda, mais o quadra-
do da segunda.

O producto (C) indica-nos que a somma de duas quantida-
des multiplicada pela. sua differenga é equal & differenga dos
quadrados das duas quantidades.

Estas proposigoes sio de toda a vantagem no caleulo alge-
brico.

25. Divisdo de monomios. Na divisiio dos monomios temos
de attender a quatro elementos, a saber: aos signaes, aos coef-
ficientes, 4s leltras e aos expoentes.

a) Signaes. A regra dds signaes é egual 4 analoga da mul-
tiplicagéio dos monomios; isto &, quando os dois termos téem
signal identico, o quociente é positivo; no caso contrario, ¢ ne-
gativo. A razdo d'isto é obvia, porque, como o dividendo &
egual ao producto algebrico do divisor pelo quociente, é cla-
ro que o signal d’este deve ser tal, que na sua multiplicaciio
pelo divisor, se reproduza o do dividendo. Por conseguinte di-
remos que—-: =i —t—=fg ot ——=—3 —: - —=—

b) Coefficientes. Se notarmos que o quociente de dois mo-
nomiog nao pdéde ser polynomio, porquanto o seu producto por
um monomio seria tambem polynomio, veremos que o coeffi-
ciente do quociente se obterd dividindo o coefficiente do mo-
nomnio dividendo pelo do divisor. Se a divisdo exacta for im-
possivel, o quociente indicar-se-ha escrevendo em férma de
quebrado os coefficientes do dividendo e do divisor.
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¢) Lettras e expoentes. Emquanto 4s lettras communs aos
dois monomios que se dividem, ellas figurardo uma 6 vez no
quociente com expoente egual 4 differenga dos expoentes dos
dois termos da divisdo. Se o expoente do divisor for, para a
mesma lettra, superior ao do dividendo, a lettra escrever-se-
lia em denominador, com expoente egual 4 differenca dos dois.
Exemplo: Dividir 25 a4 % ¢ d3 @t por b a? b2 d* 3. Teremos

20 at b2 ¢ d3ah

5 a? b d? 3

Dividimos o coefficiente 25 por 5, o que deu b, e escreve-
mos depois a? como quociente de at por a?; 1, (que nilo € pre-
¢iso notar) como quociente de b2 por b2; ¢, como quociente
de ¢ por 15 d, como quociente de d3 por d?; x, como quocien-
te de 2% por 23,

Tome-se outro exemplo, e seja o dividir 18 a% 42 m3pS por
6ad 03 m? p7, Teremos:

18 at b2 m3 p3 3m
6ad3m2p’  abp?

28. Divisdo de polynomios por monomios. Porque dois mo-
nomios multiplicados entre si nunca darfio um polynomio,
segue-se que o quociente da divisio de um polynomio por
um monomio ha-de forgosamente ser polynomio, e tal que,
multiplicado pelo monomio divisor, reproduza o dividendo.
Notando tambem que o dividendo é o producto do divisor pe-
lo quociente, e que a regra da multiplicagio de polynomios
por monomios nos diz que devemos multiplicar todos os ter-
mos do multiplicando pelo monomio multiplicador, segue-se
que para se obterem os termos do quociente temos de dividir
cada um dos termos do dividendo pelo monomio divisor. A di-
visdo de que se trata reduz-se, pois, 2 uma serie de divisdes
de monomios, devendo estas fazer-se tantas vezes quantos os
termos do dividendo. Exemplo:

Dividir 24 ? b2 — 15 a3 b2 22 - 24 a3b5a% |- 27 a2 bt por 8a b.
24 a2 12 — 15 a3 b? a? + 24 a3 b5 ot | 27 a2 b4

3ab

=8ab—5a2ba?+8a2bliat+9abd
Nilo fizemos mais do que praticar a regra da divisdo de mo-
nomios acima dada (n.° 25), d'onde concluiremos que, para
dividic um polynomio por um monomio, se dividirdo todos os

termos do dividendo successivamente pelo divisor.
_Igscizalio. Os casos de impossibilidade sio os mesmos da di-
Visdo de monomios j isto é, a divisdio serd sempre inexacta quan-

— - 5a2¢da, ounsimplesmente b a?¢da.
s I

Temos

e

=i ShES

R

e

e
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do houver no dividendo termos que nfio sejam divisiveis pelo
divisor.

2%7. Divisdo de polynomios. O quociente da divisdo de dois
polynomios pdde ser exacto ou inexacto. No primeiro caso a
divisdo repousa nos dois principios seguintes:

1.0 Se dois polynomios M e I, se ordenarem da mesma
férma relativamente 4s potencias de uma lettra principal, e
ge houyer terceiro polynomio P ordenado de modo egual, que,
multiplicado pelo segundo &, reproduza M: o 1.° termo de P*
obter-se-ha dividindo o 1.2 de M pelo 1. de N.

2.0 Subtrahindo do dividendo M o producto do primeiro
termo do quociente P pelo divisor IV, obter-se-ha um resto que
dividido por IV dard a somma algebrica dos termos restantes
de P.

D’estes dois principios dimana a seguinte regra:

Depois de ordenados o dividendo e o divisor relativamente ds
potencias da mesma lettra, divida-se o primeiro termo da es-
querda, do dividendo pelo primeiro termo da csquerda do divi-
sor, ¢ achar-se-ha assim o primeiro termo do quociente. Mulli-
plique-se esle termo por todo o divisor, e subtraia-se o produ-
cto do dividendo proposto. O primeiro termo do resto obtido, di-
vidido pelo primeiro termo do divisor, dard sequndo termo para
o quociente. Multiplicando o segundo termo achado por todo o
divisor, e subtrahindo o producto do dividendo, teremos novo
resto, cujo primeiro termo dividido pelo primeiro do divisor da-
rd terceiro termo para o quociente; e assum successivamente.

Exemplo. Seja o polynomio 6 a3 — a?b—12a 02, a divi-
dir por 2 a — 3 b. Disporemos o caleulo como segue:

Dividendo.... 6a3—a2b—12a 82| 2a—30b.. Divisor

—6a349a2d 3ar—+4ab Quociente
1.° 1esl0:0 10000 8a2b—12 ab?
—8a2b+12al?
2.0 resto.. ou .. 0

Os dois polynomios estdo ordenados relativamente 4s po-
tencias decrescentes da m>sma lettra a. Dividimos o primeiro
termo, 6 a3, do dividendo por 2 a, primeiro termo do divisor,
e obtivemos 3 a2, que multiplicamos pelo divisor 2a —3 b,
obtendo o producto 6 a3 — 9 a? b, cuja subtracedo do dividen-
do produziu o resto 8 a5 —12 a 0% O primeiro termo d’este
resto, 8 a2 b, dividido por 2 @, produziu 44 a b, que multi-
plicado pelo divisor deu o producto 8 a? b — 12 a b2, que sub-
trahido do 2.° resto deu zero.
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Démos ainda outro exemplo, € seju o pulynomio:
4t bt — 5 2 b2 a aividir por 2 +-2 a*+3ab

Ordenando os dois polynomios relativamente 4s potencias de-
aescentes de a, e dispondo o caleulo, como acima, vem:

4ot —bHazl 4 U Eﬁgab—{—bz
—dat—6ash —2a2b?|2a2 —3ab- b
— 6wl T2 )2 b
+6a3b+ 9atl? 4 3ab?
2020+ 3a b3 0
—2a2l2—3abd—00
0

Tanto n’este exemplo como no anterior, escrevemos 0s res-
tos ja con os signaes trocados para se poder effectuar a sub-
tiacgdu, como ordenn a regra da subtracgiio de polynomios.

28 Hscholw 1. Quando a divisio for possivel, isto ¢, quan-
dv houver para quociente um polynomio que multiplicado
pelo divisor reproduza exactamente o dividendo: o 1.° termo
do dividendo (ordenado do mesmo modo que o divisor) serd
divisivel pelo primeiro termo d’este; o mesmo suceederd aos
ultimos termos de ambos; e o resto serd zero.

Escholio 11. A divisio serd scmpre impossivel nos seguin-
tes cusos:

1.* Quando os termos primeiro e ultimo do dividendo ndo £6-
rem divisiveis por eguaes termos do divisor, suppondo 0s po-
lynomios ordenados do miesmo modo. )

2.2 Quando o primeiro termo de um resto ndo for divisivel
pelo primeiro termo do divisor.

8. Quando no decurso da operagio obtivermos termo de
grau inferior ao que deve ter o ultimo do quociente, relati-
vamente & lettra principal. Conheceremos a prior: o grau do
ultimo termo do quociente dividindo os ultimos termos do di=
videndo e divisor.

Escholio IT1. Dissémos que polynomios znéeiros em relaciio
4 umy lettra sfio 0s que nio a contéem nem em denominador
nem debaixo de radicaes. As regras acima-expostas, deduzis
das para estes polynomios, podem tambem applicar-se a po=
ynomios que se ndo digam inteiros relativamente a uma let-
tra, Daremos um exemplo.

7

Sy
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S 2 p 1
Seja o polynomio 1 - = 4 = | — q dividir por
20 wz ¢ wﬂ

1 1

T=bes

: r o2
Disporemos o ealeulo como se segue:

1 10 ]

'
|
8
i
P8
w

Como exemplo de divisdes impossiveis ou inexatas, dare-

+ a
mos o seguinte: ——TI—— Teremos
a-+4 0

................

m—— st st s s Attt e s
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Das fracedes algebricas

29. Vimos nos numeros antecedentes por occasifio de tra-
farmos da divisio de monomios que muitas vezes a divisfio
ge ndo podia fazer exactamente. N'este caso indicava-se o
quociente, e ¢ este quociente indicado que se chama fracgdo
algebrica: o dividendo ¢ o numerador; o divisor ¢ o denomina-
dor. :

80. Para simplificarmos as {racgies algebricas preciga-
mos demonstrar primeiramente o seguinte prineipio: qual-
quer fraccao algebrica néo muda de valor quando seus teymos
se mulliplicarem ow dividirem, simultancamente, pela mesma
quantidade.

Seja a fracedo < ueremos provar que S e it

et e - = B-+m B:m

4 e
cguaes a B Representa se o quociente B por @; teremos:

~

8a0

A
“B' = Q, d'onde 4 =D X< Q

multiplicando ambos 0s membros d'esta egualdade por m, vem
Am=DB Qm-==0Bm><Q
e dividindo ambos os membros por B m, tem-se

Am
Bm

§ Q ¢ Am A

SO0 0 — =5, femos = —~=

S et T I
; 4:m A
Egualmente se demonstraria que ——- = —
B:m B

31. Simplificar um quebrado é supprimir aos seus termos
08 factores communs. Esta operacio ¢ baseada no principio
do numero antecedente. Se os termos da fracgfio dada forem
monomios, facil serd a sua simplificacfio. Por exemplo para
; 24 a2 b3 el db a2
Bmplifichr=———r-r
3 02 bt
Veremos que 3, 2, ¢4, e 22 sflo factores communs aos dois ter-
mos, ¢ que portanto vird : .
23 d>a?  8a2bdd

3 02 cb ot c2a?
Quando os termos da fracgiio sejam polynomios, apezar
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de um pouco mais difficil e de exigir mais pratica, a simpli-
ficagdo effectuar-se-ha procurando os factores monomios ou
polynomios que os dois termos incerrarem.

Bal— 16a2b J-8ab?

Exemplo. Beja
4a3—4a2b

Este quebrado péde escrever-se
8a(u—2 ab + 0?%)
4 a2 (a — b)
E, notando que (a -~ b)2 == a? — 2 a b+ b2, teremos :
Ba(a?—2ab | b)) Ba(a—b)e

da?(a—0b) 4a%(a—0)
8 sle — 2(a—0b
e tambem: --igi——) vt I CIC o )
4a’(a—0b) 40z u
Seja ainda: :
et

Hat 4 —1
Fazendo a divisio a0 modo ordinario, resulta:
Sad—a2+ 5 Sz +4

e R
bazt4p—1 a4 4z~ 1
31, Reduzem-se quebrados ao mesmo denominador multi-
plicando os dois termos de cada um pelo producto dos denomi-
v o it s Uaet Bl gk oy e e
nudores dos outros. Kxemplo: Os quebrados —— —— ~—
Dl = 45 343 abe
reduzem-se a0 mesmo denominador d'esta férma:
3a2><3o:2><4bc 5[/!><4b2><4b¢, Tazw>x4b2>32?

4b2><3x2>\4bc 3 ax? > 4 b2 < 41;(, 4(/0/4b‘)<-5.b~
Jba bcm~ 601)70 b«lab‘y‘

4803¢ca?  A8Wcar 48USca?

Poderiamos reduzir estes, ou outros quaesquer quebrados,
20 mesmo denominador, reduzindo-0s ao menor dmomma(lm‘
commum. Para isto, achariamos o menor mulliplo commum dos
denominadores, e dividiriamos este por cada denominador, mulfi-
plicando em seguzda o0s dots termos de cada guelmdu_pelo quo-
ciente obtido.

Sejam, por exemplo, os quebrados

5a 3be dax

2 a2+ 2azw G(az—:ﬂ) 3(a—axp
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Decompondo em factores os denominadores, teremos:
224 2ax=2a(a-| )
6(a2—a?)=6(-+z)(a—2zx)
3(a—ax)

0 menor multiplo commum, devendo formar-se do producto
dos factores communs e nilo communs s expressoes dadas,

serd
6a(a+tz)(a—ax)?
¢, portanto, 0s quebrados propostos tornam-se em

15a(c—az)? 3abe(a—x)
6a(a+tafa—a)? 6a(@+ta)(la—ap
8a2x (a -+ x)

6a(a+t ) (a— x)?

Quando os factores se niio podem descobrir com facilidade,
procurar-se-ha o maximo divisor commum dos denominado-
res.

33. Operagoes sobre os quebrados. Addicéo e sublracgdo.
Formam-se ou subtraem-se quebrados que tenham o mesmo
denominador, sommando ou subirakindo os numeradores e dan-
do & somma, ou.differenga o denominador commum.

Effectivamente, pela regra da divisdo de polynomios por

b ot U v e T okt D RIS
monomios, § ————— =—— "=} _ ——
n O R )

Quando os denominadores das fraccdes sejam differentes,
reduzir-se-hdio estas ao mesmo denominador.

84. Multiplica¢do. O producto de duas ou mais fracgdes
obtem- se, multiplicando-as termo a termo. Sejam as fracgdes
mp i .

;, 7, & a cujos valores respectivos chamaremos ¢, ¢/, ¢\
Serd pois ’
m P i
P Tl SRy ¥ ) I i)
= =4, =q"
n r S
Por defini¢io de divisfio tira-se d’aqui:
i QS g e =3 g
Multiplicando ordenadamente estas egualdades, temos

mXpXt=gXqg XglXn><rx>xs
s mpt m ) t
d’onde —L—:qq’q”z—xz—x—
nre n T 8

85. Divisdo. Dividem-se quebrados por dois modos: ou
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invertendo 0s termos ao quebrado divisor, e praticando depois @
regra da multiplicagio, ou dividindo-o0s termos a termo. Isto 6,

m p
se os quebrados forem, por exemplo, — : — teremos
d p 2 n:. r

m p m_ e map

_____ N gk
P n:r

Effectivamente, chamando ¢ e ¢/ aos dois valores dos que-

brados, vem

d’onde m=—nq, p—rq
egualdades que, divididas ordenadamente, ddo
miant e
Dol Uogi 1T (el
r mr m
e d'aqui, multiplicando por —, temos —— = Ao
_ n Pl gt

RN T Seriet
Provado que  — : = = —, tira-se, dividindo ambos os ter-
n.r  pn
mos por p
mnr mripr m:p
nl)_ np:pr_n:'r
e portanto
m p m:p
n /g D nr

86. Expoente zero, ¢ expoente negativo. No n.° 19, lemma
3.0, dissemos que para dividir potencias da mesma base se
subtrahiam os expoentes. Por conseguinte, quando tivermos
que dividir, por exemplo, a™ por a®, seré, em virtude d’aquel-

am
la regra, e am—m = g% e como tambem, pela definicdo de

am
divisdo,— =1, serd a0 =1.
am -

Pela nociio que temos de expoentes, uma quantidade levan-
tada a zero nilo tem significagiio alguma; mas, pelo que fica
dito, convencionou-se considerdl-a como symbolo que represen-
te a unidade. A vantagem principal que resulta da admissio
d’este symbolo é poder-se considerar n’uma formula, que re-
solve ou é tradueedo fiel de qualquer problema, uma quantia
dade que desappareceria pela simplificacdo ou effectuado
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das ‘operagdes. Por exemplo, supponhamos que a expressio
25 at b2 ¢3

dadtre
certo problema, em cujo resultado nés queremos mostrar a
relaciio existente entre as quantidados a, b e c. Pela expres-
8do D a ¢?, ndo temos de considerar senfo as duas quantida-
des a e ¢; mas podemos ligdl-as com a quantidade b, intro-
duzindo-a na formula em virtude da convengio estabelecida.
Portanto, poderemos escrever, como formula que ligue as
quantidades dadas, a seguinte:
25 at b2 ¢3
e D A0vcE
S5adltc
Quando dividirmos a quantidade am por am--n, applicando
tambem a esta divisdo o principio do lemma 3.° do n.° 19,
ter-se-ha

=5 ac é a formula que traduz o enunciado de

qam
——— =gn—@m-| D —gm—m—n—g—n
alxl+n +
mas como tambem &, pelo mesmo motivo,

am am

concluiremos que

Temos egualmente de estabelecer outra convengdo para
este caso, visto como o que atraz fica dito dcérca de expoen-
tes ndo satisfaz para explicar o que seja um expoente nega-
tivo, que em absoluto se ndo comprehende. Estabeleceremos,
pois, em considerar, convencionalmente, nas quantidades ne-
gativas a faculdade de poderem servir de expoentes,intenden-
do-se que wmna potencia de expoente negativo é equal & unidade
dividida pela mesma potencia com o expoente Positivo.

Resumindo, temos, pois, que

Ad=1,eq—n=—
an
Das Equag¢des

86. Duas expressoes separadas pelo signal =, constituem
em geral uma egualdade, que se desdobra em identidade e
equagdo. A primeira, ¢ a egualdade entre duas expressoes nu-
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merieas, como 4 <5 -+ 6 =26; ou a egualdade entre duas
expressoes litteraes, sempre verdadeira qualquer que for o
valor attribuido 4s lettras que a formam. Exemplo: (@ -+ a)
X (@ —a) =a*>—a? Esta egualdade & sempre verdadeira
quaesquer que forem os valores de @ e de a. Equagdo, é a egual-
dade entre duas expressdes que involvam quantidades des-
conhecidas, s6 satisfeitas para valores particulares d’essas
quantidades. Exemplo 14 2 = 2. As quantidades desconheci-
das que entram n’'uma operagdo chamam-se incognitas, e cos-
tumam representar-se pelas ultimag lettras do alphabeto la-
tino, ¢, u, v, =, Y, W, € 2.

Grau de uma equagdo,cujos dois membros sejam quanti-
dades racionaes e inteiras relativamente ds incognitas, é a
major somma dos expoentes das incognitas no mesmo termo.
A equagio a2+ ba -+ c=0 é do segundo grau, por ser 2
o maior dos expoentes da incognita. Equagdo completa &
aquella em que figuram todas as potencias da incognita des-
de a primeira até 4 ultima ou grau de equagfo. Agsim a equa-
¢llo 22 4 p o+ ¢ =0 ¢ uma equagdo completa.

Chama-se equagdo numerica a que contém, juntamente com
as incognitas, expressdes numericas. Exemplo:

4
Bott3at—=5

Dir-se-ha litteral a equagdo quando n’ella houver, além das
incognitas, expressdes litteraes. Exemplo: 4 a ¢ - 5y == c.

Equacdes equivalentes sdo as que se satisfazem com os mes-
mos valores das incognitas. Por exemplo:

3 2
52 - Zm%7+g e 692=192
sdo duas equacdes do primeiro gran equivalentes, que téem

a mesma solugdo 1 l}
23
87. Equagoes do primeiro graw a uma incognita. Resolu¢&o.
Para resolver equagdes de qualquer grau sdo precisos os dois
geguintes prineipios:
1.° Uma equacdo ndo se altera quando se junia ow sublrae
aos seus dois m.embros a mesmu quantidade.
2.° Uma equagdo ndo se allera quando ambos os seus mem-
bros se multiplicam ow dividem pela mesma quantidade, com=
tanto que esta ndo seja funcglo da incognita.
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-—

No segundo principio fizemos a restricgio de ndo se dever
contar a incognita na quantidade que é factor ou divisor dos
dois membros da equagio, e esta clausula é necessaria, por-
que, se assin nio fosse, 0 nunero de solugoes poderia ser al-
terado.

Com effeito, seja a equagio

O e | S R e D O R DO (4)

Multiplicaundo ambos 08 membros pela quantidade f (z),

temos
F ()3} f () ==0.concoraormnnnnsnesaccs (B)

Para que um producto de dois factores seja zero ¢ neces-
gario e sufficiente que algum d'elles ou ambos, v sejam. Se
forem simultancamente

F(x)=0 e f(z)=0
& manifesto que os valores de =z, que tornam nullo ¥ (z), po-
dem niio ser eguaes 408 que anullam f (), o que implica
uma alteragio das selugdes da equagdo (4), nio sendo por-
tanto a equagio (B) equivalente & proposta.

Postos estes principios, passemos & resolugio da equagdo
do primelro grau.

Resolver uma equagio vem a ser separar wum s6 membro
e n'um s6 termo com o coefliciente unidade, @ incognita. Para
isto ¢ preciso transpor de um para outro membro os termos
conhecidos, o que se faz tomando por base 08 dois principios
supra-citados. Exemplifiquemos.

Towemos para resolver a equacio numerica

Sxt2=3x+44¢

Pelo primeiro principio, poderemos gubtrahir a ambos o8

wembros as quantidades 2 e 3, 0 que dard

bu —8w=4—12
o eflfectuundo

2x=2

~ Dividindo, em virtade do 2.° prieipio, ambos 08 membrog
por 2, vird

€

z=- =1, isto g =1

2.0 Exemplo. 402 — 4b == 660 +- 12

Tyanspondo para o primeiro membro os termos que tenham
a incognita, ¢ para o segundo 08 conhecidos, o que equivale
a subtrabir » ambos os termos 12z, e a juntar 4D, terewos

40z — 12 % = 660 +- 4D
928 o == 710D
¢, dividindo ambos 08 wnembros por 28,
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| 705 : j
| T=——— i
f 28

tl 25
' = eg

i Fscholio. Quando os coefficientes forem fraceionarios, a pri-
meira coisa a fazer é livrar de denominadores a equagio. Para
i isto procurar-se-ha o menor multiplo commum dos denomina-
il dores, dividir-se-ha por cada um o menor multiplo commum
achado, multiplicando-se depois o quociente obtido pelo nu-
merador do quebrado, nfio se escrevendo o denominador com-
mum, porque se suppde que se multiplicam todos os termos
por elle. ¢
3.2 Exemplo. Seja a equagio .
¢ |
S N T
RS Y DG
O menor multiplo commum?dos dengminadores é
22383 H2 T
visto como, decompondo os denomianadores em factores pri-
mos, se obtém 25 =52, 14 =2 X< T, 156 =3 > b, 4 = 22, Por-
tanto a equagdce dada transforma-ge em
PR3 XTXbdr —Rx<3x<H2x 2R Xx3>xbH2X T
=25 Tw+4 34521

ou
836 z — 300 2 |- 14700 = 280 = | 1575
836  — 300 z — 280 2 = 1575 — 14700
336 &z — 580 2 — 1575 — 14700
— 244 » — — 13125
dividindo ambos 08 membros por— 244, obtém-se
— 13125 193
o — ot D
— 244 244
isto &, . 193
| == D
| 244

4.° Exemplo. Seja a equagdio
bz 4o T 1_?33

I
4 eot g ol STl S i

12,3 BBy t

O menor multiplo commum d'estes denominadorcs é 24;lo- |

go, practicando como acima se ensinou, vird i
10 2 —32 2 — 312 = 21 — H2x "
102 —32 @ J 52z = 21 + 312

30 & == 333
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33 111
30 10
e finalmente
o=—=111
5.0 Exemplo. Seja a equagio litteral
ax 2z 4bc2xz DHad 2c?
———+44a= —— 1+ — 3%
b ab ad b2 a

0 menor multiplo commum dos denominadores é evidente-
mente a3 b2. Applicando pois a regra 4 equacio dada, vem
abr—2atbRet4aib2=4bBc’ s —>5ab

+2a2l?c2—3 a3}
ou
b —2a2bx —4W3ctae=—4at®—5adb
+2a2b2¢2 — 3 a3 b3
(@b —2a2bc2—403¢) =—4all>—5ab

+2a2l?c?— 8adbd
—4ai2—5Hab2a2b2c2—3addd

: "o alb—2a2bc>—4b3c?
) 6.© Exemplo. Resolver a seguinte equagio
(a-0) (x— D) 3 dab—b? aw?—ba
Nt T L MW T b lgl o e AV %
a—b a-+b b

liveando de denominadores, ter-se-ha
bla+br@—0b) —3ab(a@®—b)=0b(a—10b)(4ad—10?)
— 20 (a2 — 1)+ (a2 — 1?) (a® — bx)
effectuando as multiplicagdes indicadas
wbrt2ab?et+Br—ab2—2al3—0i—38a3b4-3al3
=42 2—ald—4ald-0t —2a2bax+|203x 4 at
—a?R—arbx | bdx;
transpondo e reduzindo
da2bpt2a2e—203c—=4a202—6ald3 201 3a3b-}-at
|| tirando @ como factor commum
b(Aa2+2ab—20%)z=4a21?—6a’b {244
+3a3b+at
e finalmente
420> —6ald+20143a3bat
X =
b(da*+2ab—20%)
expressdo que se nfo pode reduzir a polynomio inteiro.
De quanto acima se expoz, poderemos assentar a seguinte
regra :
Para resolver uma equaciio do primeiro grau, deve-ze: 1.°
comegar por livrar de denominadores, se 0s houver, a equagdo,
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e effectuar nos seus dois membros todas as operagoes algebrics f
que se apresentarem, obtendo-se assim uma equagdo cujos dois f
membros sao inteiros; 2.° transpor- para um membro (usual:
mente para o primeiro) todos os termos que contenham a inco-
gnita, e para o outro, os termos conhecidos ; 8.° reduzir a um s
todos os termos affectos de x, se a equagdo for numerica; e se for
algebrica, formar com todos estes termos um producto unico com-
posto de dois factores, sendo um d’elles x, e o outro a reunido
das quantidades que multiplicam x, reunidas com o0s respectivos
signaes; 4.° dividir finalmente, os dois membros da equagdo pelo
coefficiente da incognite (monomio ou polynomio), e effectuara
divisdo, se possivel for.

88. Lquagdes do primeiro graw a mats de uma tncognita,
Systemas. Chama-se systema de equagdes a um grupo de equa-
«¢oes que sflo satisfeitas pelos mesmos valores das incognitas,
listas equacdes chamam-se stmultancas. Os valores que, sub-
gt'tuidos pelas incognitas, transformam as equagdes em iden-
tidades, dizem-se solugdes do systema. Systemas equivalentes
sd) os que téem as mesmas solugdes.

Quando haja que resolver duas equagdes do 1.° grau que
contenham duas mcogmtas, o meio empregado consiste em
climnar uma d'ellas, isto ¢, em deduzir das duas equagoes
dad s outra que nio contenha essa incognita, e d’onde se pos-
sa trar o valor da incognita restante. Varios methodos, que
passamos a expor, se empregam para effectuar essa eliminacio.

89. Primeiro methodo: eliminag@o por comparagdo. Sejam
as duas equagdes

S = ARSI (il
2= Dl R S e (2)

Considercmos @ ¢ 7 como dois numeros que, postos em ver
d’estas mesmas lutms, satisfazem as equacdes dadas. Racio-
cinaremos entao sobre ellas como sobre identidades. Das equa-

gles (1) e (2) tira-se:

T4
7='—T)‘——...(3)
29— b @
Y e s hake w Mot eV ale tazadens
9 )
e, porque estes valores devem ser eguaes, tem-se

Tats 2-—baz

3 2 ‘
Alean¢dmos, pois, uma equacio do primeiro grau a uma in-
cognita, que ji sabemos resolver. Applicando 4 equacdo (6)

i B b )



ALGEBRA ELEMENTAR 35

03 methodos e regras supra-ensinadas, ter-se-ha successiva
mente
Tx4+4 22—b5z
3 2
142+ 8=66—152
1424 152=066 —8

29 2z — 58
58
Pi==s
29

r—2

Substituindo este valor de @ n'uma das duas expressoes de
y acima escriptas, acharemos o valor d’esta incognita. E’ alids
evidente que fazendo esta substituigio n'uma ou n’outra, se
deve obter o mesmo resultado, porque o valor de @, tendo si-
do deduzido da equagio (5), deve tornar em identidade os dois
membros d’esta, que apenas sfo as duas expressoes de y de
que se trata. Substituindo, portanto, na primeira, vem

T<24+4 18
3 3
Sio, pois, as solugbes do systema
z=—2
kipe=

Pelo modo como estes valores se acharam tem-se a certeza
de que convém 4s duas equacdes dadas. Effectivamente, el-
les convém 4s equacdes (3) e (4); e como estas, livrando de
denominadores e transpondo para o primeiro membro os ter-
mos em 2, se reduzem 4s equagdes propostas (1) e (2), segue-
se que os valores de @ e de ¥ devem tambem satisfazer a es-
tas equacdes.

Esta ultima observacdo era necessaria porque, para chegar
08 valores &= 2, y = 6, suppoz-se que havia valores de x
e de y que verificavam as duas equacdes dadas, e nada de-
monstraya que esta hypothese era verdadeira. Restava ainda
pois examinar se os valores de z e de y satisfaziam realmen-
te ds duas equacdes.

Lom este fim poderiam ter-se substituido os valores de e
Y iImmediatamente nas equagdes, para ver se estas se tornavam
ém identidades. E’ isto, com effeito, o que se d4; porque por
esta substituicfo, a primeira torna-se em

3X6—Tx2=4,0ul8—14=4,0us=4
© a segunda :




BIBLIOTHECA DO POVO

(2 6)+ (5><2) =22, ou 12 -+ 10 = 22, ou 22 =22
40. Sequndo methodo: eliminagdo por substituicdo. Este me-
thodo consiste em tirar o valor de uma incognita de uma das
equagdes, e substituil-o na outra. Seja o systema:

A — Dt o et (1)
B AT =l G s SR Dt (2)
tirando o valor de «, por exemplo, da primeira equacio,e
: 7459 T4 5y
substituindo-o na segunda, vem z = ———t—‘/» e3Xx g

4
—+ 2y =29. Resolvendo esta equagia pelos methodos sabidos,

VRHGY T St substituindo este valor em (2), vird, resolven-

1 :
do em ordem a @, = 59 sendo, por conseguinte, as solu-

Ses d ! o 1R 15
goes do systema z== 7o~ ey = o2

41. Terceiro methodo: eliminagdo pela reducgdo ao mesmo
coefficiente. Para empregar este methodo de eliminacfio é mis-
ter reduzir primeiramente as equagdes 4 forma a z 1 by =¢
Vé-se entllo que, se uma das incognitas em qualquer das equa-
¢des tivesse o mesmo coefliciente, se poderia eliminar esta in-
cognita subtrahindo membro a membro uma das equagoes da
outra, ou junsando-os quando os coefficientes da mesma in-
cognita fossem signaes contrarios. Obter-se-hia d’este modo
simplesmente uma equagio a uma incognita (a que se nio
eliminou), que j4 sabemos resolver. E’ evidente que se uma
incognita em duas equagdes de qualquer systema ndo tivero
mesmo coefficiente, se poderd levar a tel-o, multiplicando 03
dois membros de cada equaciio pelo coefficiente que esta in-
cognita tem na outra equacdo.

Seja o systema

S =— U R S5, AR 1)
Bios 3P ig T BE R o (2)

Se quizermos obter primeiramente o valor de z, eliminare-
mos y. Para isto multiplicaremos a primeira equacfio por 3
(coefficiente de y na 2.2), e a 2.2 por 2 (coefficiente de y nd |
1.2), obtendo .

R BT R R e I o (2)
10 2 -=69— 2T s ok e Sejere aa()
Subtrahindo (2) de (3), temos
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z=15
que substituido em (1)da3<1542y=14
41

ou2y=4—45=-—-41,y=-—5-

49. Resolugdio de qualquer mumero de equagbes a qualquer ;

aumero de incognitas. Sejam as tres equagdes

4o —8y+22=40 .c..c..n. T e (1)
b+ 9y—Tz=47 ..c..ve.. S ARt ()
9g— 8y —8z=9T .coiereroeri: S (3)

Por qualquer dos methodos expostos poderemos eliminar a
incognita z entre a primeira equagio e cada uma das outras.

Empregando-se a reducgio, tem-se :

88— 8y —BT4 sievivainrrornaenvenns (4)
8000 1Ty = 314 sr -amsnomornsassnonsesidD)

Eliminando 7 entre estas duas equacdes vird, empregando
a reducgdo
356 22 — 8560, d'onde =10

Substituindo este valor em (4), ter-se-ha

380 — 3y = 374, d'onde y =2
E, pondo finalmente 08 valores de 2 e y em (1), tem-se
40 — 6+ 2z =40, d'onde z2=38
SAo, pois, as solugdes do systema
x—10, y=2,2=38
' evidente que estes valores sdo os unicos que possam sa-
tisfazer 4s tres equagdes propostas. Para nos certificarmos,
& preciso observar que, pelo modo como estes valores se ob-
tiveram, elles devem satisfazer 4s equagdes (1), (4), (5). E,
sendo a equacio (2) consequencia das equagdes (1H)ed)ea
equagio (3) consequencia de (1) e (5), os valores de &, ¥, 2
que verificam as equagdes (1), (4), (5), nilo podem deixar de
satisfazer 4s equagoes (1), (2) e (3)-

43, Do exposto podemos assentar a geguinte regra:

Para resolver muitas equagoes do 1.2 graw em numero equal
ao das incognitas, elimine-se uma incognita entre uma d’estas
equagdes e cada uma das oulras, obtendo-se assim novas equagoes
que conterdio uma tncognita menos, que serdio em numero egual
ao das incognitas restantes, € que serdio tambem do 1.° gra.
Operar-se-ha, sobre estas equagdes como sobre as primeiras, isto
é eliminar-se-ha wma incognita entre uma das novas equagoes
¢ cada wma das demais. Continuando d’este modo sempre,

’

obter-se-ha wma equagdo do 1.° graw a uma 0 tncognita.

—

s

spanes

=



BIBLIOTHECA DO POVO

Dlesta tirar-se-ha o valor da incognila que ﬁcou, valor que,
substituido nas equagdes precedentes, permittird obter os vals-
res das outras incognitas.

Escholio. Quando houver factores communs a todos os ter

~mos de uma equac¢lo, é conveniente supprimil-os para se

operarem calculos mais simples. Exemplo :

10x—20y - 30z= 60
84129 — 162 =- 80
97@—183/ -+ 45 7 — 234

Este systema pdde tornar-se no seguinte, dividindo a pri-
meira equagio por 10, a segunda por 4, e a terceira por 9

z—2y-43z= 6
20+3y—42=20
3x—2y+5z=26

Resolvendo pela regra exposta, tem-se os seguintes valores
ou solucdes do systema: o =8, y =4,z =2.

44. Quando todas as incognitas nfo intrarem em cada uma
das equagdes, o processo simplifica-se por haver eliminagdes
a menos, seguindo-se a regra geral. Tomem-se por exemplo as
quatro equagdes

Tuw—132=87
3u + 142 =57
10y — 8a=11
22— 117 =50

Eliminando-se % entre as duas primeiras, a equagio resul-
tante s conterd @ e z; e portanto, juntando-a 4 ultima, te-
remos duas equagoes que dardio a conhecer estas duas inco-
gnitas. As equagdes sio:

982 + 392 =138
2¢ —11z= 50

Eliminando 2 pelo methodo de reduccio, obtem-se z = —4,
que, substituido em 2 2 — 11z = 50, d4 @ = 3. Substituindo
estes dois valores na 2.2 e 3.2 das equagoes dadas, acharemos
w=D5, y=2. Sio, pois, as solu¢des do systema

=0l == =l

45. Quando o numero de equagdes for superior ao das in-
cognitas, separaremos tantas eqm(;ues quantas incognitas
houver, equacoes que dario, salvo excepedo, um systema unico
de valores para essas incognitas, os quaes, depois de achados
substituiremos nas equagGes restantes para cxaminar se elles
satisfazem tambem a estas. Ora, salvo o caso d’estas equa-
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¢ies terem sido escolhidas de forma particular, € natural
que ndo haja valores que simultaneamente satisfagam a todas
g8 equagdes do systema.

Se o numero de incognitas, pelo contrario, for superior ao
das equagdes; se forem, por exemplo, as incognitas einco, ¢
gs equagdes tres, poderemos dar a duas d’ellas valores arbi-
trarios, ¢ calcular pelos methodos sabidos os valores das res-
tantes. Mudando os valores das duas primeiras incognitas,
teremos outro systema de valores, e agsim indefinidamente.
Serd todavia, preferivel nfio attribuir valores particulares a
neshuma das incognitas, ¢ resolver as equagdes como se duas
d'ellas (na hypothese sujeita) forem quantidades dadas. D'este
modo resultardio formulas para as tres incognitas, em que in-
trardio as outras duas, e que fardio conhecer os valores par-
ticnlares das segundas.

48. Equages de condigio. Seja o systema

otfy= a )
Qx—y= b
2y—x=2 ‘La
2y —ax=3b0+1

Regolvendo as duas primeiras, acha-se

a-+0b 2a—b

I Sy /1)

N et P

3 3
¢, substituindo estes valores nas duas ultimas, vird
2a—b a-+b
3 < —— =2 +a
syl e ey
>3 —— =38b+1
3 3

Se 0s valores de @ e b satisfizerem #s equacdes (B), 03 de
@ ey satisfardo 4s equagdes (B). B este o motivo por que as
equagdes (B) se chamam equagdes de condigdo, visto exprimi-
rem ag condigies a que devem satisfazer os coeflicientes a e
b para ser possivel o systema (B).

47. Chama-se equagdo smpossivel a que se nio pode satis-

fazer por qualquer valor da incognita.
_ Um systema ¢ impossivel, ou as equagdes (uc o formam sdo
incompativeis ou contradictorias, quando todas simultanea-
mente se nilo podem satisfazer pelos mesmos valores das in-
cognitas.

Em geral a impossibilidade de uma equacdo manifesta-se
pela formula m =0,
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Quando qualquer valor de uma incognita satisfaz a um
equagdo, esta diz-se indelerminada. A indeterminacio mani

: 0
festa-se pela formula 0 =0, on @ = B

Um systema é indeterminado ¢uando tem numero infinii
de solucdoes.

48. Problemas do 1.° grau. Resolver wm problema & acha
os valores que devem ter as quantidades desconhecidas que
n’elle entram, quando as conhecidas as determinam.

A resolugiio de um problema consta de tres partes: 1ag
sua traducgdo por uma equagio; 2.2 a resolugio d'esta; 32a
gua discussio.

Por um problema em equagilo, é representar por uma o
muitas equagdes as relagbes dadas entre as incognitas e as
quantidades conhecidas. E’ a parte mais difficil, em geral, e
que demanda muitas vezes grande concentra¢io de espirito,
e sempre uma pratica mais ou menos longa e bem dirigida,
Para o conseguir, representam-se as incognitas por lettras,
e as relagbes entre ellas e as quantidades conhecidas pelos
signaes que a algebra consagra para tal fim. Daremos alguns
exemplos para esclarecer o que dizemos.

1.° Problema. Um pae tem 40 annos em 1841, e seu. filho tem
15. Pergunta-se quando serd « edade do pue dupla da do fi-
tho?

Para resolver este problema, raciocinaremos que deve de-
correr certo numero de annos para que a edade do pae se-
ja o dobro da do filho; e, suppondo o problema resolvido,
chamaremos a esse numero de annos 2. Entdo é manifesto
que quando se der este facto, a edade do pae serd, nio 40,
mas 40 +a; e a do filho, 15+ 2; e, como em virtude do
enunciado a primeira edade é dupla da segunda, segue-se que
teremos : <

40+ 2 =2 (15 + x)

40+ 2=30+22
40—30=2z—=
W=z :

Serd portanto dez annos depois de 1841, isto & em 1851,

que a edade do pae dobrard a do filho. Effectivamente, em
1851 o filho terd 25 annos e o pae 0.

2.0 Problema. Decompor wm numero em duas partes taes que

a sua somma seja A ¢ a sua differenca B, Sejam x ¢ y as duas

partes que pretendemos calcular. Pelo enunciado, tem-se

que resolvida da
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Zty=a
c—y=2>

i

| Resolvendo este systema pela regra sabida, obter-se-ha

a+b
R

a—b
Yere

3.2 Problema. Uma lebre persequida por um galgo tem, em
relagiio a este, uma deanteira de 60 passos. A lebre dd 9 pas-
w08 emquanto o galgo da 6; mas 8 passos do galgo valem por 7
da lebre. Quantos passos dard o galgo para alcangar a le-
bre?

Representemos o caminho (seguido pelos dois animaes) por
uma linha recta X ¥, indicando G' o ponto em que se acha o

galgo
x G. 60 passos. L. x passos. E. y

. quando a lebre estd em I, e E o ponto em que o primeiro
- aleanga a segunda. Pelo problema sabe-se que a velocidade
do galgo é de 6 passos, e a da lebre de 9; e, porque 7 passos
da lebre correspondem a 8 do galgo, teremos que, represen-
tando por o numero de passos que a lebre tem ainda de dar
para ser alcangada pelo galgo, este numero @ se reduzird a
passos de galgo pela seguinte proporgio

3
e oiss ~o Passos de galgo
0 eaminho, pois, que o galgo tem de percorrer para chegar

20 ponto X, é de T (60 + ) passcs, durante o tempo em que a
3z
lehre tem de dar 3

Sabendo pela physica que o espago dividido pela velocida-
dedd o tempo, e porque este & egual tanto para a lebre co-
o para o galgo attingirem %, teremos a seguinte equacdo,
reduzindo a velocidade da lebre a passos do galgo
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3(604+2) 3z
S e que resolvida d4

a6 g
60tz =z
T4 S |
540 Yz —1d
540 =H 2 '
H40
T==
5
o;=108

2
Terd por conseguinte o galgo que dar 46 3 passos para al-

cancar a lebre.

4.° Problema. Dividir 82 em duas partes laes que a somma
dos quocientes, resultantes da divisdo da primeira parte por fe
da segunda por 5, seja equal a 6.

Representemos por 2 ey as duas partes. Pelo enunciado
do problema, teremos as duas seguintes equagdes

Ak
6 5 5 °
x| y=32
Resolvendo este systema pelo methodo de reducgiio, vem

S5z -+ 6y =180
@ Y= 382
ba | 6y =180
eliminando % 62 | 6y=192
ci—2

Sendo z =12 uma das partes, a outra serd 32 — 12 = 20.
Este problema poder-se-hia ter resolvido por uma s6 equa-
¢ilo, d’esta forma. Sendo « uma das partes, a outra serd evi-
dentemente egual a 32—, e portanto pelas condiges do
enunciado, tem-se
z 32—z

6 )

que resolvida, da
Ho 4192 — 6 z =180
—x=—12
T —iZ
e por conseguinte, serd uma parte egual a 12, e a outwd
egual a 20.
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Das desegualdades

49. Quando duas quantidades ou expressdes estfio separa-
das pelos signaes > e <, formam uma desegualdade.

Antes de estudarmos algumas propriedades relativas s
lesegualdades, apresentaremos o seguinte

Lemma. Quando wma quantidade a for maior do que b, a
wa differenca b — a serd positiva, isto ¢, maior do que zero.

Examinaremos os casos em que a € b tenham o mesmo si-
mal, € signaes contrarios. Se ambas aquellas quantidades fo-
i positivas, ¢ evidente que, tirando & quantidade a a par-
fe b, ficard um resto positivo e portanto maior do que zero.
Quando @ e b forem negativos, ter-se-ha, representando-os
por--m, € por — 7

a—b=(—m)—(—n)=n—m

Quer isto dizer que, sendo a > b, ou—m >-—mn, o valor
mmerico ou absoluto de » é superior ao de m, e que por con-
seguinte » — m ¢ uma quantidade positiva ou maior do que
210, 0 que significa que a— b tambem o é. Se por acaso a for
pusitivo e b negativo, isto é, se b tiver o valor —m, ter-se-ha

a—b=a—(—m)=a-t+m

¢ porque @ -+ m & quantidade essencialmente positiva, serd
t—b>0. Se fosse a negativo e b positivo, a desegualdade
i—b>> 0 era absurda, pela nogio j4 dada de quantidades ne-
gativas.

60. Para se resolverem desegualdades de qualquer grau,
tssentaremos os seguintes prineipios fundamentaes:

12 0 sentido de uma desequaldade ndo se altera quando se
Junta ou subtrae a mesma quantidade @ ambos os seus membros.
Isto é evidente, porque tendo, por exemplo, a desegualda-
6 a>>b, ou a— b >0, juntando a mesma quantidade m, e
sibtrahindo-a a0 primeiro membro, teremos
a—0b>
a—b+m—m >0
(a—+m)—(b+m) >0
a—-+m>b-+m
¢ tambem (a-—m)— (b—m) >0
o a—m >b—m

2° Néo se altera o sentido de uma desequaldade quando seus
nembros se multiplicarem ow dividivem pela mesma quantidade
Psitiva. Perque, sendo a > b, serd
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a—b5>0
(@—0) ¢ >0, 0u (a—2b):c>0, sendo ¢ positivo, e
ac—be>0,ou i—-—>0
(7 C
b
d’onde ac>be, ou e
[ (4

Com o auxilio d’estes principios poderemos effectuar a trans.
posicdo dos termos de um membro de uma desegualdade par
outro, trocando-lhes os signaes, 4 similhanga do que se pr-
tica com as equagoes.

51. Sommaremos desegualdades do mesmo sentido, membi
a membro. Sejam para sommar m >n, p >>q, € r > s, tereme

m—n>0,p—q >0 r—s
e, como todas estas quantidades sfio positivas, sel-o-ha tam.
bem a sua somma, portanto
m—mn-+p—q+r—s>0
m—+p+r)—@n+qg4s)>0
mAtptr>ntqts

Escholio. Desegualdades de sentidos differentes nfio obede-
cem a regra alguma para se sommarem. :

52. De uma desegualdade tirando outra do mesmo senti-
do membro a membro, obter-se-ha uma desequaldade do senli-
do da primeira. Isto é, se tivermos a > b e m <n, tem-t
a—m _>b— n. :

A raziio é obvia, sendo a >0, e m < n, serd

a>b

n_>m
Sommando-as (n.° 51)

a+n>b+4m

a—m >b—n

Escholio. Desegualdades do mesmo sentido, nfio téem regts
para se subtrahirem.

53. Multiplicam-se desegualdades do mesmo sentido en-
tre quantidades positivas, multiplicando-as membro a mem
bro.

Tendo, por exemplo, que multiplicar entre si as desegual:
dades m —>n, e p > ¢, o resultado serd mp > n q. Effectiva:
mente, sendo m >n, e p > q, e m, n, p, ¢ quantidades posi:
tivas, serd

ou (n.° 50)

mp>npenp >ng
e portanto m p >>n g, porque se for mp >nq, e np >ug
¢ claro que serd mp >nq.
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Bscholio I. Desegualdades de sentidos differentes entre
qpantidades do mesmo signal, ou desegualdades do mesmo
wifido entre quantidades de signaes contrarios, ndo obede-
#m 4 regra acima dada.

Fscholio II. Quando os termos de uma desegualdade se
miltiplicarem ou dividirem pelo mesmo numero negativo, a
{segualdade mudard de sentido. Isto ¢, sendo a >> b, se mul-
fiflicarmos ambos os membros da desegualdade por m, sendo
numa quantidade negativa, ter-se-ha am < bm. Com effei-
in,se for @ > b, serd @ — b > 0, e portanto positivo. Multi-
jlicando ou dividindo @ — & por uma quantidade negativa, o

mducto (@ —b) > m, e o quociente ——— serdo negativos,
m

¢por conseguinte menoves do que zero. Liogo (a— &) >< m <0,

wam—bm < 0,0 que dard am < bm, Para o caso da di-
a— a b

yisio, serd tambem ~——— <0, ou ~- —- <03 o que pro-

m Lo m

a0 0
oz — < —
m - m

Bscholio ITI. Quando todos os termos de desegualdades
qie devam multiplicar-se forem negativos, ainda se multi-
plicarfio segundo a regra enunciada; porque podem reduzir-
it a0 easo considerado, multiplicando por — 1 todos os seus
ldne(;nbros, e invertendo (Escholio IT) os sentidos das desegual-
ades.

54, Dividem-se ordenadamente duas desegualdades de
sentidos difterentes, dividindo-as membro a membro, e collo-
tndo o signal a favor ou no sentido da primeira, na hypothe-
#de todos os termos serem positivos.

Isto ¢, sendo m >n e p < q, serd

m n

A
Efr_‘ec@ivanwnte, sendom >n, e p< q, serdm >n e q >p.
Multiplicando estas desegualdades segundo a regra, serd
m n

mg >ng, on — >
9" p

Lischolio I. Nio ha vegra para se dividirem ordenadamente
desegualdades do mesmo sentido.

Bscholio I1. Se os termos m, n, p, q forem todos negativos,
multiplicando-os a todos por — 1, poder-lhes-hemos applicar
dregra supra-dada.
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55. Como corollario do principio exposto nos n.°* 53 e 5l
e seus escholios, estabeleceremos o seguinte: '

1.2 Podem elevar-se & mesma potencia os dots membros de um
desegualdade, se elles forem positivos. ‘

2.0 Se os dois membros de uma desegualdade forem negativo
poderemos elevdl-os ¢ mesma potencia, quando o expoente des |
ta for impar.

3.0 Se os dois membros de uma desequaldade forem negativy
poderemos elevdl-os a wma potencia indicada por wm expoen;
par, trocando o sentido & desequaldade.

4.0 Se os dois membros de uma desegualdade séo de signau
conlrarios, poderemos elevdl-os & potencia indicada por expoe
te impar, conservando o sentido da desequaldade.

5.0 Quando os dois membros de wma desequaldade forem d:
signaes contrarios, e quizermos elevdl-os a uma potencia dees
poente par, ndo poderemos pre-estabelecer qual serd o sentidodi
desegualdade resultante.

6.2 Pdde extralir-se a raiz de qualquer graw aos dois men:
bros de uma desegualdade, se ambos forem positivos ou ambos |
negativos.

56. Resolugdo de desequaldades. Resolver uma desegualda
de em relacio a uma lettra, é isolar esta n’um sé membro da |
desegualdade e n'um s6 termo com o coefliciente unidade
D’este modo, intender-se-ha que resolver uma desegualdade
em z em ordem & esta variavel, é determinar-lhe o limite do
valor, limite que importa a verificagiio da desegualdade.

Daremos alguns exemplos.

1.0 Achar o valor de x que satisfuz simultaneamente as dua
desegualdades sequintes :

T il
2~ ;2 D> % z+5
@ 3
5 +1> Z xz—6
Desembaragando de denominadores, teremos

6zt 3 224 30
4420 >152—120

ou, effectuando as reducgdes, 4 2 > 27 ouz > Z

¢ da segunda
: 140

11
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14
Por conseguinte, @ estd comprehendido entre 27 e e Se

o for inteiro, 86 poderd caber-lhe algum dos numeros 75859,
10, 11, 12, porque sdo sémente estes os valores inteiros com-
27 140

hendidos entre os limites — e ——
prehen n m 1 ¥

9.0 Quaes siio os vabores de x e y que satisfazem as seguintes
desegualdades :
y—3 y—2_ = Y
4 5 5

3y—ac+1 x —
2 > 3

A
m_.— —_—
4 Yy

Resolvendo em ordem a x, teremos
z>—14y -+ 23; x<%y+ 2; 2 >8y—12 .... (4)
Da primeira e segunda deduz-se
%y+2>-—14y+23 Sei el (1)
e da segunda. e terceira

9
:r)_y+2>8y——12 T )

portanto, resolvendo ‘as desegualdades (1) e (2) que 86 con-
téem y, vem
105 70

y>ﬁ y<3—1

Poderemos attribuir a 7 valores comprehendidos enfre es-
tes dois limites. Substituindo um d’estes valores em todas as
desegualdades (4) obter-se-hdo limites para 2 correspondentes
a esse valor de y. Para outros valores de 7, resultardio novos
limites para 2. .

32 Provar que a media arithmetica dé duas quantidades
¢ superior G sua media geometrica. Isto & demonstrar que

at+0 =
9 >\/a. b, sendo a e b as duas quantidade), ambas po-
2
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sitivas. Reduz-se a questdo a demonstrar que

a+b
2
mesmo denominador esta expressio vem

a+b—24/abé>0

que se pdde escrever
2 e =50
<\/a> —2\/ab—f—(\/b)>0
notando que o primeiro membro é egual a( a — b,

(V3 =2/ () = (o)

Ora, como um quadrado é sempre uma quantidade positiva
e portanto maior do que zero, segue-se

(\/a—\/b) e L T R
a—~|<b>2\/a

ab> 0. Reduzindo ao

Das equacoes do segundo graun

57. Antes de passarmos 4 resoluciio das equagdes do se-
gundo grau, demonstraremos o principio seguinte:
A ravz quadrada algebrica de wma quantidade tem unica-
mente dois valores, equaes e de signaes contrarios.
Porque raiz quadrada de uma quantidade é outra que ele-
vada ao quadrado reproduz a primeira, segue-se que, se ti-

vermos
=4

@, terd dois unicos valores, eguaes, um positivo e outro ne-

gativo.

Represente-se por m o valor arithmetico de \/A, visto co-

mo sendo 2= A4, poderemos pelas regras da arithmetics
achar o numero positivo que levantado ao quadrado produzs
o2 Ter-se-ha pois

22 = m?
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E,porque a differenga de duas quantidades eguaes € zero, se-
gue-ge que serd
22—m?2=0
ou

(x +m) (@ —m) =0

Para um producto de dois factores ser zero, & necessario e
aufficiente que algum dos dois factores o seja. Por conseguin-
g, para @ +m =0, vemz = —m; e para z—m=_0, vem
5= m. Logo « terd dois valores eguaes a m, um positivo,
¢ outro negativo.

58. Resolugdo da equagdo. Serd do segundo grauuma equa-
¢io & uma incognita, quando for 2 o maior dos expoentes da
incognita em qualquer termo. Uma equacdo do segundo grau
a uma incognita s6 poderd conter tres especies de termos, a
saber: termos do segundo grau, termos do primeiro, e termos
independentes da incognita. Representando a incognita por z,
serd a formula, a que se poderdo reduzir todas as equacoes do
segundo grau, a seguinte a «? 4+ bzt c=0,em quea, b, e
¢sio quantidades positivas ou negativas, e conhecidas. Quan-
do a equaciio tiver esta forma, diz-se completa ; e, quando lhe
faltar algum dos termos (o do primeiro grau ou o conheci-
do)1= diz-se incompleta.

rataremos primeiramente de resolver as duas equagdes
incompletas a a2 --bx =0, ¢ az®+c= 0.
Para a primeira temos
axtt+bz=x(ax+b)=0........ (1)

Para que o producto & (a2 +b) seja zero & necessario e

sufficiente que um dos factores o seja. Portanto, a equacdo (1)

§ satisfeita para © =0, e ax 4= 0. Esta i3 gl
a
§io, pois, as solugdes ou raizes da equacdo (1)
b
=0, et=—7"
a

A equagio aa?+¢=0...... (2)

c ¢
a:z:2=—c,m2=——~,em=i— _—
- a @

As duas raizes sfo pois

f + (¢ I ¢
T = _— L= - —
a’ a

dé
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Tal é o modo de resolver a equagio do segundo grau ny
suas duas férmas incompletas.

Para resolvermos a equagdo completa procederemos do my.
do seguinte. Tomando a equagio aa? + bz -+ ¢ =0, multi
pliquemos os seus dois membros por 4 a. Vem w

4a2a? +4abaxt4ac=0
ou
4?22 +4dabr=—4ac

Notando que os dois termos 4 a? 2* e 4 a b se podem cou.
siderar como os dois primeiros termos do desinvolvimento d) |
quadrado de (2 a2 - 0b), e notando que para se ter o desin
volvimento total se deveria juntar o quadrado do segundo,l,
que & b2 segue-se que juntando & amhos os membros este
termo, vird ‘

da2a?-t4dabz-+ =0 —4ao

(2ax 4 bR=0r--4ac
Extrahindo a raiz quadrada a ambos os membros, viré:

ou

2axz--b in\/bz-—— 4dao
da qual, resolvida em ordem a «, se tira

—b4\/2—4ac
x:

2a

Observando' este valor de z, poderemos estabelecer a se-
guinte regra para se escrever o valor da incognita em qual- |
quer equagdo, uma vez que essa equacio esteja reduzidad |
férma geral supra-indicada. ’

Eguala-se a tncognita & wm quebrado cujo numerador é0 :v
coefficiente da mesma incognita no primeiro grawu tomado com |
signal contrario, e mais ou menos a raiz quadrada do quadrads |
d’esse coefficiente diminuido do quadruplo do coefficiente do ter- |
mo que contém a incognita no segundo graw multiplicado pela |
quantidade conhecida. |

Do que expuzemos se infere que, para a resolugio das equa:
coes do segundo grau, se deve ter em vista, primeiramente, |
o reduzil-as 4 forma geral j4 citada, para depois se lhes ap:
plicar a regra que acabamos de apresentar.

59. Tomando nevamente a equagio aa? b 4 c=0,¢
dividindo por @ todos os termos da equacdo, resulta

b
a? - ~'m+i=0
a a

-: (i I—
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b c

¢ se representarmos — por p, € — por g, poderemos por
a a
a?+pz+g=0

P esta outra formula das equagdes do segundo grau com-
pletds, a uma incognita, quando o coefficiente do termo do

segundo grau em o seja a unidade.

Para resolver qualquer equagio reduzida a esta férma, nota-
remos que @2 e p « sio termos que se podem considerar como
o5 dois primeiros de (= - i p)% e que para se ter o desin-
volyimento completo do quadrado, se deveria. ter a mais o

1 1
termo 7 22, que & o quadrado do segundo termo 5 p. Jun-

1
tando, pois, a ambos os membros da equacio Zp?, depois de

 tor passado para o segundo o termo conhecido ¢, vird

L.
ﬁ+Pw+zw“=IW—ﬂ

' 1 1
ou h+gw=~ﬁwq

4

" extrahindo a raiz quadrada a ambos cs membros

1 1
w-i'—2—p==j_- —pt— g

Ll R
1 1
zs—gpi sz-q

Em vista d’este valor poderemos assentar a seguinte re-
gra: .

Quando wma. equagéo estiver reduzida ¢ férma
a?+pa+g=0,

para termos o walor de X, equalaremos x & metade do coeffi-

cuente da incognita mo primeiro graw com o signal conirario,

mais ou menos « raiz quadrada d'este coefficiente levantado ao

quadrado diminuido da quantidade conhecida.

Em vyista do que dissemos nos dois numeros anteriores se
vé que, para a resolugio das equacdes do segundo grau a
uma incognita, a primeira coisa que se deve fazer é reduzil-as
# qualquer das férmas, aa?4-ba+c=0,ou

e +pztq=0,




isto &, as raizes sdo, segundo os signacs considerados, i

Livrando de denominadores, vird
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e applicar-lhes immediatamente as regras dadas. Daremy
alguns exemplos.

1.° Seja a equacdo

(@—8) (& +5) =2z 1
Effectuando a multiplicagio indicada no primeiro membr,
tem-se

22 —3o 5w —15=2¢ 41
transpondo e reduzindo,

=16, o=/ 16

2.2 Resolver ____‘L_ 2
+==3
x-|-1 x
Livrando de denominadores,

6x | 224 2=3x2] 32
8x ~8a -~3m2+ 2 == ()
3@ | D | 2=-0
37}251‘—2r10

51 \/')21 4> 3x2

T = o
253
nt \/ 9% | 24
T
at /49 s
ey oot g i
6
5 + 1
s i

6

1
x':: 2, ,‘l:” TETT — "—

3.° Resolyer
2 3 £

P x—2 3 z—4
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dz—2) (z—4) =8@—1)(@z—4)+2@—1)(@—2)
effectuando,
9t — 122+ 16=822—15z+ 124202 —6x {4
reduzindo e transpondo,
9z—322=0
dividindo por 3

3z— x2=0
tirando & como factor commum,
z(8—a)=0
d'onde
e —3
4° Resolver
1 1
+ =

z—1 z—2 x—3

Livrando de denominadores,

@—2) @—3)+(@—1) @—3)=(@—1) (z--2)
effectuando
?—9%z—8x+6ta2—a—3x+3=2—axc—2242
reduzindo

202 —Yx+9=a22—3x 14
transpondo .
w2 —bx4+T=0
finalmente

2=3-F4/9—1

T —95k \/2

Logo, as duas raizes, sdo e
z'=3+\/72, m”:?—\/Q

80. Problemas do segundo graw a uma incognita. Os proble-
mas cuja resolugio produz equagdes do segundo grau, diffe-
rem dos que involvem equacdes do primeiro, sémente em que,
dando aquellas equagdes duas raizes ou dois valores para a
incognita, ha tambem duas solugdes, apparentemente, para o
problema. Muitas vezes ambas estas solugdes sfio convenien-
tes; mas frequentemente s6 uma se deverd considerar como
verdadeira solugiio do problema, apezar de ambas satisfaze-
rem 4s equacdes que lhes traduz o enunciado. Exemplos ser-
virdo de esclarecimento ao que dizemos.

1° Problema. Achar dois numeros inleiros posilivos conse-
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culivos, o triplo de cujo producto exceda em 8 unidades o qua-
druplo de sua somma.

Como se trata de numeros inteiros consecutivos que diffe-
rem entre si, o que ¢ sabido, de uma unidade, represental-
0s-hemos por , e 2+ 1. Em vista do enunciado, ter-se-ha g
seguinte equagio

3a(@+1) =42+ @+ 1)]+8
8x(x+1)=42a+1)+8

a2 +32=8x}418
3x2 4 32z =821 12
3a2— b —12=0

ou

Resolvendo

5+ \/25+144
% 6

z

5-_}—\/169

xr=
6
5+ 13
==
6
Logo,

o |

o' =3 e gl=—

A primeira d'estas duas raizes, ambas as quaes satisfazem
4 equacgdo, é a que satisfaz ao problema, indicando que o
primeiro numero inteiro pedido ¢ 3, e o segundo 4. A outra
raiz ¢ incompativel com a natureza da questdo, visto que se
pedem simplesmente numeros inteiros e positivos.

2.2 Problema. Duas pegas de panno que medem respectiva-
mente 6 e 14 metros, foram comprados por 10Lb. 12sh.; e o0
comprador nota que dispendendo 3Lb. obterd wmn metro mais da
sequnda peca do que da primeira. Pergunta-se que prego por
metro tem elle de pagar para cada pega.

Represente @ o preco em shillings da primeira peca; é cla-
ro que por 3Lb. se poderdo obter (por que a libra tem 20

shillings) — metros; por conseguinte, da segunda pega, por
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60
3Lb. obtem-se ( Tt ) metros, de f6rma que o custo da se-
T

gunda é por metro,

60 602 o
= =———tahillings:
; @—*—1
x

60+
Portanto, notando que 10Lb. 12sh. sdo 212 shillings, tem-se

B 0% 4 igio
S
ligrando de denominadores
8602 + 6228402 =1272 + 2122
6 22 - 988 z = 12720

que, resolvido, dé
— 988 + \/ (988)2 - 24 >< 12720
12

3 —

d'onde ol =12 2!l = — 176 E

A segunda d’estas duas raizes, apezar de satisfazer 4 equa-
¢io quo traduziu o problema, ndo ¢ solugdo d'este. A primeira
solugiio é de 12 shillings para prego do metro na primeira pe-

60
G4, @ ou 10 shillings para prego do metro na segunda.
60 + =
8.2 Problema. Qual é o numero que sommado com 0 sew Qua-
drado da 202
Seja 0 numero pedido, ter-se-ha a seguinte equagio

22 4 2=20
ou
a4 2z —20=0
D'onde .
, L S o
@it i—\/—4~-|- 20
1 T
m:—“‘—{’ _’_jl.
Dilims 4
1+9
b i P

logo ' =4, @/l =—b




56 BIBLIOTHECA DO POVO

Os dois numeros 4 e — b satisfazem 4 operagdo e ao pro.

blema. Effectivamente, para o primeiro tem-se:
£244=16+4=20
e para o segundo
(=52 +(—5) =2—-5=20

4. Problema. Determinar sobre a linha vecta que unir dois
Jfocos luminosos L e L' de inlensidades respectivas a4 e 9, e se-
parados de 30 metros, o ponlo por elles egualmente illuminado,

LA T
=10l B TBE =) Y

R S o LT P e .

X

Seja a linha recta X Yaquella em que se acham os dois
focos luminosos L e L' distanciados de 30 metros, e com a3
intensidades ¢ e 7/, respectivamente eguaes a 4 e 9. Repre-
senta P o ponto egualmente illuminado pelos focos L e L),
situado a uma distancia « de L, e portanto a uma distancia
80m — gz de I'. Sabe-se pela physica que intensidade lumino-
sa & a luz projectada 4 unidade de distancia, e que essa in-
tensidade varia na razio inversa do quadrado das distancias
do ponto illuminado ao foco de luz. N'esta intelligencia, se as
quantidades de luz emittidas pelos dois focos L e L/ sfoqei!

it eyl i’ 1 :
a 1= de distancia, semog) P 520 o 4..e i ete., respecti
vamente para as distancias de 2, 3, 4, etc., metros. Ora como
o ponto P, que dista a metros de um dos foeos e 30—z
do outro, deve ser eguxicente illuminado por elles, e como
elles projectam sobre P quantidades de luz representadas

e i i 4 e
1618 ormu ¢ 1 el s o o U013 ighermlil et i T4 £ 1
: @ —me " 2B —a)

1

2 (30— ap
Resolvendo, temos
@0—ap2 9
x4
30 -z 9 3
B
L 4 2

Portanto
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s
—x____ga:

30:i%w+m
60=+3z+2=

ou
60 = 5 z, e portanto x =12

60 = —2x » oz = — 60
As solucdes do problema siio as da equagio. Isto ¢, para
¢— 12, intender-se-ha que o ponto egualmente illuminado
esth para a direila de L e d'elle distante 12 metros; para
z— — 60 intender-se-ha estar o ponto pedido d esquerda de
I, e a uma distancia dupla da que separa os dois focos lu-
minosos.

DOS LOGARITHMOS

61. Chamam-se logarithmos dos termos de uma progres-
sio geometrica comegando por 1 aos termos correspondentes
da progressio arithmetica comegando por zero. Isto ¢, tendo
a3 duas progressoes

~0;a;2a;8a;..... (n—T)a;na (1
boe i AR dSy 0 An—1; 4o gt e
a primeira arithmetica, cuja razio ¢ a, ¢ a segunda geome-
frica de razio egnal a 4, os termos da primeira serdo os lo-
garithmos dog correspondentes da segunda.

Costuma definir-se tambem logarithmo : o expoente da po-
fencia a que se deve levaniar cerlo numero escolivido e chamado
base para se obler o numero dado. Estas duas definigdes, ap-
parentemente discordantes, concordam todavia entre si. Para
o demonstrarmos, tomem-se com outra férma as duas pro-
gressdes (1), e sejam

=9k — k03 h; 2 Rk N et 9L

1 1 .
= ————: 13 (1 K); (1 K)2.. (jnk
(1+IL’)2’ e K 150 ==TIC) ( + ) (1+]L)’

b
Represente a o valor do termo \/1 + I, isto é

h
iy o

d'onde se tira, levantando a b, at=1+4+K

@
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Substituindo este valor de 1 4- K na seguuda progressio,
resultario as duas seguintes

o — 2l s =Rt s iR AR o3 h s e
S adhisa SISl ghsg a2l 31N oL

Conforme a primeira defini¢do, &, 2%, 3 %,... nk, serdo o
logarithmos dos numeros correspondentes da segunda pro.
gressdo a, ab, a?h, adh ... anb; isto ¢, o logarithmo de um
numero ath é o expoente n %, a que se deve levantar o nume-
ro invariavel a, chamado base, para produzir esse nume-
ro. Sdo pois concordantes as duas definigdes.

62. Quando a base do systema de logarithmos é o nume-
ro 10, os logarithmos dizem-se vulgares. Comprehende-se fa-
cilmente que sfo infinitos os systemas de logarithmos que se
podem formar, porque infinita ¢ a serie dos numeros.

68. Propriedades geraes dos logarithmos. As propriedades
dos logarithmos podem ser geraes ou particulares. As primei-
ras convém a qualquer systcma; as segundas, a um systema
certo e determinado. -

As propriedades geraes dos logarithmos sfio as seguintes:

1.2 O logarithmo de producto é egual & somma dos logari-
thmos dos factores.

2.2 O logarithmo de quociente é equal & differenga entre o lo-
garithmo do dividendo e o do divisor.

3.2 O logarithmo de potencia é equal ao logarithmo da base
da potencia multiplicado pelo expoente da mesma potencia.

42 O logarithmo de raiz é egual ao logarithmo da quantida-
de affecta do radical dividida pelo indice da raiz.

Demonstraremos estas differentes propriedades.

I. Sejanr n e n/ dois numeros eujos logarithmos representa-
remos por @ e ! na base a. Ter-se-ha, por defini¢do de loga-
rithmo,

=g x —qBog v 3N (1) ) inl = ¢ =E— g Loz n*tL (D)
representando por Log. a palavra logarithmo. Multiplicando
as duas egualdades (1) e (2) ordenadamente, tem-se

nn! = a Log. v X q Log. n’ == g Log. n + Log, n’
e, por definigdo,

Log. (n n') = Log. n -+ Log. 2/,

por ser Log.n - Log.»' o expoente a que se deve levantar
@ para produzir o producto n n/.

II. Tomando as mesmas duas egualdades (1) e (2), e divi-
dindo-as ordenadamente, vem
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n ax a log.n
— == —= == ————— —  Log, — Log. n'
n  aqx’ a Log, n’

logo o logarithmo des é Log. n— Log. n, o que demonstra

asegunda propriedade enunciada. .

III. Para demonstrarmos a terceira propricdade, tome-se
a egualdade (1)

n=—q J0g. 0
¢ eleve-se tanto o primeiro como o segundo membro a p; vird
np = (@ Log. n)p — qp Log. n
¢, por defini¢do de logarithmos, serd
Log. (n0 ) =p Log.n
IV. A quarta propriedade demonstra-se do modo seguinte.

Seja \/ a=r
Levantando ambos 0s membros d'esta egualdade a m, vem
& =2
Applicando-lhe a 3.2 propriedade antecedentemente de-
monstrada, temos
Log. a =m Log. 7

d'onde
Log.
%8 a—Log. r
- m
Log. 7
28 (5=Log. m a

m
o que justifica a quarta propriedade.

84. Propriedades dos logarithmos vulgares. Dissemos que
08 logarithmos tinham propriedades communs a todos os sys-
temas, chamadas geraes, e que algumas propriedades poderia
haver s6 restrictas a um systema em particular. Sendo o sys-
tema dos logarithmos vulgares, ou de base 10, o mais usual-
mente adoptado, trataremos das suas propriedades particula-
res. Sio as seguintes :

1.2 86 0s numeros que sio potencias perfeitas de 10, téem lo-
garithmos commensuraveis.

. . . m .
Seja IV um numero eujo logarithmo commensuravel & —3
n

serd NV uma potencia exacta de 10,
Por definigdo 6
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m
N=10"
ou
oy (e | VR UL U )

Os unicos divisores de & sdo 2 e 5; porque todo o divisit
de N é-o tambem de Nu, e portanto de 10™. Ora nio pide
dividir qualquer potencia de 10 sem ser 2 ou 5; logo os uni-
cos divisores de IV sdo 2 € 5; e teremos

Ni=—2mie< Bumaets oul den o ill((B)

Substituindo em (4), vem

2o > 5 qn — 2m 3¢ hm

E porque um numero s6 é decomponivel n'um systema de
factores primos, serd pn = m, qn==m, Qu pn = qn, ou P =1
Logo (B) torna-se em IV == (10)p, isto €, IV é uma potencii
exacta de 10.

2.2 0 Logarithmo vulgar de qualquer potencia de 10, é equal
ao expoenle da polencia, porque, tendo, por exemplo, a poten:
cia 10®, o seu logarithmo & m < Log. 10, e como Log, 10¢
egual a 1, serd Log. 10™ = m.

3.2 Quando se multiplica ou divide wn numero por qualquer
potencia de 10, o seu logarithmo vulgar augmenta ou diminue
em tantas unidades, quantas tiver o expoente de 10.

Sendo Log. IV o logarithmo vulgar de &, teremos

Log. (V< 10=) = Log. N+ Log. 10=
Log. (N ><10") = Log. N+ m
Para o caso de divisdo, tinhamos
Log. (¥ :10=) = Log. N — Log. 10=
Log. (¥ :10%) == Log. N — m
o que demonstra a propriedade enunciada.

4.2 Constando o logarithmo de um numero de duas partes,
uma inteira, chamada caracleristica, ¢ outra fraccionaria, cha-
mada mantissa, a regra para achar a caracteristica do loga-
rithmo de um numero, ¢ a seguinte: fomam-se tantas unidi
des quantas as casas que no numero forem, desde o algarismo
das unidades exclusivé, alé ao primeiro algarismo significalivo
da esquerda inclusivé. A caracteristica serd positiva se o ni:
mero for maior do que 1, e negaliva no caso contrario.

Para demonstrarmos esta propriedade temos de considerar

dois casos: 1.> quando o numero for >1; 2.° quando f0f

No primeiro caso, seja o numero 4528,26 = X
Este numero estd comprehendido entre 103== 1000, 0
104 = 10000, isto é
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103 < 4528,26 < 104
Log. 10* < Log. N < Log. 10*

3 < Log. N< 4
oo, Log. NV, ou Log. 4528,26, estd comprebendido entre 3
;¢ maior do que 3 e menor do que 4 isto é:

Log. N=3-+4d
miesentando d uma quantidade inferior 4 unidade.
No segundo caso, seja o numero N = 0,0032.

fud 0, 001 << N <0, 01
1 1
e LV < W
104 SRS (10)?
1 1
Log. R)? < Log. N< Log 1(7‘

—3<Log. N —2
Ir conseguinte Log. W, ou Log. 0, 0032 = — 3 4 d, sendo
da mantissa.
b2 A mantissa positiva do logarithmo de qualquer numero
tio depende da posigdo da virgula no mesmo numero.
Quer isto dizer, que os dois numeros 34, 27 e 3427, por
aemplo, téem para mantissas de scus logarithmos a mesma
untidade, diversificando apenas as caracteristicas.

Temos pois

Log. 34,21 =1--d
£por ser

84 27 = 34,27 > 102
wrd

Log. 3427 = Log. (34, 27 > 10?)
Log. 8427 == Log. 34, 27 4- 2
Log. 3421 =1-+4d 42

Log. 3421 =(1+42)4-d=3+4d
Vé_-se. pois, que a mantissa d se conserva a mesma para oS
liis logarithmos.
65, Nio apresentaremos aqui o processo para achara man-
lisa do logarithmo vulgar de qualquer numero, porque vem
posto em quaesquer Tabuas de logarithmos.

EXERCICIOS DE ALGEBRA

66, Terminaremos este volume apresentando para estudo
Iratico os seguintes exercicios algebricos:
Dividir: 8 45-— a6 + 21 2343 — 24 @ g por By — a2 g2
v 184 4-9b4 4+ 8a202 por da2+ 820 —4ab
Adr 0 quociente até a0 6.0 termo de 1 por (1 4 @ + %)
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Dividir a por a -+ b, até ao 7.° termo.
Resolver: 0,125 — 0,3 z = 0,56 = + 0,045

g ofiissiluchige e RS
— L~ == g
g 6 Pihiig
PO

» qac_:c 2—[—3&,—
10 S 6 2
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Resolver os seguintes problemas:

As cdades sommadas de duas creangas dio 15 annos, A
cdade da primeira mais metade da da segunda dio uma som-
ma cgual ao dobro da edade da segunda. Quaes sio as eds
des das duas creangas?

Um individuo depois de gastar metade do dinheiro que tre
zia, de receber uma libra, e de gastar d’ella cinco shillingy
ficou com tanto dinheiro ecomo a principio tinha. Pergunts
se: que dinheiro trazia?

Um numero é formado de dois algarismos. Sabe-se queo
algarismo das dezenas é tres vezes maior que o das unidx
des, e que o numero todo é maior septe vezes do que a sou
ma dos dois algarismos. Qual é o numero?

Achar tres numeros inteiros consecutivos taes que a ter
parte do maior seja duas vezes menor do que um quintod
gsomma dos outros dois.

Um comboio parte da estagio 4 4s 11 horas da manhd,en
direcedo a B, com a velocidade de 25 kilometros por hori
Qutro comboio parte de R & tarde e caminha entre del
com a velocidade de 35 kilometros por hora, chegando
25 minutos depois do primeiro comboio. Suppondo que a dis
tancia entre B e 4 é de 21 kilometros, qual é a distancia d¢
R a B?

Um dos ponteiros de um relogio faz uma revoluedo em a b
rag, e o outro em b horas. Suppondo que 4 partida estavan
sobrepostos, quando se incontrardo novamente? (Hyp. a>!)
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Dividir a recta @ em duas partes taes que a differen¢a de
a5 quadrados seja egual a b2
Resolver os systemas seguintes :
12 z—3y—2z2=1
20 —3y+52=—19
bet+2y—z=12

90 3z—2y=>5H
4o —3y+-2z=11
e—2y—5z=—1T

3 cy=1
y—z=9
z+x=D5

Resolver as seguintes equacdes do segundo grau:
atl —5a2+4=0
8alb 6323 =8
2162’ + 19zt =2
ah — 43 1022+ 282 —15=0
420 —20a3+-2322+52=6
25— 10zt 4 3523 — 5022 + 242 =0
108t 5122 =20 (Ya2—1) 4T
M —4at=9
1628 — 172t +1=0
32210+ 1 = 33 2b
Achar a solugdio dos seguintes problemas :
dexecuta um trabalho em 9 horas menos do que B. 4 e B

imiltaneamente fazem-n’o em 20 horas. Que tempo gastaria

tida um ?
Ha tres linhas rectas, as duas primeiras das quaes somma-

i dio um comprimento egual a T da terceira; e a somma

i quadrados sobre ellas construidos é egual a um metro
fdrado. Quaes sfio 0s comprimentos das tres rectas?

Ha um numero formado de dois algarismos. Um d’estes é o
fiadrado do outro, e juntando 54 ao numero dado, obtem-se
imesmo numero invertido. Qual é o numero?

FIM
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