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Funcções e equações numericas 

1. Funcções 1 

l. No fstudo das questões sobre que recae o cálculo, 
as quantidades que n'elle entram recebem designaçõe1 
diversas, e são classificadas segundo 011 fins que teem a 
desempenhar. 

Em todo o curso de uma questão, ou simplesmente 
n'algum doa aspectos por ella apresentados, quantidades 
ha que manteem fixos os seus valores; n'outras, pelo con
trário, manifesta-se a variabilidade; todas se acham, po
rém, ligadas e devem concorrer egualmente para o resul
tado. 

Tratando-se, por exemplo, de triangulos da mesma área, 
veremos que esta pode ter um valor explicito, ou por de
terminar, mas sempre constante, achando-se ligad:1. ao1 
valores dos lados, susceptiveis de variar em larg-a es
cala, satisfazendo, comtudo, á condição de ser o valor de 
qualquer d'elles comprehendido entre a somma e a diffe
rença dos valores dos outros dois, bem como á de não pro
duzirem triangulos de área differente. 

A primeira divisão das quantidades, que ao espírito se 
impõe, é nos dois grupos beguintes: constantes e variaveis. 

Nas relações estabelecidas pela geometria entre lados e 
angulos de um triangulo, podemos suppor, n'um estado 
da questão sujeita a exame, que um dos angulos de valor 
constante é agudo; n'outro estado da queatã.o, recto ou 

1 O preHnte trabalho é principalm1nh destinado a Hnir de lntro· 
ducçlo ao e.tudo do cálculo financeiro no Instituto lndu1trial e Com
mercial de Lisboa. Os alumnos veem habilitados com o conhecimento 
de mathematica doa lrceus, noções de i:eometria analrtica • cüoulo in· 
llniteaimal, dadu ao proprio 11t&belocimwto. 



4 ::~LIOTHECA DO POVO 

obtuso. E, apesar de se ter dado para esta quantidade a 
variação de valor, não deixa ella por tal circumstancia de 
ser collocada no grupo das constantes, visto que no mesmo 
estado não soffre nenhumas variações. 

Se quizermos estudar a generalidade da fórmula de 
Newto'il. para o desenvolvimento da potencia de um bino
mio, podemos suppôr, em primeiro logar, que o expoente 
é inteiro e positivo; passar em seguida ao caso, em que é 
fraccionario e positivo; por ultimo considerai-o como ne
gativo. Tres estados, ou aspectos diversos, comporta esta 
que8tão, e em cada um d'elles o expoente tem um valor 
constante, emtanto que os termos do binomio devem ser 
reputados como variaveis. E' n'estas condições que se de
vem estabelecer os limites de applicação da fórmula. 

Por outro lado, as quantidades, variaveis n'um estado 
da questão, podem receber valores fixos n'outre estado, 
passando assim ao grupo das constantes. 

Como se fez, ha pouco, podemos, n'um dos estados de 
certa questão, procurar os valores que devem ter os lados 
de um polygono, para que a área d'este seja expressa por 
um numero determinado, e, n'outro estado da questão, 
suppôr os lados constantes e determinar a escala das va
riações, a que a área resultante está sujeita. N'este caso, 
deu-se uma inversão nos dois grupos de quantidades que 
estamos considerando; passando depois a figurar como va
riaveis as que a principio se mantinham constantes, e in
versamente. 

Se fôrmoa indagar quaea as condições a que teem de 
satisfazer dois factores variaveis, para que o producto 
d'elles seja uma constante, reconheceremos que os seus 
valores devem ser os das coordenadas de um ponto de uma 
hyperbole, referida ás asymptotas, cujo parâmetro seja 
essa constante; suppondo, em seguida, um dos factoree 
constante, variavel o outro, bem como o producto, as duas 
variaveis, agora, devem ser as coordenadas correntes de 
11ma recta, cujo coefficiente angular é dado pelo novo va
lor da constante. 

E' pois forçoso distinguir os diversos estados de uma 
questio, para .podermos acceitar aquellas duas designações, 
imprescindíveis na linguagem do cálculo. 

As ligações, a que uma quantidade tem de se submetter 
no curso de qualquer operação, podem permittir-lhe o toma 
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um numero indefinido de valores, como se dá, por exem
plo, com uma incognita n'uma equação que tem ainda ou
tra ou mais, e n'esse caso é variavel sem que se lhe im
pnnham limites. 

Dentro de limites determinados e pouco distantes ás 
vezes, variam quantidades, como o seno e o coseno d'um 
arco. 

Em todas as equações com uma só incognita podem ser 
a~tribuidos a esta tantos valores quantas unidades houver 
no gráu da equação, e a incognita não representará, em 
consequencia d'essa diversidade, mais do que determina
das constantes; é um grupo de valores condensado, por 
assim dizer, n'uma unica lettra, o qual não pode permittir 
que a incognita seja tida na conta de variavel. Se, porém, 
na equação: F (x) =o suppuzermos que o polynomio do 
primeiro membro é a ordenada de uma curva: y = F (x), 
tomando x para abscisea, a primitiva equação representará 
apenas valores particulares de x, que a consideração da 
curya nos apresenta já como uma variavel. Da mesma sorte 
o polynomio, ao qual se não podiam assignar variações ne
nhumas, nullo como era, é no segundo caso uma variavel. 

N'uma equação com n incognitas podemos dar valores 
arbitrarios a n-1 d'estas, quaesquer que ellas sejam, resul
tando de cada systema de valores assim attribuidos, um 
determinado para a restante. Todas es&as n-1 incognitas 
são variaveis, bem como a ultima, mas esta depende d'a
quellas, completamente arbitrárias. 

Os lados do triangulo podem receber um numero indefi
nido de valores; ma~, arbitrando os de dois, fica o do ter
ceiro dependente dos que démos aos primeiros, não fixo, 
como succedia no exemplo anterior á incognita restante, 
pois pode ainda variar dentro dos limites impostos pelas 
relações que entre si teem a guardar aquelles lados, qual-' 
quer dos quaes deve ser, como é sabido, menor que a somma 
dos outros dois e maior que a differença d'estes. 

Em geral, se n'uma questão entrarem m variaveis, su
jeitas a n condições, sendo m > n, podemos dar valores 
arbitrarios a m-n d'essas variaveis, ficando os das n res
tantes dependentes dos attribuidos ás primeiras. 

D'ahi a distincção das yariaveis n'estes dois importan· 
tes grupos: independentes e dependentes. 

As varia.veis dependentes são chamadas funcçõu; 

.. 
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sim, o circulo e a circumferencia são funcções do raio ; o 
volume de um muro funeção das dimensões ; a somma é 
funcção das parcellas; o producto, funcção dos factores; e 
em muitos exemplos, que a cada passo se nos deparam, 
encontraremos bem evidente a distincção d'essas variaveis. 
Se as variaveis independentes forem representadas por x, 
y, z, u, w . . . , uma variavel, d'ellas dependente, será desi-
gnada pela expressão: · / 

a. = F (x, y, z, u, w . .. ) 

empregando a lettra do primeiro membro para indicar essa 
variavel, cuja dependencia se tornou por este modo bem 
patente. 

Quando quaesquer circumstancias não preceituem o con
trário, é arbitrária a escolha das variaveis, ou a divisão 
em grupos, de sorte que podemos considerar uma d'ellas 
como dependente, ou independente, e, d'este modo, a rela
ção anterior corresponderá a qualquer das seguintes : 

X= f (a.1 y, z, U1 W ... ) j y = cp (a., X1 Z1 U ••• ) ••• 

·A lettra indicadora da funcção varia de variavel para 
variavel, denotando que as operações a fazer entre as va-
1·iaveis, ou as formas de funcção, soffrem mudanças. 

Sendo : ax + by = e, podemos indifferentemente escre- 1 
ver: 

c-by c-ax 
x = ---, ou: y = ---, tomando ora uma ora outra 

a b 
incognita C9mo dependente, ou independente. 

Uma equação com uma incognita x é geralmente repre
sentada por F (x) =O, valor particular de y = F (x). Se 
ao valor a de x con-esponder b para y, designa-se essa cor
respondencia por b = F (a); da mesma sorte, se do valor 
O de x provier e para y, escreve-se : e = F (o). E, assim, o 
caracteristico de funcção tem sido applicado, e continuará 
com vantagem a sei-o, por simplicidade de linguagem, a 
valores particulares das variaveis, isto é, a constantes. 

2. ClassiJlcaçito de funcções. - A variavel dependente 
está ligada ás independentes e áe constantes por mei!> de 
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uma equação; se esta se achar resolvida em ordem á pri
meira, a funcção diz-se explicita, e no caso :iontrário implí
cita. y = F (x) é uma funcção explicita; F (x, y) = 0--é 
implicita. Quando fôr um polynomio racional e inteiro em 
relação ás incognitas, constantes os coeflicientes dos seus 
diversos termos, diz-se algebrica, no caso contrário trans
cendente. Exemplificam as ultimas : os logarithmos, expo
nenciaes, as funcções trigonometricas, e, além d'estas, as 
mais simples do enorme grupo, em que se registam algu· 
mas de uma complexidade notavel e de propriedades inte
ressantissimas, como são, por exemplo, as funcções ellipti
·Cas, empregadas com extraordinario successo na resolução 
·de equações c de muitos problemas, e que constituem, em 
muitos casos, um instrumento de pesquisa de primeira or
dem. 

Nas algebricas, a ligação com as variaveis só pode ser 
feita por qualquer das operações fundamentaes: addição, 
subtracção, multiplicação, divisã•i, elevação a potencias 
(quando o expoente fôr commensuravel) e extracção de 
raizes (índice egualmente commensuravel). Se tivermos 

y = x "', ou: y = m \IX, sendo m um numero incommeusu

ravel, a funcção será transcendente. 
Tambem se podem dividir em inteiras, ou fraccionárias, 

chamando-se racionaes quando nenhum radical affecta as 
variaveis, e irracionaes no caso contrário. 

N'uma equação em que entram só duas incognitas, se 
exprimirmos, como precedentemente se fez, cada uma d'el
las em funcção da outra, obteremos duas funcções, que se 
·denominam inversas. 

Dividem-se tambem em simples e complexas. As primei
·ras são as funcções explicitas, em que a variavel depen-
· dente y é ligada a x, egualando aquella a: a + x, ax, 
·x a•./ s 
--, x ' y • , a , log. x, sen. x, are. sen. x. As complexas 
:a 

·dividem-se em compo1tas e funcçõe1 de funcções; estas de
-rivam das simples, substituindo n'ellas a variavel por uma 
funcção simples; as compostas, substituindo a ex por func

' ções simples, ou funcções de funcções. As funcções expli-
· citas, em que as variaveis independentes entram no pri
m1eiro gráu, dizem-se lineares. 

' 1, 
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Além de todas estas fuucçõcs, expressas pelos meios que 
a. a.nalyse fornece e que por isso se chamam analyticas, 
outras ha que se suppõem sufficientemente conhecidas 
por uma tabella, em que os valores da funcção apparecem 
conjuntamente com os das outras varia.veis, assignando-se 
a correspondencia que uns e outros guardam entre si. A 
estas funcções applica-se a designação de concretas, on. em
pyricas. A lei que preside a. uma certa ordem de factos 
estudados pela observação, ou pela experiencia, se fôr sus
ceptivel de uma traducção mathematica, será represen
tada por uma fórmula empyrica, da qual se deduzem com 
modificações, em geral mui leves, todos os numeros con
stantés da tabella que serviu para a organisar. Nas scien
cias physicas, chimicas e naturaes, sobretudo nos diversos 
ramos que entram no domínio da engenharia; na parte 
do cálculo financeiro que respeita a seguros de vida, ou de 
propriedade; na estatistfoa, e em muitos outros casos, em 
summa, estas funcções teem uma grande importancia e 
applicação. A funcção empyriea denuncia a ignorancia 
completa, ou parcial, das causas dos phenomenos ; muitos 
d'elles, porém, sujeitos a uma theoria que os explica e 
acompanha em quasi todo o seu desenvolvimento, podem 
ser apresentados por uma fórmula theorica, a qual todavia 
necessita de ser sanccionada pela experiencia, que vac 
dar valores numericos ás constantes que n'ella entram. 
Assim, a equação de mortalidade de Gompertz admitte tres 
constantes ; a de Makeham, quatro ; tanto umas, como 
outras, se deduzem pelas tabellas de mortalidade. As func· 
ções d'este modo obtidas dizem-se umi-empyricas, ou semi
racionaea. 

A diversos grupos de funcções applicam-se tambem no
mes especiaes, havendo : funcções trigonometricas, ou 
circulares ; . ellypticas, abelianas, etc. Depois do detido 
estudo, feito sobre as funcções ellypticas, de que resultou, 
como está dicto, o conhecimento de propriedades murto in
teressantes, notou-se que as funcções podem todas ser di
vididas em grupos, distinctos pelas singularidades n'ellas 
manifestadas. Este criterio, hoje tido por seguro, foi to
mado para base de uma classificação. 

3. Con1.innidade.- Uma funcção pode ser contínua no 
longo cw·so dos seus valores; apresentar, uma ou outra 
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vez, qualquer descontinuidade; não admittir trecho nenhum 
das suas va1·iaçõcs, que seja contínuo. Se aos valores a e 
b da variavel independente corresponderem A e B da 
funcção, esta será contínua n'esse intervallo, quando per· 
correndo successivamente a primeira variavel todos os es
tados de grandeza, de um a outro extremo, a outra fôr ao 
mesmo tempo percorrendo successivamente os estados de 
grandeza de A a B. 

Havendo mais de uma variavel independente, a funcção 
será contínua, n'um certo intervallo, quando para cada uma 
d'ellas, como para o conjunto, se realisar a condição an
terior. 

A esta propriedade da funcção chama-se continuidade, e, 
quando ella se não realisa, diz-se que ha descontinuidade, 
ou que a funcção é descontínua n'esse intervallo. 

A continuidade, tal como foi definida, refere-se apenas 
a um intervallo determinado; se ella se mantem, seja qual 
fôr o intervallo que se considere, a funcção diz-se contínua, 
e descontínua, no caso contrário. 

A funcçãoy =a x, é sempre contínua; uma dizima pe· 
riodica é sempre descontínua, porque só podemos fazer 
variar a funcção considerando successivamente as suas 
differentes casas decimaes; teremos, por exemplo, como valo
ree successivos de y =O, (2) : y' =O, 2; y" = 0,22 ... 

a 
Ha uma descontinuidade em y = --- para o valor 

x-b 
b, de x e um numero infinito d'ellas na seguinte expres· 
são : y = tgx, porque a funcção torna-se, como a pre
cedente, infinita, quando os valores de x satisfizerem á 

_ 2n+l . . 
equaçao : x = --- -rr, em que n é um numero mte1ro 

2 
arbitrário. 

As funcções trigonometricas, fazendo o arco egual ao 
infinito, limite dos valores que elle pode tomar, tornam-se 
indeterminadas. A indeterminação ainda se dá n'outras 
funcções i_ para valores finitos da variavel iudepeudente. E' 
uma das numerosissimas singularidades que nas funcções 
se notam, e constitue uma dcscontinuidude. 

A funcção pode tornar-se, a cada passo, de real em ima
ginária, e inversamente, ou só n'um ou n'outro trecho ser 
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imaginária. No primeiro caso, não pode ser representada 
por uma curva e não é mais que uma série de descon· 
tinuidades; a potencia de expoente variavel de um nu
mero inteiro negativo está n'este caso; quando o expoente 
fraccionario tiver o numerador impar e o denominador par, 
ella é imaginária; e entre dois valores d'estes, tomados pelo 
expoente, por mais proximos que sejam, como fez notar 
Cournot, p"demos sempre considerar uma infinidade de 
fracções de numeradores ímpares. 

A continuidade requer, pois, que a.funcção, n'um inter
vallo dado, não poisa tornar-se infinita, indeterminada, ou 
estai· constantemente passa11do de real a imaginál"Ía, e vice
versa. 

Traçando dois eixos coordenados, podemos n'um d'elles 
tomar como abscissas os valores da variavel independente 
- suppondo que ha uma só - e no outro os da funcção, 
sendo o logar geometrico dos pontos relativos a esta, uma 
curva, quando fôr contínua. A curva pode ser aberta, ou 
fechada, e no primeiro caso ter um unico ramo, ou muitos; 
admittir, ou não admittir, descontinuidades, ou pontos sin
gulares ; mas é certo que, sendo a funcção contínua du
rante um certo trecho, por pequeno que este seja, ella virá 
geometricamente representada por um arco de curva. 

it. Dlfl'erenciaes e derivadas. - Seja Ad o logar geo
metrico que representa os valo1·es da funcção correspon
dentes aos da variavel independente. 8e uma secante da 
girar em tôrno do ponto d, o outro ponto de intersecção, a, 
deslecar·se-ha com o movimento da recta, e, no caso de se 
approximar cada vez mais do primeiro, a corda da Tae-se 
tornando cada vez menor, bem como as differenças: ap-dq; 
op-oq, entre as coordenadas do ponto movei e do ponto 
fixo. Estas differenças podem respectivamente ser desi
gnadas por 6. y e 6. x ; aecrescimos da funcção y e da 
variavel independente x ; quantidades estas, que tendem 
para o limite zero, á medida que a caminhar para d, e por 
isso se chamam infinitamente pequenos, designação appli
cada a todas as variaveis que tendem para aquelle limite. 
No triangulo rectangulo ade (Fig. I) será: 

ac 6. y 6. y 

de 
tg.adc= -- -- =tgli 

/\ i; Ax 
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sendo lt o angulo, formado pela tangente em d com o eixo 
das abscissas, contado da parte positiva do eixo para a 
tangente á curva, e esta tangente o limite da posição 
da secante. tg. lt, expresso em funcção de x, chama-se, 
a derivada da funcção e representa-se pela lettra indica
dora da funcção, affecta de uma plica; sendo y = F (x), a 
derivada será expressa por F' (x) . Para um ponto de abs
cissa ao seu valor é : FI (a) . 

.A derivada é, pois, a tangente do angulo, feito pela tan
genle á curva com o eixo, em que ae tomam os valores deva
riavel, a que ella se refere. 

Se o limite da relação dos accrescimos das coordenadas 
é tg ~. segue-se que essa relação será egual a este valor, 
augmentado de uma quantidade, que tende para zero, á 
medida que essa relação se fôr approximando do seu limite, 
e por isso: 6 y=í:J. x [F' (x) +;.J. Ao valor 6 x. F 1 (x) 
chama- se dijferencial da funcção e repre_senta-se por: d. F (x) 
ou dy. Teremos assim: dy= 6x.F 1 (x). Esta quantidade 
é indicada na fignra pelo segmento bc, para a posição da se
cante e vae variando com esta; com effeito, bc=dc. tg ~; 

,.-.... 
tg ~ = tg. bdc; de= 6 x; logo, b c=dy. 

'fratando-se de uma rccta OL, bissectriz do angulo dos 
eixos, para a qual é: y=x e sempre: /\ y= f:J.x, ou: FI (x) 
=tg. 45°=1, a fórmula da differencial dá: dx= 6 x. As 
variações d'esta variavel são completamente arbitrárias, 
f'mtanto que as da outra se tornam dependentes d'ellas. 
Podemos, pois, substituir sempre o accrescimo da variavel 
independente pela sua differencial, do que resulta: 

dy í:J.y 
dy=F' (x) dx e: - = F' (x)=lim -

dx í:J.x 
( 

A derivada pode considerar-se de duas maneiras: ou 
como um limite da relação de duas quantidades infinita· 
mente pequenas, ou como uma simples relação de duas 
quantidades, tambem infinitamente pequenas: as differen
ciaes. 

Se x experimentar um accrescimo h, o da funcção vem: 

F (x +h)-F(x) =h [F' (x) + •] 
d'onde se conclue: 
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1.0 Se a derivada tiver sempre um valor finito, variando 
a abscissa entre dois limites determinados, podemos tornar 
o accrescimo da funcção tão pequeno quanto se queira, 
porque dentro do parenthese do segundo membro predo· 
mina o valor de F' (x) e h pode dar ao producto um valor 
menor do que qualquer quantidade assignavel, por mais 
pequena que esta seja. D'onde devemos concluir que: sendo 
a derivada finita n'um certo intervallo, a funcção será contí
nua, e por isso se 11oderá representar por uma curva. 

Do facto de se tornar a derivada infinita não devemos 
concluir que ha descontinuidade, porque uma circumfe· 
rencia é contínua, e a tangente, seja qual fôr o systema 
de eixos coordenados orthogonaes que se tomar, é em dois 
pontos perpendicular a um eixo e n'outros dois perpendi
cular ao segundo; a tangente ha de ter sempre duas posi
ções taes que a derivada se tornará infinita. Não aconteeP, 
porém, este facto em outros casos, e por isso não podemos 
dar á proposição anterior maior generalidade. Se a deri· 
vada no intervallo considerado se annullar subsiste a pro
posição. 

2.0 .A funcção cresce, quando a derivada.fô1· positiva, e de
cresce, quando jôr negativa. Com tffoito, suppondo h posi
tivo, o que sempre se iiode admittir, o primeiro membro 
da ultima equação será positivo, ou nPgativo, segundo o 
signal da derivada; no primeiro caso cresce a funcção, no 
segundo decresce. Quando a derivada vier negativa, o an· 
guio da tangente com o eixo das abscissas será obtuso. Se 
quizessemos suppôr que h era negativo, viria: F ( x - h) 
- F (x) = - h [F' (x) + •] e concluíamos ainda o mesmo. 

3. 0 De duas funcções, a que mais c1·esce é a que tem maior 
derivada. Supponhamos: y= F (x), representado pela curva 
à.A, e y = f (x), pela curva d E. O accrescimo da primeira 
funcção, que augmenta o valor O q, de x, da quantidade q p, 
será a c, o da segunda e e; o angulo da secante e d com 
o eixo das abscissas é sempre maior que o da secante a d; 
a tangente á curva d E, em d, faz egualmente um angulo 
maior com esse eixo que a tangente á outra curva d A, no 
mesmo ponto. Vêmos assim, que para a primeira, os ae
crescimos da ordenada são maiores que os da segunda, rc· 
!ativos á mesma abscissa, e, tambem para ella, o angulo 
limite feito pela secante, ou a derivada, é maior que p:u·a 
a segunda. 



'FUNCÇÕES E EQUAÇÕES NUMERICAS 

Para uma das cunas: d A : 

F (x + h) - F (x) = h [F' (x) +e] 
para a outra : d E: 

f (x +li)- f (x) = h [f' (x) + •'] 
e 

6 = h [f' (x)-F' (x) + •"] 

13 

sendo 6 a differença entre os accrescimos das duas func
ções e ,11 um infinitamente pequeno, que tende pHra zero 
com h. O primeiro membro cres<'e, ou decresce, segundo a 
differença entre as duas derivadas fôr positiva, ou nega
tiva, e d'aquelle accrescimo, ou decrescimo, depende o ser 
f (x) > F (x), ou o contrário. 

4.0 A primeir,1 de1·it:ada antwlla-se nos pontos maximc1 e 
minimos, sendo nos primefros a segunda derivada negatfra, e 
nos outro• positiva. N'um maxirno, dando á respectiva abs
cissa um accrescimo, ou decrescimo, em ambos os casos 
decresce a funcção; no primeiro, passamos a ter para F' (x) 
um valor negativo; no segundo, o valor que vem, é posi
tivo; seguindo-se d'abi, que a primeira derivada se annulla 
no ponto considerado. Nos maximos, é por cousequencia a 
tangente á curva parallela ao eixo das aliscissas, fazendo 
um angulo de 180° com a parte positiva d'elle. Ora, este 
angulo, cuja tangente é F 1 (x), decresce á medida que x 
vae crescendo, pois, a derivada de FI (x), ou F' ' (x), 
deve ser negativa. Nos mínimos, o angulo da tangente é 
nullo, cresce com a abscissa, a sua derivada é positiva, ou 
F" (x) positivo. 

5. Séries. - Sendo y = f (x) um polynomio inteiro de 
gráu m, funcção contínua, assim como as suas n-1 primeiras 
derivadas, para os valores da variavel independente, com
prehendidos entre x e x + h, tendo, além d'isso, a derivada 
de ordem n valores determinados, correspondentes aos de 
x comprehendidos n'esse intervallo, será, admittindo que 
a funcção é real, assim como aquella variavel - unico caso 
que nos preoccupa : 

h b2 
F (x + h) = F (x) + - - F 1 (x) + - Fll (x) + ....... . 

1 1.2 
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+ hn-1 F ~x) + R 
1.2 ... (n-1) •- x 

tagrange deu ao resto a seguinte fórmula : 

R ~ .- f11 (x + õ h) e Canchy: 
1.2 . .. n 

(1-0)"'1 h" 

(L2 .. n - l) fn lx+a h) 

. x" 
sendo: Ru = --- f'1 (6 x), ou: 

1.2 .. , n 

(1-0)•·1 x• 
. f•(6x) 

1.2 ... (n-1) 

quando na série, de Taylor, annullarmos x, mudando em 
seguida· h em x, resultando a de Maclaurin e devendo para 
esta fórmula dar-se a continuidade no intervallo de o a x. 
A primeira série pode escrever-se : 

h2 
6 yl = h. F' (x') + -F" (x') -f- . . .. +R. 

1.2 

para os valores y' e x1, e a equação da tangente n'um 
ponto que tenha estas coordenadas, será : 

y-y' = FI (x') (x-x') ou: 6 y' = h. F' (x.I) 

e por conseguinte a differença entre a ordenada da curva 
e a da tangente, para o accrescimo h de x, será o segundo 
termo do segundo membro do ultimo desenvolvimento, au
gmentado de todos os outros que lhe ficam á direita ; mas 
como h é muito pequeno, podemos desprezar estes, ficando 
essa differença representada unicamente peto termo em que 
ha F1' (xl). Se esta derivada fôr positiva, a curva fica si
tuada acima da tangente, e será convexa em relação ao eixo 
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das abscissas; sendo negativa, dá-se o inverso. Vêmos d'esta 
maneira ainda, como são caracterisados os maximoa e os 
minimos pelas segundas derivadas. 

Não podendo os valores de várias funcções, como : rai
zes, logarithmos ... ser obtidos senão approximadamentc, 
um dos recursos maia simples que temos, consiste em os 
desenvolver em s6rie, tomando para valor approximado de 
cada funcção a somma de alguns termos da série, numero 
maior ou menor, conforme nos quizermos approximar mais 
ou menos. Nos cálculos financeiros empregam-se com muita 
frequencia, quer para reduzir a expressão simples uma fór
mula que se apresenta bastante complicad11, quer para 
comparar duas expressões de formas muito diversas. Nas 
applicações, é indispensavel verificar ee se dão as hypothe
scs, .sobre que se baseiam aquelles desenvolvimentos, e se 
R,n tende para zero, á medida que n cresce. 

Ra funcções da mesma variavel que teem formas extre
mamente diversas, recebendo todavia o mesmo valor para 
cada valor determinado da variavel; portanto, facilmente 
se comprehende que devam produzir a mesma série, sendo 
desenvolvidas pelo mesmo modo. Quando a funcção proposta 
se pode desdobrar, sendo a somma de duas, ou tres, e uma 
d'estas annullar-se, assim como todas as suas derivadas, ao 
annullar-se x, o desenvolvimento não será o da funcção 
proposta, mas o da parcella d'esta, cujas derivadas, bem 
como ella, não se annullam para esse valor zero. Cancby, 
para tornar bem saliente a necessidade do estudo do resto 

da série, considerou uma funcção exponencial : -; ..:, na 
X 

qual o resto não tende para zero, á medida que o numero 
de termo• fôr crescendo. 

Nunca se deve fazer uso de séries sem que representem 
com tanta approximação quanfa se desejar, o valor da 
quantidade _por ellas expresso; e para esse fim, supposto um 
numero de termos infinito, torna-se indispensavel que a 
somma dos n primeiros termos convirja para um limite 
determinado, tanto mais, quanto maior fôr n. As sommas 
successivas assim obtidas devem differir cada vez menos. 

Na 116rie: u1+u2+u3+ ... +u+u+ ... desi-
• n + 1 

gnando por : S, S .... S as sommas successi-
. n, n+1, ºf.P 

t 1 
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vas; a differença S -,- S = n deverá ser tanto 
n+1 n+1 

menor, quanto maior fôr n, isto é, os termos decrescentes; da 
mesma maneira S - S deverá tornar-se menor do 

"+• 
que qualquer quantidade designada, por mais pequena que 
seja. As séries que satisfazem a esta condição são conver
gentes, e só ellas podem representar uma quantidade. As 
progressões geometricas cuja razão fôr menor que a uni· 
dade teem um limite determinado e podem constituir um 
typo de confronto excelleate para decidirmos da convergen· 
eia de uma série apresentada. 

Em qualquer progressão arithmetica, ou geometrica, de 
razão maior que a unidade, a somma de n termos cresce 
com n além de todo o limite; todas as séries, n'este caso, 
são divergentes. Ha tambem sommas de termos que não 
teem um limite determinado, como: 1 -1 + 1 -1 .. ; 

1 1 1 1 
A série harmonica: -2 +3 +4 +5 + ... ; que 

se pode apresentar como uma somma de parcellas, em nu

mero infinito, todas maiores que ~ e, portanto, divcrgen· 
2 

te, mostra bem que, para criterio de convergencia, não basta 
que os termos vão decrescendo. 

Satisfeita a condição de serem decrescentes os termos e 
de S - S <e, sendo esta quantidade tão pequena, 

"+ p n 

quanto se queira, as principaes regras para a convergencia 
veem a ser: 

1.0 O confronto com uma progressão geometrica, que é 
das séries mais simples e de propriedades bem conhecidas. 
Se a progressão fôr decrescente e a série proposta ti
ver uma somma menor, em egualdade de termos, está as
segurada a convergencia. Sendo a progressão crescente 
e a somma dos n primeiros dos seus termos mer.or que 
a do mesmo numero dos primeiros da segunda, esta é diver· 
gente. 

2. 0 Quando os termos são alternadamente positivos e ne
gativos, tomando a somqia dos n primeiros pelo valor da 
série, o resto é : 
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+ a+ b +e+ d +e+ f .... 
o que se pode escrever: 

ou: 
+ [ (a-b) + (c-d) + (e-f,) + ... J 

+ [ a-(b-c)- (cl-e) ... ] 

17 

Como os termos da série são decrescentes, cada um será 
maior que o seguinte e positivas as di:fferenças: a-b, c-d ... ; 
portanto, todos os parentheses incluídos nas duas chave
tas representam quantidades positivas. Dentro da pri
meira chaveta figura uma somma de quantidades todas 
positivas; será tambem positiva esta somma e o signal do 
nsto +, ou -, conforme a, primeiro termo do resto, fôr 
positivo, ou negativo. A segunda chaveta mostra que o 
resto é menor que a. 

N'este caso, pois, o resto é meno1· e do mesmo signal que 
o primeiro termo desp1·ezado. 

3.0 Ha convergencia, quando a relação variavel de cada 
termo para o antecedente tende para um limite: L < 1, e 
divergencia, se L > 1. No primeiro caso, além de certo 
ponto, aquella relação será constantemente menor, que uma 
quantidade q, comprehendida entre L e 1, vindo assim: 

b < a.q; c < b.q; d < c.q .... ; 
ou: 

e: 
(a+b+c+d ..... ) < a (l+q+qi+q3+ . . .... ) 

como : q < 1, a série do parenthese, progressão geometrica, 
é convergente, sel-o-ha, portanto, com mais razão o pri
meiro membro da desegualdade, bem COlDO a série proposta. 

Se o limite L fôsse maior que 1, tomaríamos uma quanti
dade q, tal que: L > q > 1, inverter-se-hfam os signaes de 
todas as desegualdades, e reconheceríamos que a série 
era divergente. 

Se a relação de cada termo para o antecedente tiver por 
1 

limite a unidade, posta sob a forma: ---, sendo 'P po-
1 -h 

1 

1 
1 

1 
' 

1 
~ 

d 
l 
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sitivo e tendendo para zero, á medida que n crescer, pode 
demonstrar-se que a série é convergente, se n <p > 1, e di
vergente no caso contrário. 

II. Resolução das equações numerioas 

o. Resolver uma equação, F (x) =O, é, como se sabe, 
determinar os valores de x, denominados raízes, que, sub
stituídos a esta incognita, annullelll a funcção. Traçando 
n'um plano dois eixos coordenados orthogonaes, como in
dica a figu1·a I, tomando por abscissas aquelles valores e 
os da funcção por ordenadas, resulta a curva, logar geo
metrico da equação y = F (x), e raízes serão valores da 
abscissa, taes como: Oa, Ob, Oc . .. por isso que nos pon
tos a, b, e... extremos dos respectivos segmentos se an
nulla o valor de y, ou da funcção. Só as raízes reaes podem, 
porém, ser obtidas de tal modo, mas só d'estas nos occupa
mos, visto que os valores das incognitas - da taxa nos 
cálculos financeiro!!, que geralmente temos a procurai· -
nunca podem ser imaginarios. 

A curva, logar geometrico de qualquer equação, a que 
formos levados n'um cálculo financeiro, deve, pois, ser 
cortada pelo eixo, em que se tomarem os valores da inco
gnita. A não ser conica, forçoso é obtel-a por pontos, e 
pequeno numero d'estes é preciso para darem ao espírito 
o sentimento de continuidade da linha. Podíamos, para 
obter valores approximados das raízes, empregar simples
mente o processo graphico, tão combatido a principio e 
tão preconisado hoje, do qual diz o sr. Laisant: - abrege 
le langage, parle nettement à l'esprit et ... fournit les élé
ments pour établir ensuite une démonstl'ation purement algé
brique, si on le préfére. Este processo, exclusivamente 
empregado, tem comtudo o inconveniente de não determi
nar bem o gráu de approximação dos resultados ; dispen
savel em vários casos, para os quaes basta o simples co
nhecimento de algumas propriedades das equações, é 
n·outros um auxiliar valioso, combinando-o com o processo 
analytico. 

Nos pontos a, b, e ... a curva dirige-se de um quadrante in
ferior para outro superior, ou vice-versa. No primeiro caso, 
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li. esquerda do ponto, as ordenadas serão negativas até uma 
certa distancia, e, á direita d'elle, positivas; é o que se dá 
em a e r.. A' esquerda de b, são, pelo contrll.rio, positivas, 
adquirindo valores negativos á direita d'este ponto. 
· Na transição de uns para outros d'esses valores a orde

nada annulla-se nos pontos correspondentes ás raízes; é o 
que se deduz do principio de continuidade, em virtude do 
qual nenhuma funcção pode passar de um valor a outro, 
mantendo uma differença finita com o primeiro, sem ter 
percorrido todos os intermediarios, quando a sua variavel 
independente percorre toda a escala de V!llores, que sepa
ram os dois extremos, correspondentes aos da funcçlio. 
Quando esta estiver representada por uma curva é con
tínua, como precedentemente ficou dicto ao tratar das fun
ções, n.º 3. 

De uma maneira geral, pode dizer-se: 
Se a dois valores da incognita corresponderem valore& 

da funcção, de signaes contrários, esta annulla-se para ttm 
valor intermediaria áquelles, o qual será uma rnis de 
F(x)=o. 

Dos valores rcaes da incognita que satisfazem a esta 
equação, uns podem ser obtidos directamente e são os das 
raízes commensuraveis, inteiras, ou fraccionárias; outros, 
recorrendo ao criterio, assignalado no principio anterior, 
pelo qual se obteem limites, entre os quaes deve ser com
prehendido o valor de cada uma das raízes incommensu
raveis, limites que, pelos processos adeante descriptos, se 
vão approximando até se conseguir para o numero dese
jado tantas casas decimaes, quantas as requeridas. 

rr. Alguns princípios em que se baseia a determina
çll:o das raizes das equações. - Foi demonstrado por Ar
gand e Mourey, e mais tarde por Cauchy, que toda a 
equação admitte uma raiz, e se esta fôr representada por a, 
será, portanto, nullo o resultado da substituição da inco
gnita por este valor na equação proposta. Sabe-se pela 
algebra elementar, que o reato da divisão por x - a, de 
um polynomio F (x), é o que resulta substituindo n'elle x 
por a, ou: F (a). O resto vem, pois, nullo,quandoa éraiz, 
e, como consequencia immediata, esse polynomio é diviai
vel por x - a. Podemos escrever: F (x) = (x - a) f (x). 

O quociente, f~cção de x, de gráu inferior em uma uni-
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-------- ---------------·----

dade ao do dividendo, pode egualmente decompôr-se em 
factores, porquanto a equação f (x) =o deve tambem 
admittir uma raiz, e designando-a por b resultará: f (x) = 
(x - b) qi (x), e, proseguindo assim até se chegar a um 
quociente de primeiro gráu, vem: 

F(x)=A(x-a) (x-b) (x-c) ...... (x-m). 

sendo os segundos termos dos parentheses, formados pelas 
raizes, tomadas com signaes contrários e o coefiiciente A 
o do primeiro termo da equação, o qual apparece em todos 
os quocientes affectando o termo em que entra a maior 
das potencias da incognita. 

D'aqui derivam os seguintes princípios: 
- Uma equação admitte tantas raizes, quantas são as 

unidades do expoente - o seu primeiro membro é o pro
ducto de egual numero de factores binomios, formados 
pelas respectivas differenças entre a incognita e essas 
raízes - os coefficientes dos diversos termos do desenvol
vimento serão os productos por A de: a somma das raí
zes, tomadas com signaes contrários, no segundo termo ; 
a somma dos productos d'ellas, tomadas duas a duas, no 
terceiro termo; a somma dos productos, tomadas: i - 1 
a i -1, no termo de ordem i, e, finalmente, o producto 
de todas no ultimo termo ; sendo os signaes dos productos, 
positivos, ou negativos, conforme o numero de factores fôr 
par, ou impar. 

- As raízes reaes a, b, e. . . estando dispostas por or
dem crescente de grandeza, vê-se que, dando á incognita 
valores successivamente crescentes, a funcção irá variando 
sempre no mesmo sentido, crescendo, ou decrescendo, até 
o valor a de x em que se annulla ; d'alli em deante, cor
tado o eixo das abscissas, a funcção muda de signal e vae 
variando até um ponto, em que adquire um maximo, ou 
mínimo, correspondente a uma raiz da derivada, porque 
nos maximos e mínimos esta se annulla, como já se viu na 
primeira parte. Passado esse ponto, ella vae decrescendo 
no primeiro caso e crescendo no segundo, até ser cortado 
o eixo no ponto correspondente á raiz b, e assim succes
sivamente, mudando sempre de signal em cada uma d'es
sas passagens. 

Qualquer valor da a·bscissa, menor que a, produz para a 

1 
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funcção um outro do mesmo signal, ou contrário ao de A, 
segundo o gráu da equação fôr par, ou impar; o mesmo 
euccede, quando houver um numero par de raizes, menores 
que esse valor da incognita. Acima da maxima raiz a func· 
çii.o conservará sempre o signal de A, o qual podemos repu· 
tar como positivo, e para valores da incognit:i., maiores que 
a unidade, as potencias d'ella crescerão com os expoentes 
e tanto, que, ucima de um valor determinado para cada 
equação, mas variavel de uma para outra, o termo da mais 
alta potencia sobrepuja não só cada um dos outros, mas 
ainda a sua somma. 

Ao tratar de raízes fraccionária~, veremos como se pode 
fazer desapparecer o coefficiente A do primeiro termo da 
equ"ção. 

Quando a funcção varia n'uma raiz, muda de sigual ; 
na raiz seguinte dá-se nova mudança, restabelecendo-se, 
port.anto, o primitivo sil?nal ; na seguinte repete-se o que 
se tinha dado com a pnmeira, e assim successivamente, 
de sorte que entre dois valores da funcção, ambos do mes
mo signal, ba sempre um numero impar de raízes, quando 
existirem raízes reacs entre elles. Do l!:esmo modo se re
conhece, que entre dois valores da funcção, de signaes con
trários, se existirem raízes reaes, estas serão em numero par. 

O que sc nota na figura II com as raízes Oa, Ob, Oc, 
terna bem saliente e, ao mesmo tempo, grava bem no espi· 
ri to este facto. 

8. Se M, N, P fôrem quantidades commensuraveis, 

inteiras ou fraccionárias, positivas ou negativas, e VN in

commensuravel, ou imaginario, pode estabelecer-se a pro· 
posição ~eguinte : 

e Se uma equação algebrica, de coefficientrs reaes, admit· 

tir uma raiz da forma M + P VN, deve admittir uma outra 

da [forma M-P VN. 
Em consequencia da hypothese estabelecida, F (x) é 

exactamente divisível por ( x - M - P VN) e o quociente, 
seja qual fôr, ha de compôr-se de duas partes: uma com
mensuravel, designada por X, outra incommensuravel, re-

\) 
r 
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presentada por Y VN, sendo X e Y, em geral, funcções 
da inc•>gnita. 

Pode escrever-se : 

F (x) = ( x-1\f-P VN) (X± YVN) 
ou: 

F (x)=(x-M)Z+ PY (YN)i+[+(x-M)Y-PX]VN 
e, como na equação proposta não ha termos in<'ommcnsu
raveis, ou imaginarios, deve ser nullo o coefficicnt e do ra
dical na ultima equação, do que resulta: 

F (x) = (x - M) z + Y P (v:NY 
Mudando simultaneamente os signaes de P e de Y, esta 
equação não muda ; subsistirá ainda a primeira equaçã(), 
feitas n'ella essas transformações, porquanto ambas ellas 
não representam mais do que formas diversas da mesma 
quant.idade, que é a funcção. Será tambem: 

F (x) == (x-M+P VN) (X+:Y VN) 
e, assim, fica demonstrado que haverá outra raiz: M-P VN. 

As raizes ineommensuraveis, ou imaginárias, a que se 
applica este principio, entram, portanto, n'uma equação, 
grupadas duas a duas, dizendo-se conj11gadns as de cada 
grupo, cuja somma é sempre commensuravel, visto que pela 
addição desapparecem os incommensuraveis e os imagina-

rios. Assim, se 2 + 5 Va fôr uma raiz, tarnbem o será 

2 - 5 V3; da mesma sorte, se 1 + 2 v=- 1 fôr uma das 

raizes, na equação entra ainda: 1 - 2 v=- 1. p pode ser 
pgual á unidade, sendo tambem admissíveis os grupos: 
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Na equação de quarto gráu: 

132:300 X 4 -170:100 X 3 + 31:827 X 2 

- 67:398 x-19:40~ =O 
raízes silo : 

1 4
1
_ 1 1

1
_ 

---+-- ~e-+- -1 
7-5 ª 2-3 

Na equação de quarto gráu: 

x~-4x3+5x2-2x-2=0 

as raizes, egualmente'formando dois grnpos, sito ; 

1+v'2;1 +V-i. - -
Não ·podendo existir as raízes imaginárias senão em nu

mero par, oouclue-se d'aqui, que as equações de gráu ímpar 
devem admittir pelo menos uma raiz real; o mesmo se diz 
das raízes incommensuraveis, e por isso as equações de 
gráu ímpar devem ter uma raiz real e conunensuravel. 

9. O numero de raízes reaes, se as houver, será par, ou 
ímpar, segundo o gráu da equação fôr par, ou ímpar. 

10. Regra de Descartes. - Quando os signaes de dois 
termos consecutivos são eguaes, diz-se que ha uma perma
ne1tcia ; no caso contrário uma variação. Introduzindo 1m 
equação uma raiz nova: 1·, temos de multiplicar o primeiro 
membro por x - r, e facilmente se reconhece que no pro
ducto ha pelo menos, em relação ao multiplicando, uma 
nova variação, e que as variações introduzidas por 1·, que 
supporemoa positivo, são sempre em numero ímpar; d'onde 
ac deduz: 

N'uma equação qualquer, o numero das rai1es positivas 
não pode exceder o das variações, e, quando é menor, a dif
f erença é sempre um numero par. 

As raízes negativas da propc.sta serão as positivas da 
transformada, resultante de se mudar o signal da incognita 
substituindo x por - x e d'ahi: 
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O numero de raizes negalivas não pode exceder o das va
riações da transformada, que se obtem mudando x em - x, 
e, quando é menor, a di.D'erença é um numero par. 

A equação x 1 - 4 x 3 + 5 x 2 + 9 x - 7 = O, tem tres 
variações, por isso não pode admittir mais de tres raízes 
positivas, e, ou ha de ter tres, ou uma. Mudando n'ella o 
signal da incognita, vem: - x 1 + 4 x 3 + 5 x 2 + 9 x -
7= 0, em que ha duas variações, devendo as raizes nega
tivas ser duas. 

Este principio é de um valioso recurso na pesquisa das 
raízes i·eaes, de que temos de nos occupar. 

II. Conhecida quP seja uma raiz r, podemos abaixar o 
gráu da equação, cujo primeiro membro é multiplo de x-r, 
dividindo·o por este binomio. Se mais de uma raiz fôr co
nhecida, feita a divisão pelo producto dos respcctivos bi
nomios, abaixar-sc-ha o gráu de tantas unidades, quantos 
fôrem estes. 

I ~. Rah:es da unidade. - Posto que não seja nosso 
proposito o estudo das raizes "imaginárias, convém, toda
via, saber que a equação x"' -1 =O, admittindo m. raí
zes, só uma d'ellas é real, quando o expoente fôr ímpar : + 1 ; havendo uma unica variação, con·espondente aos va
lores positivos da incognita. Representando m. por 2 k + 1, 
as raízes para o caso de expoente ímpar serão dadas pela 
fórmula: 

2nrr 2nrr 
cos - ---+ yCI. scn. ----

2k -t- 1 2k + l 

Quando o expoente é par, ha uma variação para os va· 
lores positivos da incognita e outr,1 para os negativos ; 
duas raizes reaes : + 1 e a totalidade das raízes, fazendo 
m=2k: 

n-rr yC n-rr 
cos -- - + -1. scn. --

k - k 

Na equação xm + 1 = O só ha a niz real: - 1, quando 
m fôr ímpar e as raízes são todas obtidas pela fórmula : 
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(2 n+l)" .r- (2n+l)" 
cos ------+ v -1. sen. ------

m - m 

N'estas fórmulas dar-se ha a n valores positivos, a par
tir de zero, até resultarem m valores differentes para a ex· 
pressão. 

13. Raizes reciproca11. -Visto que o producto de dois 
numeros recíprocos é a unidade, designando por z a sua 
somms, serão ambos as raízes da equação do segundo 
gráu: 

x2 -z x+l =Ü 

de sorte que : 

z • /-z2 
2+v 4-1 

é a expressão que dá os valores de todos os numeros recí
procos em funcção da somma. 

14. Ralzes eguaes. - Se n'uma equação houver n rai
zes eguaes a a, o seu primeiro membro admitte como fa
ctor a potencia n do binomio x- a ; a primeira derivada 
compõe-se de m parcellas (sendo m o gráu de equação) e 
cada uma d'el\as admitte como factor a potencia n -1 do 
bioomio; nas derivadas seguintes os termos serão multi
plos de uma potencia, cujo expoente é n - i, sendo i, o 
numero da derivada. 

A raiz não pertence, pois, só á equação, mas a todas que 
resultam, egualando a zero as derivadas successivas até á 
ordem n -i, inclusivamente. 

15. Construir uma equação dndas as ralzes.-Conhe
cido o modo por que é constituído o polynomio F (x), facil
mente podemos construir uma equação de qualquer gráu, 
admittindo raízes conhecidas; basta para esse fim multi
plicar os binomios: x-a, x-b ... sendo: a, b, e ... as 

raízes. Se ellas forem, por exemplo, 2 +V 3 ; 1+v=1, 5, 

resultará a equação : 

·-

í 

l 

1 

l 
1 

" 
r 

' 1 

;, 

1 

1 

l 
1 
i 

' 
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F (x) = (x-2-VHJ (x-2+V3l (x-1-V-l) 

(x-1 +V-1) (x-5)=0 

= [(x-2)2-- 3] [ (x-1)2+1] (x-5) =O 

= x5 -11 x4 + 41 x3 - 65 x2 + 52 x - 10 = O 

Facilmente se vô como se deve proceder em qualquer 
caso. 

1 G. Podemos reconhecer pela constrncção graphica a 
influencia do ultimo termo no numero, valores e disposi
ção das raizes. Seja, por exemplo, a equação: 

cujas raizes são: 1, 2 e 3. Faça-se: y = F (x) e, referida 
a dois eixos coordenados orthogonaes, construa-se a cur
va, Jogar geomet.rico da equação, que é a indicada pela 
Fig. III. 

O eixo das abscissas corta a curva nos pontos, respecti
vamente designados por 1, 2, 3, correspondentes áquellas 
raízes. Levantando o 'eixo, fazendo-o mover parallelameute 
a si mesmo, isto é, mudando y em y + h, sendo h. a altura 
variavel a que se vae elevando, a cada uma das suas di
versas posições deve corresponder uma equação, distincta 
das outras, a qual se obtem diminuindo de h o ultimo ter
mo dtl proposta. 

Se pensarmos na disposição, apresentada pela figura, 
veremos que ha tres mizes reaes, emquanto o eixo movei 
não fôr tangente á curva, caso em que duas das raízes são 
cguaes; d'esse ponto em deante só ha uma raiz real, sendo 
imaginárias as outras duas. A resolução da equHção, que 
se obtem em cada uma das posições do eixo movel, equi
vale a determinar as abscissas dos pontos de intersecção 
da curva com uma recta, parallela ao eixo movei, tendo 
por equação: y = h. 

Quando este eixo, pelo contrário, descer, conservando-se 
sempre parallelo á. primitiva direcçito, y transformar-Ee-ha 
11m: y- h; devemos, pois, augmentar de h o primeiro 

1 

~\ 
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membro da equação. A origem ficará sobre i.. curva se o 
abaixarmos de h =6. Até o ponto de tangencia, como ante
riormente, ha treb raizes reaes; n'esse ponto duas cl'estas 
cguaes, e, d'alli por deante, só uma real. Aij raizes serão as 
abscissas das intersecções ela curva, quando reaes, com a 
i·ccta: y=-h. 

I ~. Uaizes conjugadas em geral. - No n.o 8 foi de
monstrada a existPncia de duas raizes conjugada~, que pcr
tt!ncem a uma equação de segundo gráu, de coeflicicntes 
inteiros; supponluunos, agora que, n'uma cl'cssas equaçõl's 

haaseguiuteraiz: M+PvN" + QvR +· .. ; admittinclo 

um numero n de radicaes e sendo todas as quantidades, 
quer situadas debaixo d'elles quer fora, co:r1rneusurnvei31 

será: 

P(x) = (x-M-l'VN -QV!-t - · ... ) 

X (X-f--YVN +zV'R +wvNR+ .... ) 
ou: 

F (x) = (x-M)X-PYN-QZIL .. 

+ f rfi, vR, .... VN°R .... J 

em que ; X, Y, z, vV ... são funcções de X. 

O segundo membro da equaçfo compõe-se de duas par
tes, uma commensuravel e outra incommcnsuravel, de
vcudo esta ser nulla; e visto que o primeÍl'o membro é com
meusuravel, resulta o seguinte : 

F (x) = (x-M) X-!-PYN -f-QZR+ .... ; 

Mudando os signaes de P e Y, ou de Q e Z ... ; a cqua
çilo não soffre nenhuma mudança, mesmo no caso em que 
sejam trocados os signaes a todas estas quantidades, o 
que mostra, evidentemente, que da mesma sorte serão raí
zes: 

M-PVN+QVR .... ; M+PVN-QVR ..... ; 

M-PVN-QVH .... ; ........... . 
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Todas estas raízes, que constituem um grupo e perten
cem simultaneamente á mesma equação, se dizem conju
gadas; o seu numerG, suppondo que em cada uma e! 'ellas 
existem n radicaes, é calculado pelas considerações seguin
tes: é dada uma primeira raiz, e d'ella se deduzem todas 
as outras, mudando successivamente o signal a cada um 
dos n termos que contcem radicaes, obtemos aEsim n raízes, 
além da primeira; forma-se um novo sub-grupo mudando 
na primeira o signal a dois termos de cada vez e obtere
mos assim tantas raízes a mais, quantas forem as combi
nações distinetas de n objectos, t<imados dois a dois -
mudando os signacs a tres termos de cada vez forma-se 
outro sub-grupo, cujo numero é o das combinações distin
ctas de n objectos, tomados tres a tres, e assim successi
vameute até se (Jbter a ultima, que resulta da primeira 
pela troca simultanea de siguaes em todos os termos. Re
presentando por V o numero d'estas raízes e por C,~ o nu
mero de combinações distinctas de n objectos, tomados ia i, 
será: 

V = 1 + C} + C0 3 + .... + C~ = 2"; 

d'onde: 
V = 2, 4,8, ... . . ; 

Do exposto resulta o seguinte principio : 
«Para que uma equação admitta uma raiz : 

em que todas as lcttras representam quantidades commen
suraveis, com um numero n de radicaes, é necessario que 
seja, pelo menos, 2" o seu gráu.» 

As raízes conjugadas dizem-se, portimto, do seguudo 
grán, do quarto, do oitavo, etc. 

Com o grupo do quarto gráu: 

1+2v'a +5v'7; 1-2v'3+ &v7; 1+2v'a-&v'7; 
1-2Vs _5\17 

forma-se a equação : 
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x4 -4 x3 - 368 x!+ 744 x+26:196 =O 

Com o grupo, tambem do quarto gráu: 

i+V-1+v=2; 1-v=1+v~2; 
1+V-1-v=2; 1-v= 1-v=2 

fo1·ma-se a seguinte equação : 

29 

x• -4x3+12x2-J6x+8 = 0 

Designando por v o termo da raiz independente de ra
dical, e os outros por a, b, c; com as raizes : 

v+a+b+c; v-n+b+c; v+a-b+c; 
v +a+ b-c; v-a- b+c; v-a+ b -e; 

v+a-b-c; v-a-b-c 

obtem-se a equaç.ão de oitavo gráu: 

(x-v) s -4 (a2 + b2+ e~) (x-v) 6+ 2 [(a2+ b2+c2)2 + 2 (a4 + bl + c4)] (x-v) 4 -2 [n1 b2X 
(a2 + IJ2) + a2 c2 (a2 + cl) + \J2 c2 (b2 + c2) + 6 n2 b2 c2 + aG + b6 + cGJ (x -v) 2 

+ as + b8 + cs _ 4 [ afi (b2 + c2) + b6 (a2 + c2) + c6 
(~12 + b2)] + 6 [a• b1 +a4 e•+ b• e•] +4 a2 b2 c2X 

(a2+bi+c2) = 0 

cuj'os termos se acham desembaraçados dos radicaes. 
Continuando a representar por v a parte commensuravel 

commum a todas as raízes, e fazendo: x - v = y, ou x = y 
+ v reconhece-se que na nova equação, transformada da 
primeira, metade das raizes é egual e de signal contriírio 
a outra metade. Designando, com effeito, por: r, r', rll. , 
respectivamente, as sommas dos tcrinos que eontecm rndi
caes em cada raiz, serão na transformada as raízes cm nn· 
mero par: 211 , dispostas do seguinte moclo: +r,-r;+r1, 
- r', .... ; no polynomio F (x), os factorea, cujo producto 
elle representa, podem-se escrever: 

(y-r) (y+ r) (y-r') (y + r') (y-rll) (y + r'') ... ; 

ou: 
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A bypothese : x = v + y produz, pois, uma equação que 
nii.o contém mais do que as potencias pares da incognita, 
a qual se reduz a uma outra de gráu metade do da pri
meira suppondo que apenas ha rnizes conjugadas. D'ahi o 
principio: 

Quando uma equação não admitle mais elo que raizes con
jugadas, pode reduzir-se a wna outra de gráu metade do que 
tinha. 

Dada, por conseguinte, uma equação: 

x••+A~""'- 1 + ~ .. j =o 

se admittir apenas raizes conjugadas, ser.do m = 2•, pode
mos determinar facilmente qual o valor da parte commen
suravel, commum a todas as raizes, visto que, fazendo : 
x = y + v, resulta: 

y"' + (m v +A) ym - 1 ••••. ; =o 

e como na transformada não devem existir potencias ím
pares da incognita, segue-se que: 

A 
mv+A=oev=-

m 

Para haver só raízes eonjuga!las devem annullar·se os 
coeflicientes de todas as potencias ímpares da transformada, 
e por isso o valor de v, assim achado, deve não só satisfa
zer áquella equação, mas a todas as que proveem do facto 
de se annullarem esses coeflicientes. A equação immediata 
e que deve ser satisfeita por esse valor é : 

m(m-l)(m-2) (m-l)(m-2) 
------ - vl + vi A 

1. 2. 3 1. 2 
+(m-2)vB+C=Ü 

Se uma equação .fôr de ,qráu 2° + 1, admittindo uma u11ica 
raiz commensuravel e sendo as outras conjugadas, a resolução 
d'ella depende da i·esolução de um systema,formado por uma 
e'luação de primefro grá1i e outra de terceiro, além da de uma 
equação de gráu 2•- 1, não pertencente ao systema. 
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Seja a equação: 

xm +Axm-1 + B xm-2+c xm-3 + ..... ;=O 

se u fôr a raiz commensuravel, dividindo por x-u, vem: 

continuando a representar por v a parte commensuravel, 
commum ás raízes conjugadas, e mudando x em y + v, vem: 

ym-1+(m-l)v1 (m-l)(m-2) 
+A+u ym-1+ 1. 

2 
v! ym-3 

+Cm-2) (A+uJv 
+B+Au+u 

+ 
(m-l)(m-2)(m-3) ym-4 ..• =0 
~~~~~~~~~~ v3 

1. 2.3 

+ 
(m-2) (m-3) 

2 1. 
2 

(A+u) v 

+<m-3) (B+Au+u1) v 
+ C + B u +A u2 + u3 

e como devem desapparecer os termos de expoentes ímpa
res, (aqui, visto ser m = 2° + 1, são os termos de expoen
tes: m - 2, m - 4 ... ) resultará o systema: 

(m-1) v+A+u =o 

[ 

(m-1) (m-2) m-3) (m-2) (m-3) 
v 3+ - X 

1. 2. 3 1. 2 
(A+u) v2+ (m - 3) (B+Au+u2) v+c+B u 

+Au2+u3=0 

Calculados u e v por este meio, a equação baixa logo 
pelo conhecimento de u ao gráu 2" e pelo de v reduz-se 
este gráu a metade, isto é, a 2,•1- 1 como esLá demonstrado 
p11ra as raízes conjugadas. 

Facilmente se vê do que fica dependente a resolução de 
uma equação, admittindo 2'> raízes conjugadas e mais um 

1 ' 
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certo numero d'ellas, não pertencente a este grupo; mas a 
resolução, dependente da de equações de gráus mais ele
vados, é em gei·al impossivel pelos meios algebricos. 

Todas as equ·ações de gráu par podem ser forma.das ex
clusivamente pelo producto de binomios em que só entram 
raizes conj11gadas. Ja sabíamos como se poderiam consti
tuir recorrendo apenas ás raizes conjugadas de segundo 
gráu; mas, quando a equação o permitta, podem combi
nar-se estas com as dos outros gráus. Assim, por exemplo, 
duaP conjugadas do segundo e quatro do quarto, podem 
dar uma equação do sexto. A equação do oitavo gráu pode 
comportar quatro grupos conjugados do segundo, ou dois 
do quarto, ou um do quarto e dois do segundo, ou um do 
oitavo. 

Nos gráus pares mais elevados, maior numero de com
binações se podem fazer. 

Mudando x em y + v nas equações anteriores vem, para: 

x4-4 x3 -368 x2 +744 x+ 26196 =O 

a transformada : 

y4 + 4 (v - 1) ) 3 + (6 y2 - 12 V - 368) y2 + 
(4 vl-12 v2-736 v+ 744) y+v4 -4v3-

1l68 y2 + 744 V+ 26:196 = Ü 

devendo annullar-se os coefficientes das potencias ímpares ~ 

v-1=0; 4 v3-12 v2-736 v+744= O 

o valor 1 para v, deduzido da primeira satisfaz á segunda, 
e obtida a parte commensuravel das raízes conjugad11s, 
substituindo v, por 1 na transformada, vem : 

y• - 374 y2 + 26569 =o 
d'onde: 

y = +v ls1+y1s72_26:569 
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e para as raizes da equação proposta : 

1+2fi +5v7;1-2v3 +5y7; 

1+2vs -5V7;1-2V3 -5V7 

33 

valores, de que tinhamos partido para construir a equação. 
Seja ainda o exemplo : 

x4 - 4 :s.3 + 12 X - 16 X + 8 = Ü 

mudando x em y + v resulta : 

y4 + 4 (v -1) yl + (6 v2 -12 v + 12) y2 
+ (4 y3 -12 y2 + 24 V -16) y + y4 - 4 y3 + 12 y2 - 16 V + 8 = Ü 

Annullando os coefficientes das potencias i.mpares, 
obtem-se: 

o valor 1 de v satisfaz ás duas equações e por isso pode-se 
escrever a transformada : 

y!+ 6y2+1 = Ü 
d'onde: 

y=+v-3+y32 -1 =+ l v=1±v=2\ 
e as raizcs da equação proposta yem a ser: 

1+v=1+v=2; 1-1 V-1+V-2 

1-V-1-v=2;1-v=1-V-2 

Nos exemplos anteriores, os radicaes ou rec:íem sobre 
quantidades positivas, na mesma raiz, ou sobre negativas; 
mas facil é de vêr, não só que a theoria não estabelece 
esta distincção, admittindo a promiscuidade d'aquellas 
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quantidades nas parcellas da somma representativa do va· 
Jor de qualquer raiz, como tambem que a prática demonstra 
a veracidade da proposição, quer haja, ou não haja, essa 
promiscuidade. 

Processos lndlrectos para obter as ralzes 

I8. Está demonstrado que, a não ser em casos excepcio
naes, é impossível a resolução algebrica das equações, além 
do quarto gráu, não podendo as raízes ser expressas em func
ção dos eoefficientes, recoxrendo apenas ás operações indi-

cadas pelos signaes algebrieos : +, -, x, : , v-: 
Mostrou o sr. Hermite, como poderia ser resolvida dire· 

etamente a equação de quinto gráu pelas funcçõeR ellipti
cas, que transcendem o domínio da algebra ; este recurso 
foi ainda empregado por outros mathematicos e para equa
ções de gráus diversos. 

Pelo que respeita ás equações de terceiro gráu, as f6r
mulas de Cardan apresentam no caso irreductivel, em que 
só ha raizes reaes, os valores d'estas expressos por meio 
de imaginarios, cuja desappariçào tem sido tentada pelo 
emprêgo de séries, geralmente pouco convergentes; pro
curou-se ainda obter as raízes recorrendo ás funcções 
circulares; mas esta resolução trigonometrica está longe 
do desideratum de exprimir 11s raizes por meio dos coeffi
cientes, não empregando senão os signaes algebricos. De
pendendo da resolução da do terceiro, a equação do quarto 
gráu, em consequencia de ser a sua reduzida de terceiro 
gráu, vê-se que só ha realmente uma resolução directa, 
livre de diffieuldades insuperaveis, para todos os casos 
que se possam apresentar nas equações dos dois primeiros 
gráus. 

O tão célebre como celebrado problema da trisecção do 
angulo, que nos legaram os geometras gregoe, tido hoje 
por impossível á fôrça de zombar dos esforços de centenas 
de gerações, demonstra exuberantemente que a part.ir das 
equações de terceiro gráu, o domínio da algebra vae·se tor
nando cada vez mais restric.:to. 

I 9. As raízes distinguem-se em : reaes e imaginárias, 
e as primeiras, que são as que mais particularmente nos 

·' 
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interessam, admittem a divisão em : commensuraveis e in
commensuraveis, podendo ainda as commensuraveis ser in
teiras, ou fraccionárias. 

20. Como temos de recorrer a tentativas, é muitas ve
zes necessario substituir a inccgnita por diversos numeros, 
e, para esse fim, tem sido alvitrado o seguinte processo, d(J 
commodo emprêgo, quando as equações não tenham o gráu 
muito elevado, nem admittam grandes lacunas. 

Sejam A, B, C, D .... os coeflicientes dos diversos ter
mos successivos, a começar no primeiro e dispostos, como 
de costume, pela ordem das potencias decrescentes da inco
gnita, e a, o numero a substituir; faz-se o producto: Aa e, 
ajuntando-se-lhe B, multiplique-se a somma resultante 
por a, vem ( Aa + B) a; ajunte-se C ao resultado e multi
plique-se por a a so=a obtida, achar-se-ha: [(Aa + Ba) +- CJ a, depois ajuntar-se-hia ao numero, assim calculado, 
o coefliciente seguinte:· D, tornando a fazer a multiplica
ção por a, e, ao cabo de uma série de operações que abran
jam tudos os coeflicientes e terminem pela addiçào do 
ultimo, vem um numero, que é o valor de y=.F'(:r), quando 
á incognita se arbitra o valor a. 

Em diversos cálculos financeiros para equações de um 
pequenissimo numero de termos e expoentes da incognita, 
taes como : 100, 200, ou 300, chegando por vezes a ser 
mais elevados ainda, é inadmissivel o processo, tendo de 
se empregar, como havemos de ver, o cálculo de logarith
rnos, préviamente obtidos com o numero de decimaes ne
cessario, para que os erros fiquem restrictos aos limites 
em cada caso assignados. 

a) Raizes inteiras 

21. Como estas raízes devem ser divisores do ultimo 
termo, está naturalmente indicado o caminho a aegui1· : 
decompôt· esse termo em factores e ensaiai-os methodica
mente, attendcndo a que, por poderem ser as raizes posi· 
tivas, ou negativas, devemos organisar uma lista, tauto dos 
füctores positivos, como dod ne~ativos. 

O primeiro cuidado, sempre que se tratar de resolver 
uma equação, é o do emprêgo da regra de Descartes, por
que se esta nos disser que não ha nenhuma raiz real, po-
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sitiva, ou negativa, inutil se torna o fazer uma tal pes
quisa. 

No caso affirmativo, devemos verificar se (+ 1) e (-1) 
são raizes, o que se faz rapidamente, e, quando qualquer 
d'estes numeros ou ambos forem raízes, procede-se ao abai
xamento do gráu da equação, como se disse no n. 0 11. Obte
remos, assim, os valores de F(+ 1) e de I!' (-1), e sup
ponhamos que nenhum d'estes numeros ensaiados é raiz, 
porque, se o fôr, faz-se o abaixamento QO gráu e um novo 
ensaio com os mesmos numeros, sendo preciso repete-se a 
operação até que se verifique que nenhum d'elles já pode 
ser admittido ; d'eata sorte os valores das duas funcções 
devem ser diffcrentes de zero. Posto isto, supponhamos 
que se trata agora de saber, se um dado numero a, divi
sor do ultimo termo, pode satisfazer á equação. 

Se a fôr uma das raízes, será F (x) divisível por x - a 
e sendo Q um polynomio inteiro: l!, (x) = (x - a) Q, d'on
de: F(+ 1)=(1-a) Q;F(- 1)=(-1-a)Q,por
tanto, quando a> o, será F ( + j ) divisível por 1 - a, ou 
a - 1 e F ( - 1) por a + 1. 

Sendo a < o, F ( +1) será divisível por a+ l e F (-1) 
por a-1. 

Nas qu;intidades: a -1 e a+ 1, considera-se a com o 
valor positivo. 

Portanto: 

a > 0 \ F ( + 1 ) por a - 1 
/F(-iJ" a+1 

a < 0 \ F ( + 1 ) por a + 1 
/F(-j) » a-1 

D'aqui se deduz, como regra a empregar, afim de se 
evitarem tentativas morosas e iuuteis, que, depois de eli
minadas as raízes: + 1 e - 1, se as houver, e abaixado o 
gráu da equação, ou na propria equação primitiva, quando 
taes raizes não existam, devemos substituir á incognita 
aquelles valores, e obtidos os correspondeutrs para a fun
cção, ensaiar a divisibilidade de F ( + 1) e F ( - 1) pelos 
factores do ultimo termo, respectivamente diminuídos, 
ou augmentados, de uma unidade. Nenhum dos divisores 
pode ser raiz, sem que, assim diminuído, ou angmentado, 
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de uma unidade, deixe de dividir os valores indicados para 
a funcção; mas, pelo facto de se ter obtido um quociente 
inteiro em cada uma das divisões, a que o mesmo factor 
está sujeito, não se segue que elle seja raiz. Apesar d'esta 
condição necessai•ia não ser sufliciente, permitte-nos o fa. 
zer uma eliminação imp"rtante nos factores a ensaiar, de 
tanto maior vantagem, quanto maior fôr o numero d'elles, 
o que se dá quasi sempre quando ha. raizes fraccionárias, 
entrando no rol, nos divisores do ultimo termo, os dos de
nominadores dos quebrados raizcs, e ainda potencias d'cs
tcs divisores. 

O critcrio não é inteiramente appfüavel aos divisores: 
+ 2 e - ~ por isso que para o primeiro d'estes é: a -1, 
ou 2-1, egual á unidade, e para o se~undo: a+ 1 é tam
bcm egual á unidade. Em qualquer d'estca casos, ou pre
scindimos da indicação que falta, e vêmos ee a unica exis
teute é satisfeita, ou appellamos para o seguinte criterio: 

Em F (x) = (x - a) Q, podemos, em vez de 1, substituir 
qualquer outro numero inteiro, versando a escolha, só para 
o caso indicado, sobre os numeres : + n e - n, com os 
quaes já não pode dar-se a me~ma ditliculdade, sendo n 
differcnte de 1; mas, como o valor mais simples que lhe 
podemos attribuir é 2, nada se lucra com a substituição. 

22. Seja, como exemplo: 

x3 + 5 x2 - 7 x + 8 - O 

Pela regra de Descartes vêmos que, havendo duas varia
ções pHra valores de x positivos, a equação, ou admitte 
duas raízes positivas, ou nenhuma; mas, como F (o)=+8 
e todos os valores positivos da incognita tornam a funcção 
positiva, segue-se que não haverá raiz nenhuma positiva. 
Para valores de x negativos ha uma uuica variação, resul
tando d'alii, ou uma raiz negativa, ou nenhuma; m><s sendo 
l!, (o) positivo, á medida que x vac crescendo em valor 
absoluto, o valor do primeiro termo augn1enta a ponto de 
vir a ser superior ao da somma dos outros, tornaudo-Re 
u'este caso negativa a funcção; segue-se que n'um certo 
ponto esta se annulla, e por esse facto tem uma raiz nega
tiva. Dos divisores de 8 só ha a ensaiar: - 2, - 4, - 8, 
depois de se ter reconhecido que : 

F (+ 1) = 7eF(-1)=19 
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Como 7 não é divisível por nenhum dos numeros: 3, 5, 9, 
já não é necessario ensaiar a divisibilidade de F ( - 1) 
concluindo-se d'aqui, que não ha nenhuma raiz real inteira. 

23. Exemplo II: 

x3 + 5 x2 - 7 x + 4 = O 

A applicação da regra de Descartes dá os mesmos resul
tados que no exemplo precedente, de que este differc só
mente pelo ultimo t.ermo, differença que exerce, comtudo, 
uma influencia consideravel soLre as raizes, como ficou dicto. 
Só pode ainda haver uma raiz negativa. F (+ 1) = - 3, 
F (- 1) = 15, e os divisores a experimentar : - 2, - 4. 
Os valores de a+ 1 11ão : 3 e 5, e como 1l não é divisi vel 
pelo ultimo, exclue-se - 4; o valor de a -1 para o pri
meiro é l, mas reconhece-se immediatamente pela equa
ção, que não satisfaz. 

~4. Exemplo III: 

28 xl -113 xG - 334 x5 + 972 x4 + 2~8 xl 

- 919 x2 + 8 X+ 60 = 0 

Substituindo a iucognita por:+ 1 e - 1, vê-se que es
tes dois valores são raízes, e por isso divide-se o primeiro 
membro por x2 - 1, resultando : 

28 x5 - 113 x.4 - 306 x.3 + 859 x.2 - 8 x - 60 = O 

Ha tres variações, para x positivo, e o numero de raizes 
positivas, ou ser:í. de tres, ou de uma, se as houver; para x 
negativo as variações são duas, e será este o numP.ro de 
raizes negativas, se existirem. Excluindo: + 1 e - 1, que 
não pertencem á nova equação, os divisores do ultimo 
termo veem a ser : 

234561012 15 20 3060;F(+1)=400;F(-1)=972 

,. 
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Organisa-se agora o seguinte diagramma : 

Divisores positivos a-1 
F(+l) 

a+l 
F(-1) 

a-1 a+l 
2 3 324 
a 2 200 4 243 
6, 3 

1Óõ 5 4 6 162 
6 5 80 7 + 

10 9 

I 12 11 
15 14 
20 19 
30 29 
60 59 

Raizes inteiras positivas só podem ser: 2, 3, 5. 
Para exmninar quaes são os divisores negativos admis

siveis como raizes, temos de repetir a lista dos divisores, 
orgnnisando novo di11gramma em harmonia com o que foi 
estabelecido no n.0 21, devendo notar-se que se considera 
a como positivo. 

Divisores negativos a+ 1 

2 
a 
4 
5 
6 

10 
12 
15 
20 
30 
60 

3 
4 
f> 
6 
7 

11 
13 
16 
21 
31 
61 

+ 100 
80 

! 
! 

a-1 

2 
a 

F(-1) 

a-1 

486 
324 

Raizes inteiras negativas e6 podem ser: - 3, - 4. 
Tanto n'um como no outro registo, faz-se a. primeira 



40 BIBLIOTHECA DO POVO 

columna de numeros calculados, na segunda os quocientes 
inteiros, e quando elles forem fraccionarios, evidentemente 
os factores correspondentes não podem ser raízes. Denun
cia-se este facto por meio de uma cruz, e na terceira e 
quarta columnas de numeros calculados, nada se escreve. 

Ficam assim escolhidos os divisores que podem ser raí
zes; resta averiguar quaes d'elles satisfazem á equação. 

25. Processo para a determinação das ralzes. - Seja 
a equação: 

se a fôr uma das raízes : 

V 
-= -Aam-l_Bam-2_ .... -Ra-S 
a 

O segundo membro é inteiro, e tambem o será o primei
ro, ou, o que é o mesmo, V divisível por a. 

Faça-se: 

vem: 

Faça-se: 

virá: 

St m-2 m -3 
-=-Aa-Ba- .... -R 

a 

B2 m-~ m-4 
-=-Aa-Ba- ..... -Q 
a 

e por ultimo: 

q =-A;s =Ü 
m-i 111-t 
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2G. Applicação. - Consideremos a equação preceden
temente tratada, para a qual ficaram separados os diviso
res que podem ser raízes : 

28 x> - 113 x.4 - 306 x3 + 859 x2 - 8 x - 60 = O 

Divisor<"s: 
q 1 : 
s 1 : 
q2: 
8 2 : 

q 3 : 
s 3 : 

q 4 : 
s 4 : 
q, : 
8 ~ : 

+ 2 + 31+ 5/- 3 - 4 
- ~O -20- 12 -f-- 20 -f-- 15 (V = - 6~) 
- '18-28- 20,+ 12 + 7(8 = - 8) 
- 19 -+- - 4 - 4 + 
-f-- 840 -f-- 855 +855 (R = + 859) + 420 + 171 - 285 
-f-- 114 -13fl-59l (Q = -306) + 57 - 27 + 197 
- 56 -- 140 + 84 
- 281 - 28 - 281 o o o 

(P = -113) 

(A =-f-- 28) 

D'onde fe vê que as raízes inteiras são: + 2, + 5, - 3, 
e como a equação é de quinto gráu, pode ficar completa
mente resolvida, abaixando-lhe o gráu, tendo-a dividido 
para esse fim pelo producto dos binomios: x.-2; x -5; 
x. + 3, achando-se: 

1 2 
28 x2 - - x - 2 = O, cnjas rnizrs são : - - ; + -

4 7 

21'. Equaçiies incompletas. - Havendo lacunas na 
equação, devemos considerar como eguaes a zero os coeffi
cientes dos termos que faltam, na theoria ex.pendida, a 
qual toma-se assim applicavel a este caso. Um, ou mais, 
quocientes são eguaes ás sommas do mesmo índice, e are
solução não apresenta difficuldade nenhuma, como se pode 
verificar pelo seguinte : 

28. Exemplo. xª- 56 xt + 48 xl + 43 x+42 = O 
O numero maximo de raízes reaes é de: duas positivas e 

duas negativas. Pelo ensaio dos divisores do ultimo termo, 
apura-se que não pode existir nenhuma raiz real inteira 
e negativa, e das positivas ha indeci~ão sobre os numeroe 
3 e 7. 

Quanto a 3 não pode ser raiz, porque o segundo termo 

----- ----
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dá um producto negativo: 4536 (em valor absoluto), muito 
superior ao que provém da somma de todos os outrcs ter
mos positivos. 

Resta o numero 7, e obtem-se a série de numeros : 

Por simplicidade, quando a lacuna consistir na falta de 
um termo, a somma anterior áquella em que deve entrar o 
zero respectivo divide-se pelo quadrado do numero a en
saiar, e no quociente 1·esultante escreve-se o indice, como 
se não tivesse havido essa lacuna. Se a falta fôr de dois 
termos, a somma indicada divide-se pelo cubo do numero ; 
em geral, havendo uma lacuna de n termos, faz-se a di
visão d'essa somma pela potencia n + 1 do numero a en
saiar. D'este modo escrever-sc-hia: 

ql = 6 j S1 = 49 j q2 = 1 j S2 = 49 j qJ = 7 j 
S3 = - 49 i q4 = - 1 i S5 = o 

Como esta simplificação uii.o se emp1·ega só para um fa
ctor, mas para todos, subsiste a tabella dos valores de q e 
de a, no exercício anterior desenvolvida, devendo unica
mente accentuar-se bem, ou com um asterisco ao lado do 
valor de q resultante da divisão por uma potencia do nu
mero ensaiado, ou com a lettra l, ou por um outro qualquer 
modo, que o numero a inscrever em cada columna e na li
nha horizontal, começada por aquella lettra, não provém de 
uma simples divisão. 

29. Rnizes egunes. -A propried11de, de que gosam as 
raízes eguaes, de satisfazerem, não só á equação proposta 
mas ás derivadas em numero egual ao do gráu de multipli
cidade, tem apenas um valor theorico. Em primeiro Jogar, 
como não ha caracteres que nos permittam saber á priori 
se n'uma dada equação existem raízes reaes, temos de obter 
todas as raizes deseguaes inteiras, e só depois de as con
seguirmos é que poderemos saber da existeµcia das eguaeP, 
caso não haja raizes fraccionárias ; em summa, é forçoso 
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seguir todo o processo sem nenhuma simplificação. Em se
gundo Jogar, se a raiz real Re repete n vezes, ou tem um 
gráu de multiplicidade egual a n, o facto de existir em n 
equações de um systema, form11.do pela equação proposta 
e as suas n - 1 primeiras derivadas, leva a uma elimina· 
ção laboriosa e demorada. 

A regra de Descartes indica-nos o numero maximo de 
rllizes reaes que pode haver, tanto positivas como nega
tivas; apumm-se, do 1.Lodo que ficou dicto, as reaes des· 
eguacs ; e vê·se logo a seguir se o quadrado de alguma 
d'estas é divisor do ultimo termo, e, depois do abaixa
mcnte do gráu, na equação resultante, ensaia-se a raiz da 
proposta que satisfaz a essa condição, quando com as pri
meiras raizes obtidas não ficar cxgottado o numero de raí
zes reaes, assign:tdo pela regra de Descartes. Eis, pois, o 
que se deve fazer relativamente ás raízes inteiras. 

Para tornar estas operações mais expeditaB, convém fa
zei-as quando a equação estiver o mais simples possível, 
depois do abaix11.mento do gráu, proveniente não só das 
raízes inteiras, mas das fracciouárias. Feito isto, ficam 
ainda, ou podem ficar, raizes reaes incommensuraveis; mas 
os valores d'estas, só em casos excepcionaes se acham 
exactos: obtemol-os por approximação, e, por isso, a cada 
uma não pode corresponder um abaixamento de gráu, 
como se dá com as outras, obtidss exactamente. 

As incommensuraveis existem sempre em numero par, 
quando conjugadas; portanto, se depois de obtidas todas 
as inteiras e fraecionárias, deseguaes, a regra de Descartes 
indicar que ainüa falta um numero ímpar de raízes reacs, 
devemos ver se em qualquer dos grupos ba raízes eguaes. 

b) Rai11es jraccionárias commensuraveis 

30. Supponhamos a equação constituida por um poly
nomio inteiro, egualado a zero. 

Se houver raize~ fraccionárias, o coefficiente do primeiro 
termo não pode ser a 1midade, e se este coefficiente fôr a uni
dade, não pode haver raizes fraccionái-ias. 

Com effei to, sendo r, r', r" .... , as raízes, a equação 
pode escrever-se : 

(x-r) (x-r') (x-rll) ...•.. (x-r;)=o 
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d'este producto, ordenado em relação ás potencias decres
centes da variavel, resulta o coeffidente 1 para o termo da 
mais alta potencia, excepto se alguma das raizes fôr frac
cionária, porque, n'esse caso, desembaraçando de denomi
nador, ou de denominadores se mais algum houver, irá esse 
denominador, ou o producto d'elles, servir de coefficiente 
áquclle termo. 

De sorte que, se houver raizes fraccionárias, havemos de 
desembaraçar de denominadores, e o coefficicnte do pri
meiro termo não pode ser a unidade; pelo contrário, se 
rate fôr egual á unidade, é que não houve nenhuma raiz frnc
cionária cujo denominador devesse desappareeer. 

A segunda parte d'esta proposição t~m geralmente sido 
demonstrada do seguinte modo : 

Seja a equação ~ 

m •-2 m - 2 
x+Ax +Bx + .... +Rx+V=o 

cujos coefficientes são todos inteiros, sendo o elo primeiro 
termo egual á unidade e supponham· s que admitte a raiz 

a 
fraccionaria b' substituindo a incognita p . .1r ella, vem : 

ou: 

am m - 1 m - 2 m - ~ Ili -

-=-Aa -Ba b- ...... -Rab -Vb 
b 

o primeiro membro é fraccionario, o segundo inteiro, de
vendo a hypothese ser rejeitada por derivar d'ella um re
sultado absurdo. 

31. Sejam as raizes fraccionárias : 

a e e h 
b' .d' f 

a equação pode ser eacripta d'este modo 
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separando as raízes fraccionárias das outras, as quaes en
tram nos binomios, cujo producto está representado por 
f (x). 

A equação verifica-se, quer annullando o producto dos 
binomios que n'ella se acham explicitos, quer 11nnullando 
a ultima funcção. N'este capitulo intcres~a-nos apenas o 
producto dos binomios, motivo por que se considera uma 
equação, admittindo unica e exclusivamente raízes fraccio
nárias, assim escripta: 

a c e h 
(1\ ..... (x- -) (x- -) (x- -) ..... (x- -) =O 

' b d f e 

3~. •Ü menor numero que, multiplicado pela equação, 
torna todos os seus factores inteiros, é o producto dos de
nominadores.• 

Devemos suppôr sempre, é claro, que todos os quebra
dos estão reduzidos á expressão mais simples, e por isso os 
dois termos de cada um d'elles são primos entre si. 

Multiplicar a equação pelo producto: b d f .... 1, corres
ponde a multiplicar o primeiro factor por b, o segundo 
por d, e assim successivamente, até o ultimo ficar multi
plicado por l, resultando o seguinte : 

(2) .... (bx-a)(dx-c)(fx-e) ..... (lx-h)=O 

Se faltassem quaesquer d'aquelles factores, haveriaegual 
numero de binomios, não int11iros, e não podíamos no pro
ducto b df . .. l substituir qualquer dos denominadores, que 
seja multiplo, por um dos factores d'este, porque o que
brado respectivo, sendo multiplicado por esse factor, não 
dá um producto inteiro, como é para desejar. 

Suppondo que um denominador d, por exemplo, tinha 
sido excluído, ficariam inteiros todos os binomios, á exce
pção do segundo, e o resultado seria : 

c c 
M(x--) =Mx-M-=0, 

d d 

, 
J 
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em que M exprime o producto dos binomios restantes. Os 
e 

coefficientes de M x são todctB hiteiros, mas em M - os d .. 

coefficientes apparecem fraccionarios, e no resultado final 
vi>o addicionar-se respectivamente aos do outro !lolyno
mio, não permittindo, portanto, o ficarem inteiros os do po
lynomio resultante. 

33, «Ü menor numero que, multiplicado pela equação, 
torna inteiros os coefficientcs do seu desenvolvimento se
gundo as potencias da variavel, é ainda o producto dos 
donominadores.» 

Que este producto torna inteiros todos os coefficientes, 
já ficou demonstrado; mas basta que na equação entrem 
raízes reciprocas, para que se possa pôr em dúvida se esse 
será realmente o menor numero pelo qual tenhamos de 
multiplicai-a para conseguir esse resultado. Havendo, como 

c d 
raízes, duas fracções irreductiveis : - e -, como o seu 

d e 
producto é egual á unidade, segue-se que não teremos de 
multiplicar por de os coefficientes em que ellas entram, 
para os tornar inteiros, bastando multiplicar estes pelo 
producto doe outros denominadores ; mas ha coefficientes 
em que as duas fracções não entram simultaneamente, o 
que obriga a introduzir os dois factores e e d no numero 
pelo qual se tem de multiplicar a equação. Quer pense
mos, pois, no producto doe biuomios, quer nos coefficientee 
do desenvolvimento, havemos inevitavelmente de chegar 
ao mesmo resultado. 

3.t. Depois de desembaraçada a equação dos denomi
nadores, os coefficientes das diversas potencias da variavel 
devem ser primos entre si; porque, se assim não fôsee, não 
seria o producto dos denominadores o menor numero que 
tornava a equação inteira, mas o quociente obtido, divi
dindo este producto pelo factor commum. 

Esta proposição, devéras interessante e util, ha de ser 
demonstrada ainda de outro modo. 

35. Do exposto conclue-se que na equação com a for
ma (2} o coefficiente da maior potencia da variavel é o :pro-
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dueto dos denominadores, e o termo independente o produeto 
dos numeradores. Quanto aos outros termos, facil é de apu-
1·ar a lei que seguem. 

Se considerarmos os dois primeiros factores e desenvol
vermos o seu producto, vem: 

os tres primcÍl'os: 

b d fx 3 - a d fl x 2 ± :i e fl x - n e e 
-bcf ade 
-bdc bcc 

os quatro primeiros: 

bdfgx4-adfg 
- b e fg 
-bde~ 
-b d fh 

xl+ae fg 
+adeg 
+bccg 
+ad fh 
+bc fh 
+bdch 

x2 -accg 
-a c fh 
-ade h 
-bcch 

x+aceh 

e, proseguindo n'estas operações até o factor de ordem i, 
a inducção mostra-nos factos que, verificando-se ainda ao 
extendermos o processo a um novo factor, que será, por 
conseguinte, de ordem i + 1, se tornam em verdadeiras 
leis. 

Observa-se que o coefficiente de cada termo do desen
volvimento é composto de tantos factores, quantos os bi
nomios, sendo no primeiro o producto dos denominadores, 
e no ultimo o producto dos numeradores, como acima se 
notou. 

No segundo tera.o do polynomio ordenado entram os 
productos differentes dos denominadores, t ·1mados m - 1 
a m -1, multiplicado cada um d'elles pelo numerador 
correspondente ao denominador que n'elle falta. 

No terceiro termo do polynomio ordenado entram os pro
ductos diffcrentes dos denominadores, tomados m - 2 a 
m - 2, multiplicado ca<la um d'elles pelo producto dos nu-
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meradores correspondentes aos dois denominadores que 
n'elle faltam. 

E assim successivamente. 
Caminhando do fim para o principio, podiamos exprimir 

estas diversas propriedades dizendo que no penultimo 
termo do polynomio ordenado entram os producto~ diffo
rentes dos numeradores, tomados m -1 a m - 1, multi
plicado cada um d'elles pelo denominador correspondente 
ao numerador que falta. O coefficiente do ante-pcnulrimo 
termo {: formado pelos productos diffei·entes dos numera
dores, tomados m - 2 a m -21 multiplicado cada um d'el
les pelo producto dos denominadores correspondentes aos 
numeradores que n'clle faltam. 

E, proseguindo, ir-sc-hia vel'ifican'.!o de termo em termo 
o que precedentemente ficon apontado. 

Reconh~ce-se a existencia da lei de formução, gencrali
sando os factos descriptos, pelo processo seguinte: 

O que se nota n'um producto de binomios: P, ai11da se 
verifica multiplicando este por um novo binomio (s x - r), 

r 
devido a uma nova raiz introduzida: 

s 
Vem: 

Ps:x-Pr =~ o 

Immediatamente se reconhece que os termos do desen
volvimento de P s x teem nos seus coefficicntes um factor 
a mais do que os que entrnm no desenvolvimento de P= O, 
esse factor é s; nos de P r entra ainda um factor a mais, 
que é r, e, em ambos os casos, em todos os coefficientes ha
verá tantos factores, quantas as raízes de P (s x- r) = o. 

A mais alta potencia d'esta equação, a qual egualmente 
é a mais alta das que apparecem no desenvolvimento de 
P s :x, tem por coefticiente o producto dos denominadores. 
O termo independente da incognita e que só apparcce 
em Pr, é formado pelo producto dos numeradores. 

O segundo termo do desenvolvimento do polynomio re
sultante, ordenado segundo as potencias decresc.intes da 
incognita, é constituído pelo segundo termo do desenvol
vimento de P, multiplicado por s e accrescentado do pri
meiro de P multiplicado por r. No polynomio d'este coeffi
ciente, os termos são formados pelos productos differentes 
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dos denominadores, tomados m -1 a m -1, multipiicado 
cada um d'ellee pelo numerador correspondente ao deno
minador excluído. 

A veiificaçào levada a todos oa termos confirma, pois, o 
que se ti11ha deduzido, e consagra como verdadeiras leis ot1 
resultados obtidos. 

36, Numero total de termos. - Os termos do polyno
mio, ordenado segundo as potencias da ineognita, são ver
dadeiros polynomios em geral, e a totalidade dos termos de 
todos estes polynomios é expressa pelo mesmo numero, 
que representa o dos termos do producto dos seguintes 
factores: 

N'este desenvolvimento, como no outro, não entra em 
cada termo senão uma das parcellas de cada binomio, e 
nenhum dos binomios deixa de ser representado em cada 
um d'esses termos, cujo numero não muda pelo facto de 
fazermos todos os factores egunes entre ai e ao primeiro, 
resultando uma potencia m do binomio b + a, a qual, 
desenvolvida pela fórmula do binomio de Newton, nos vem 
apresentar na somma dos coefficientee : 

o resultado desejado, o qual se exprime por 2"', sendo m o 
numero de factores binomioe, de sorte que o desenvolvi
mento tem sempre um numero par de termos. 

a t. Os termós que, agrupados, formam os coefficientes 
do desenvolvimento de (2) não admittcm divisor commum. 

Desenvolvendo o proà.ucto de todos os binomios de (2), 
a partir do segundo, reconhece-se immediatamente, ao fa
zer a multiplicação do polynomio, assim obtido, pelo pri
meiro binomio, que a cada termo: a M', corresponde outro: 
b M1 ; de maneira que a totalidade da série se pode escre
ver, decomposta em duas partes: 

aM', aM", aM"'· ....... a M, 
bM', b Mº, b Mii! •..•.... b M, 
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Admittindo todos os termos um divisor, este sel-o-ha de 
a M' e de b M1, e, pelo facto de a e b serem primos enh'e 
ai, dividirá M' e da mesma sorte: Mii, M"' .... M,. 

1 
Esta nova série, composta de T X 2"' quantidades, ou 

2m,··1 já não contém a nem b, e obtem-se de um modo ana
logo ao da primeira, fazendo o producto de todos os facto
res binomios de (2), a partir do terceiro, pelos termos do 
segundo, e, por isso, se pode decompor tambem em duas 
partes: 

e N1, e N'', ......... e N, 
d N', dN" , ......... dN, 

A divisibilidade da série anterior requer a das quan
tidades: N', N" .... N., nas quaes já não apparecem: a, 
b, e, d. P11ssando ás séries seguintes, iriamos eliminando 
os termos dos outros quebrados, de sorte que a série de 
ordem m - 2 só conterá os quatro termos dos dois ultimos 
quebrados, c se estes forem : 

i h. i(l)li(h) 
k ' -1- virá : k (1) k (h) 

o que requer a divisibilidade pelo referido factor das quan
tidades : l e h, termos do mesmo quebrado e primos entre 
si, o que é impossivel. 

A eliminação podia ter começado pelos dois termos de 
um qualquer dc.s quebr!ldos e acabar nos de qualquer dos 
outros. 

Conclue-se d'esta analyae, que os termos, ºos quaes pelo 
seu agrupamento formam os coefficientes do desenvolvi
mento, são primos entre ai; se assim não fôase, podiam os 
coefficientes da incognita admittir um divisor rommum, 
ao contrário do que está provado. Havendo, comtudo, um 
divisor commum a todos os coefficientes, não seria este 
facto incompativel com o que se acabou de demonstrar; 
mas os coefficientes, como ficou visto, são da mesma sorte 
primos entre si. 

38. O problema da deter111inaç1to:das raizes fraccio
nárias pode reduzir-se ao das inteiras. - Effectivamente 
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se em F (x) = O substituirmos a incognita por y, dividido 
pelo coefficiente A da mais alta potencia de x, e em seguida 
desembaraçarmos de denominadores na equação resultante, 
o coefficiente da mais alta potencia de y será a unidade, e 
das novas raízes inteiras se deduzem as da equação ante
rior, dando-lhes o denominador commum A. Da equ'lção: 

17 xs - 8x' +5x2+6.x+2 =o 

a transformada será : 

y5 -8y' +5.172. y2+6.173 y+2.17' =o 

Ha vantagem, em que o denominador commum seja o 
menor possível para tornar menos laboriosa a formação da 
transformada. Muito sinto que a estreiteza do espaço me 
não permitta desenvolver aqui o estudo que apresentei 
sobre este ponto. Fal-o-hei n'uma publicação subsequente. 

39. Quando o coefficiente do primeiro termo nllo fõr 
a unidade, o problema da determinação das raizes in
teiras reduz•se ao das fraccionárias. - Desembaraça-se a 
equação do coefficiente do primeiro termo pelo processo an -
terior, e, obtida a transformada, que tem unicamente raízes 
inteiras, dividiremos estas pelo denominador commum z. 
As raizes inteiras da proposta apparecem na transformada 
multiplicadas por esta quantidade, de sorte que, pela divi
são subsequente a que vamos sujeitar os p1·oductos, não 
se lhes alteram os valores. 

Seja a equação : 

24 x' - 58 xl + 17 xz - 5 x - 2 = O 

e a transformada vem : 

y' -58y3+17. 24y2-5. 24?. y-2. 243 =0 

ora, a equação é, feitas as operações : 

y• - 58 y' + 408 y2 - 2880 y - 27648 = o 

d'onde se obteem as raizes : 

+ 12, - 8, + 6, + 48 



52 BmT.IOTHECA DO POVO 

cqjos valores, divididos por 24, nos permittem achar para 
a equação proposta as seguintes raizes : 

12 1 8 1 6 
+24=+2;-24=-3;+24= 

1 48 
+-4;+24=+ 2 

e a raiz inteira+ 2, apparece assim, obtida pelo processo 
a que se recorre para achar as raízes fraccionárias. 

Da mesma sorte, para a equação : 

~~-M~+~~-ü~+ux+6=0 

obteem-se, sujeitando-a ao processo seguido pura as raízes 
fraccionárias, as raízes : 

3 
4' 

1 

5 
e 2 

Tanto n'este como em todos os outros casos, deve ter-se 
em vista, que o primeiro cuidado com a equação é o de 
verificar se + 1 e - 1 a satisfazem; porque qualquer 
que seja d'estas duas a raiz por ella admittida, é facilimo 
de verificar a existencia de cada uma; o processo torna-se 
depois menos penoso, abaixando-se devidamente o gráu da 
equação. 

Realmente, não ha um processo caractcristico, exclusi
vamente empregado para as raízes fraccionárias, como 
parece deprehender-se da ultima epigraphe; o que é pri· 
vativo d'estas raízes, é o processo pelo qual se obtem a 
transformada ; ora, pelo que respeita a raízes inteiras, já 
ficou visto, g.ue as podemos obter sem necessidade d'este 
expediente, mdispensavel para as entras. 

Quando é forçoso o emprêgo da transformada, o cálculo, 
tal como foi precedentemente apresentado, levar·nos-hia a 
grandee e penosos desenvolvimentos, tornando-se por isso 
de necessidade immediata o seguir as prescripções adeante 
aconselhadas. 

40. Maneira de evitar um grande numero de ensaio 
para obter as raizes da transformada. - Como as raize 
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da transformada devem ser factores do ultimo termo, o nu
mero de ensaios, feitos pelo processo seguido pura as raízes 
inteiras, sem modificação nem restricção de nenhuma es
pecie, seria extraordinariamente grande, havendo um laby
rintho inextricavel de cálculos, com prejuízo dos resultados, 
attenta a grande facilidade de assim se commetterem er
ros, e um disperdicio enorme de tempo. 

Basta, para o reconhecimento d'esta "ferdade, pensar que 
no caso mais favoravel, o de serem primos, tanto o ultimo 
termo, designado por S no n.0 38, como o coefficiente A do 
primeiro, o numero de divisores do ult.imo termo da trans
formada, S A"''1 será 2. (1+1). (m -1+1) = 4,, m, ou, 
o quádruplo do gráu da equação! No computo, assim feito, 
attendeu-se, como devia ser, ao facto de terem de ser con
tados pelo dôbro esses divisores, visto que as raízes tanto 
podem ser positivas como negativas. 

O numero de ensaios diminuirá consideravelmente pon
derando a circumstancin de que as raízes da transformada 
são eguaes aos productos das da proposta por z, sendo este 
o denominador commum, e, por isso, não é necessario pro
curar factores para o producto S zm·1• As raizes da proposta 
tecm os seus numeradores entre os divisores de S, e os 
ensaios devem versar sobre os productos d'estes por :r.:. 
Entre os divisores de S figuram ainda as raizes inteiras da 
equação dada. , 

D'este modo, fica muito reduzido o trabalho. E certo que 
o ultimo termo da transformada pode ser menor que o 
valor 8 Am·t, acima apresentado, quando se der o facto de 
ser z menor que A; mas, então, esta ultima quantidade, 
em vez de numero primo, como alli foi supposto, é um pro
ducto de vários factores, e bastava um uuico d'estes para 
trazer a complicação descripta ; se ponderarmos, agora, o 
que deviam ser os ensaios, quando tivessemos de apurar a 
totalidade de divisores, positivos e negativos, que pode 
comportar o valor do ultimo termo, não deixaremos de ~on· 
vir que, sem aquella indicação, que simplifica extrema
mente o trabalho, quasi que seria i.mpossivel levar o pro
cesso por deante. 

Na penultima equação apresentada: 

24 x• - 58 xl + 17 x2 - 5 x - 2 =- O 

o ultimo termo é 2 e o da transformada : 2 X 243 = 210. 33. 
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Em vez de: 2X (3+1) X (l0+1) = f;8, ensaios; te• 
mos só os quatro • + 1 , + 2 , - 1 , - 2 , divisores de 2 , e, 
por isso, os unicos ensaios admissíveis serão os dos produ
ctos d'estes numeros por 24, ou : + 24, + 48, - 24, -48, 
para se obter a raiz inteira 2. 

Podíamos abaixar já o gráu da equação dividindo-a por 
x - 2; mas, como a raiz inteira, que acabámos de obter, é 
exactamente egual ao ultimo termo, e este deve ser o pro
ducto d'ella pelos numeradores das raizes fraccionárias, re
sulta que estes numeradores devem ser eguaes á unidade. 

Foi+ 48 a raiz da transformada qne produziu pela sua 
divisão por 24 essa raiz ; as outras raízes da transformada 
devem ser taes que, designando-as respectivamente por 
a, b, e e, sejam os quebrados, resultantes para as raizes da 

a b e 
proposta : 24' 

24 
, 

24 
, ou, reduzidos á sua expressão mais 

1 1 1 
simples : -;I' b'' ·;;;-, sendo: a1, b', e', divisores de 24, 

visto que os numeradores devem ser eguaes á unidade. 
Os divisores de 24, que ha a ensaiar, são:+ 2, + 3, + 4, + 6, + 8, + 12 e:-2,-3,-4,-6,-12; portanto, as 

raizes inteiras da transformada devem achar-se n'estes f 
grupos, vindo, com effeito : + 12, - 8, -t- 6. 1 

41. As raízes a achar são em geral : 

d dl d '' 
n'D/'011·····i 

sendo os numeradores divisores do ultimo termo e os de
nominadores, divisores do eoefficicnte A do primeiro; ora, 
em vez d'estes quebrados, reduzidos á expressão mais sim
ples, obtemos : 

a b e 
T'A:-·T· ·· ··i 

d'onde: 

a== d.f, A= D.f; b = d.'fl, A= D'fl ; 
e = d.''f", A= D"f" .... . . ; 
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•e como s, b, e. . . . são as raizes da transformada e 
;f, f1, fll .... factores de A, os numeros a ensaiar devem 
,gn productos de dois factorcs: um d'estcs, divisor do co-
0efficiente do primeiro termo e o outro divisor do ultimo ter
uno. Sejam: A = f't X f1" X f110 e S = f1' X f2' X f3

1, no 
·caso peor teriamos, como ultimo termo da trausformada, 
:S.Am-t ou : f't X fln X f11P X ft' (m-1) X f:t' (m-ll X f3l( m-1); 

·o numero de divisores Rerá : 

(q + 1) (n-t-1) (p-t- 1). [r( m -1) + l]X 
[s (m-I)-t-1] [t (m-1) +IJ 

em vez d'este exorbitante numero, a que o gráu da equa
ção, por entrar em todos os factores provenientes de S, 
vem dar um valor considcravel, teremos simplesmente pars 
o numero de ensaios a fazer sobre a transformada : 

( q + 1) ( n + 1) (p + 1) ( r + 1) ( s + 1) ( t + 1) 

Devemos convir, todavia, que o trabalho ainda se pode 
tornar muito penoso, sobretudo so as duas quantidades 
A e S admittirem um grande numero de factores. Este, 
como ficou dicto, é o caso pi·or; muitos outros ha, em que 
se não tornam indispensaveis tantas operações, como no 
do exemplo a que precedentemente se applicou. O ultimo 
termo pode ser menor do que o valor S.Am-1, sem que 
por t11l motivo o numero de divisores a ensaiar na trans
formada: 

(q-t-1) (n-t-1) ...... . . (t-t-1) 

seja reduzido, porque este depende unicamente dos diviso
res de A e de S. Quando estas quantidades fôrem repre
sentadas por numeros primos, dá-se o caso mais simples, 
as raízes da transformada deTem provir do grupo : 

+ 1, +A,+ S, +AS, - 1, - A, - S, - AS 

e as da proposta : 

1 s 1 s 
+A",+ 1,+T,+s,-4,- 1,T'-~ 
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duas d'estas : + 1, - 1, são muito faceis de achar pela sim
ples inspecção do exemplo que se apresenta, e as outras, 
cm pequeno numero, depressa se ensaiam. 

E como do exposto se tira a conclusão d\l que 110 caso 
de serem primoa o coefficiente do primeiro termo e o ul#mo 
t, rmo, não é neceSBario faser a tramf ormada, podPmos, real
mente, ensaiar logo na equação, que se propôz, os valores 
inteiros : + S, - S e os fraccionarios : 

1 s 1 s 
+T,+T,-T,-T 

cujo numero fica ainda reduzido pela applicação do theo
rcma de Descartes, na maior parte dos casos. 

4~. Processo a seguir. - Dada uma equação cujo cocf
ficiente do primeiro termo não é a unidade, o primeiro 
cuidado que devemos ter é examinar, pela regra de Descar
tes, qual o numero maximo de raízes positivas e negativas 
que ella pode comportar, bem como os numeros, além d'es
ses, reputados pvr essa regra como admissiveia. Podendo 
haver raízes positivas, experimentar-se·ha + 1, e no caso 
de poderem existir negativas, o valor - 1. Se alguma d'es
tas quantidades fôr uma raiz, ou ambas, divide-se a equa
ção pelo respcctivo binomio, ou pelo vroducto dos respe
ctivos binomios, abaixando -se o grliu. Trata-se em seguida 
das raizea inteiras, diffcrentes d'essas; suppondo que apu• 
rámos as raízes: a, b, e, .... 1, forma-se o producto : 

(x-a) (x-b) (x-c) ..... . .• (x-1) 

levando o grliu da equação ao ponto mínimo a que ella 
pode chegar, antes de nos vermos obrigados a recorrer ao 
cálculo da transformada e opera~õe1 subsc:quente11, o qual 
só se fará, quando iutein,meute não possa dehar de ser. 

Ha muitas equações, em que se torna facilima a pes
quisa das raízes commensuraveis, sendo aliás extrema
mente complexo esse trabalho, se fôrmos seguir sem mais 
exame todas as prescripções apontadas. Nada. suppre o 
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bom criterio, que só a prática, esclarecida pelas regras 
da theoria, pode dar. 

Assim, por exemplo, supponhamos que se trata da equa
ção: 

12 x 7 - 4 x! + 7 x - ~ = _O 

Mostra-nos o theorema de Descartes que, para valores 
positivos da incognita, o numero de variações é de tres, e 
por isso, ou haverá uma raiz commensuravel positiva, ou 
tres; para valores negativos não ha variação nenhuma, e 
por isso é dcsnecessario procurar raízes negativas. 

Representando, como de costume, por y o primeiro mem
brod a equação para o valor de x = + 1, que temos a expe
rimentar primeiro que tudo, resulta: y = + 7. Devíamos 
ir agora procurar raízes inteiras, ensaiando os divisores 
positivos do ultimo termo : + 2, + 4, + 8; mas convém 
pensar que, para x =o é y = - 8, portanto, existe uma 
raiz, não inteira, entre os valores da x : O e+ 1. Para : 
x = + 2 vem : y = + 124 e d'aqui para cima y cresce po·· 
sitivamente, á medida que vae crescendo a outra incognita, 
resultando d'este facto o não serem admissíveis nenhumas 
raízes inteiras. . 

Se ha alguma raiz commensuravel deve, pois, ser frac
cionária e comprehendida entre O e 1. 

N'este caso podemos obter para a transformada, fazendo 
z=2.3: 

e como o ultimo termo é : 2s. ae, o numero de ensaios de
via ser de : g X 7 = 63, visto o tornarem-se inadmfssi
veis as raízes negativas, senão dobrar-se-hia o numero. Pela 
simplificação do n.0 42, vêmos que os numeradores só podem 
ser : + 1, + 2, + 4, + 8 ; por outro lado, o denominador é: 
z = 2. 3 e por isso as raízes inteiras da transformada de
vem estar no grupo : 

+ix2=+2;+1X4=+4; 
+ixs=+8;+gX2=+4;t2X4=+8;2X8= 

+is;+ax2=s;+ x4=+12; 
+axs=+24 
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sendo só admissiveis l 

+ 21 + 4, + 6, + s, + 12, + 16, + 24 
que dariam para a proposta ; 

. 2 1 4 2 6 8 
+s- == +3; +s-=+ 3;+7=--l-l;+s-= 

4 12 16 8 24 
+-3 ;+-=+2;+-=+-- ;+ - =+L 

6 6 3 6 

Ora, só é admissivel uma raiz commensuravcl, compre•· 
hendida entre O e 1, o que leva a excluir todas as fracções' 

1 2 
e numeros inteiros, excepto - e - , uuicos nmneros que: 

8 4 
hR a ensaiar. 

Substituindo x pelo ultimo valor, vem: 

1536 16 14 
Y= 2187 - - 9- +-3--S 

expressão que evidentemente não é nulla, e por isso não se 
torna necessnrio effectuar as operações n'ella indicadas. 

A uniea raiz positiva existente deve ser ineommeusura-
1 

vel, porque o outro valor - 3 ainda dá um resultado menor 

do que o acima escripto. 
Podiamos multiplicar os exemplos, para demonstrar co

mo em muitas das equações se simplifica o processo; mas 
a exiguidade do quadro em que se deve circumscrever este
trabalho não permitte grandes desenvolvimentos. 

e) Raizu incommensuravei11 

'l'eem sido apresentados di.fferentes processos para a ex-· 
tracção d'estas raizes, as quaes, a não ser em um ou outr<>· 
caso excepeional, só podem ser obtidas por approximaçào
com o numero de casas decimaes exigido. 

1 

l 
1 
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Na prática, os processos mais recommendaveis, de uma 
interpretação geometrica simples, são dois : o das tangen
tes e o das cordas. O apêrto do espaço obriga-me a sacri
ficar este interessante capitulo, o mais util no ponto de 
vista do cálculo das operações financeiras, e, por isso, re
servo para outra publicação o seu desenvolvimento. Direi, 
todavia, em rapida resenha, qual o caminho a seguir. 

Processo daa tangentes. - 8endo F (x) =O a equação 
cujas raízes incommensuraveis devem ser determinadas, 
supponha-se construida a curva y = F (x), da qual serão 
raizes reaes, como já se mostrou, as abscissas dos pontos 
de intersecção com o eixo dos a:: a::, conhecidas as quaes fi
cará o problema resolvido. O processo permitte que deter
minemos com approximação qualquer das raízes reaes, 
mas é pitrticularmente recommendado para as incommen
suraveis, visto que as outras podem ser obtidas com exa
ctidão pelos meios anteriormente de.scriptos. 

Partindo de um valor x 11 pouco differcnte do da raiz 
que se pretende achar, o que se pode sempre fazer, tome
mol-o para abscissa e determine·se a ordenada respectiva 
y 1 ; tire-se á curva uma tangente n'este ponto e determi
ne-se pela equação d'esta recta o ponto de abscissa x 2, 
em que ella corta o eixo dos a::x. Introduzido este valor 
na equação da curva, obtem-se uma ordenada correspon
dente y 2• Tire-se uma nova tangeu te, que será agora no 
ponto de coordenadas x 2 e y 2 e determine-se do mesmo 
modo o ponto em que esta linha corta o eixo das abscis
sas. 

Continuando a operar do mesmo modo, chegaremos assim 
a obter para x um valor tão approximado do que se pre
tende, quanto se desejar. 

A constancia em dois valores successivos do algarismo 
que occupa a mesma casa decimal denota que esse alga
rismo pertence, e no Jogar em que está, á. raiz. 

A curva intercepta geralmente o eixo das abscissas fa
zendo com elle dois angulos, um agudo e outro obtuso ; 
as tangentes successivas, entre os pontos de contacto e os 
seus pés no eixo dos a:: x, devem estar comprehendidafi no 
primeiro. Facil é de vêr que esta condição pode deixar de 
se realisar com a primeira tangente, se não pudermos por 
meio de alguns pontos de passagem, préviamente obtidos, 
formar uma idéa da continuidade da curva ; mas ainda que 



60 BlDLIOTilECA DO POVO 

se dê este facto, o processo pode ser applicado, porque ao 
pé da tangente vae corresponder então um ponto, que está 
do outro lado do eixo das abscissas, em relação no que 
serviu de partida, e d'alli em deante todos os outros devem 
satisfazer á condição requerida. 

Pode dar-se o caso de incidir a curva normalmente ao 
eixo das abscissas, o que facilmente se reconhece deter
minando-se logo pela derivada da funcção a raiz; pode 
uma ordenada ser ta11gente á curva, modificando-se por 
isso o valor da abscissa de que partimos ; ou notar-se 
qualquer outra singularidade. A curva é uma parabola, de 
numero n, da ordem m, o seu traçado é semi--re simples e 1 \ 
sem custo se vê em cada caso como se deve proceder, 
quando se nos deparar uma excepção. 

Processo das cardai. - Determinamos dois pontos da 
curva, comprehendendo o da raiz, em seguida a intersec
ção com o eixo das abscissas da corda que os une, bem 
como a ordenada do ponto da cm·va, correspondente a essa 
intersecção. A nova corda passa por este ponto e por 
aquelle dos out.ros dois, situado do outro lado do eixo, e 
assim successivamcnte. 

Na equação: x4 -2 x3 -2 x-1 =0 partindo de x1= 3 
· obtemos pelo primeiro processo: x = 2,4142135 ... 
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