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Funcqdes ¢ equagdes numericas

I. Funcgdes *

1. No estudo das questdes sobre que recae o célculo,
as quantidades que n'elle entram recebem designacdes
diversas, e sdo classificadas segundo os fins que teem a
desempenhar.

Em todo o curso de uma questio, ou simplesmente
n'algum dos aspectos por ella apresentados, quantidades
ha que manteem fixos os seus valores ; n'outras, pelo con-
trdrio, manifesta-se a variabilidade; todas se acham, po-
rém, ligadas e devem concorrer egualmente para o resul-
tado.

Tratando-ge, por exemplo, de triangulos da mesma érea,
veremos que esta pode ter um valor explieito, ou por de-
terminar, mas sempre constante, achando-se ligada aos
valores dos lados, susceptiveis de variar em larga es-
cala, satisfazendo, comtudo, & condigfio de ser o valor de
qualquer d’elles comprehendido entre a somma e a diffe-
renga dos valores dos outros dois, bem como 4 de nio pro-
duzirem triangulos de drea differente.

A primeira divisio das quantidades, que ao espirito se
impoe, é nos dois grupos seguintes: constantes e variaveis.

Nas relagoes estabelecidas pela geometria entre lados e
angulos de um triangulo, podemos suppor, n'um estado
da questdo sujeita a exame, que um dos angulos de valor
constante & agudo; n'outro estado da questdo, recto ou
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obtuso. E, apesar de se ter dado para esta quantidade a
variagdo de valor, nfio deixa ella por tal circumstancia de
ger collocada no grupo das constantes, visto que no mesmo
estado ndo soffre nenhumas variagoes.

Se quizermos estudar a generalidade da férmula de
Newtont para o desenvolvimento da potencia de um bino-
mio, podemos suppdr, em primeiro logar, que o cxpoente
é inteiro e positivo; passar em seguida ao caso, em que &
fraccionario e positivo; por ultimo consideral-o como ne-
gativo. Tres estados, ou aspectos diversos, comporta esta
questdo, e em cada um d’elles o expoente tem um valor
constante, emtanto que os termos do binomio devem ser
reputados como variaveis, E’' n’estas condigdes que se de-
vem estabelecer og limites de applicagdo da férmula.

Por outro lado, as quantidades, variaveis n'um estado
da questdo, podem receber valores fixos n'outre estado,
passando assim a0 grupo das constantes.

Como se fez, ha pouco, podemos, n'um dog estados de
certa questdo, procurar os valores que devem ter os lados
de um polygono, para que a 4rea d’este seja expressa por
um numero determinado, e, n'outro estado da questdo,
suppor os lados constantes e determinar a escala das va-
riacoes, & que a drea resultante estd sujeita. N'este caso,
deu-se uma inversdo nos dois grupos de quantidades que
estamos considerando; passando depois a figurar como va-
riaveis as que a principio se mantinham constantes, e in-
versamente.

Se formos. indagar quaes as condigies a que teem de
satisfazer dois factores variaveis, para que o producto
d’elles seja uma constante, reconheceremos que os seus
valorés devem ser os das coordenadas de um ponto de uma
hyperbole, referida &s asymptotas, cujo parimetro seja
essa constante; suppondo, em geguida, um dos factores
constante, variavel o outro, bem como o producto, as duas
variaveis, agora, devem ser as coordenadas correntes de
nma recta, cujo coefficiente angular é dado pelo novo va-
lor da constante.

E’ pois forgoso distinguir os diversos estados de uma
questdo, para podermos acceitar aquellas duas designagdes,
imprescindiveis na linguagem do céleulo,

As ligagdes, a que uma quantidade tem de se submetter
no curso de qualquer operagdo, podem permittir-lhe o toma
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um numero indefinido de valores, como se dé, por exem-
plo, com uma incognita n'uma equagdo que tem ainda ou-
tra ou mais, e n'esse caso & variavel sem que se lhe im-
prnham limites,

Dentro de limites determinados e pouco distantes s
vezes, variam quantidades, como o seno e o coseno d'um
arco.

Em todas as equagdes com uma g6 incognita podem ser
attribuidos a esta tantos valores quantas unidades houver
no griu da equagdo, e a incognita ndo representard, em
consequencia d'essa diversidade, mais do que determina-
das constantes; é um grupo de valores condensado, por
agsim dizer, n'uma uniea lettra, o qual ndo pode permittir
que a incognita seja tida na conta de variavel. Se, porém,
na equagio: F (x) = o suppuzermos que o polynomio do
primeiro membro é a ordenada de uma curva: y = F (),
tomando « para abscissa, a primitiva equagdo representara
apenas valores particulares de x, que a consideragio da
curva nos apresenta ji como uma variavel. Da mesma sorte
o polynomio, ao qual se ndo podiam assignar variacdes ne-
nhumas, nullo como era, é no segundo easo uma variavel.

N'uma equagdo com n incognitas podemos dar valores
arbitrarios a n-7 d’estas, quaesquer que ellas sejam, resul-
tando de cada systema de valores assim attribuidos, um
determinado para a restante. Todas essas n-7 incognitas
gdo variaveis, bem como a ultima, mas esta depende d’a-
quellas, completamente arbitrarias.

Os lados do triangulo podem receber um numero mdeﬁ
nido de valores ; mas, arbitrando os de dois, fica o do ter-
ceiro dependente dos que démos aos primeiros, ndo fixo,
como succedia no exemplo anterior 4 incognita restante,
pois pode ainda variar dentro dos limites impostos pelas
relagoes que entre si teem a guardar aquelles lados, qual-
3uer dos quaes deve ser, como & sabido, menor que a somma

08 outros dois e maior que a differenca d’estes.

Em geral, se n'uma questdo entrarem m variaveis, su-
jeitas a n condigdes, sendo m > n, podemos dar valores
arbitrarios a m-n d’essas variaveis, ficando os das n res-
tantes dependentes dos attribuidos 4s primeiras.

D’ahi a distinegfio das variaveis n’estes dois importan-
tes grupos: independentes e dependentes

As variaveis dependentes sdo chamadas funcges ;

AT R T R R S 1y
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sim, o circulo e a circumferencia sio funcgdes do raio; o
volume de um muro funa¢do das dimensdes; a somma é
funcgéio das parcellas; o producto, funegio dos factores; e
em muitos exemplos, que a cada passo se nos deparam,'
encontraremos bem evidente a distincgdio d’essas variaveis.
Se as variaveis independentes forem representadas por z,
Y, % u, w..., uma variavel, d'ellas dependente, serd desi-
gmda pela expresgdo:

e=F (x,y2u,W...)

empregando a lettra do primeiro membro para indicar essa
variavel, cuja dependencia se tornou por este modo bem
patente.

Quando quaesquer circumstancias nio preceituem o con-
trdrio, é arbitriria a escolha das variaveis, ou a divisfio
em grupos, de sorte que podemos considerar uma d'ellas
como dependente, ou independente, e, d’este modo, a rela-
¢do anterior corresponderd a qualquer das seguintes :

X (073 12, Uy Wit o)) 1 = 0 (0t X B e Y et

"A lettra indicadora da func¢do varia de variavel para
variavel, denotando que as operagdes a fazer entre as va-
riaveis, ou as formas de func¢do, soffrem mudangas.

Sendo : ax -|- by = ¢, podemos indifferentemente escre-
ver:
¢ — by ¢c— ax
A ou: y= S tomando ora uma ora outra

incognita como dependente, ou independente.

Uma equagéio com uma incognita x é geralmente repre-
sentada por F (x) = O, valor particular de y = F (x). Se
ao valor a de @ corresponder b para ¥, designa-se essa cor-
respondencia por b=F (a) ; da mesma sorte, se do valor
O de « provier c para 7, escreve-se: ¢ = F (o). E, assim, 0
caracteristico de funcgio tem sido applicado, e continuar
com vantagem a sel-o, por simplicidade de linguagem, a
valores particulares das variaveis, isto é, a constantes.

2, Clagsificagao de funcgdes. — A variavel dependente
estd ligada 4s independentes e 4s constantes por mejo de
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uma equagdo; se esta se achar resolvida em ordem 4 pri-
meira, a funcedo diz-se explicila, e no caso 2ontririo impli-
cita. y=F (x) € uma funcgdo explicita; F (x,y) =0-—¢
implicita. Quando for um polynomio racional e inteiro em
relagio 48 incognitas, constantes os coefficientes dos seus
diversos termos, diz-se algebrica, no caso contririo frans-
cendente. Exemplificam as ultimas: os logarithmos, expo-
nenciaes, as funcgdes trigonometricag, e, além d'estas, as
mais simples do enorme grupo, em que se registam algu-
mas de uma complexidade notavel e de propriedades inte-
ressantissimas, como sfo, por exemplo, as funcgoes ellipti-
«cas, empregadas com extraordinario successo na resolugdo
«de equagdes ¢ de muitos problemas, e que constituem, em
muitos casos, um instrumento de pesquisa de primeira or-
dem.

Nas algebricas, a ligagio com as variaveis sé pode ser
feita por qualquer das operagdes fundamentaes: addigio,
subtracgdo, multiplicagdo, divisdn, elevacdo a potencias
(quando o expoente fér commensuravel) e extracgdo de
raizes (indice egualmente commensuravel). Se tivermos

y=x",ou: y="y/x, sendo m um numero incommensu-

ravel, « funce¢do serd transcendente.

Tambem se podem dividir em inteiras, ou fracciondrias,
chamando-se racionaes quando nenhum radical affecta as
variaveis, e #rractonaes no caso contrario.

N'uma equagdo em que entram sé duas incognitas, se
exprimirmos, como precedentemente se fez, cada uma d’el-
las em funcgio da outra, obteremos duas funegies, que se
-denominam snversas.

Dividem-se tambem em simples e complexas. As primei-
'ras sdo a8 funcgdes explicitas, em que a variavel depen-
‘dente y ¢é ligada a , egualando aquella a: 2 SlErxax,

a
0 x% %/, a”, log. x, sen. x, arc. sen. x. As complexas

‘dividem-se em compostas e funcgoes de funcgies ; estas de-

‘rivam dag simples, substituindo n’ellas a variavel por uma

funcgdo simples; as compostas, substituindo a e « por func-
¢oes simples, ou funcgdes de funcgdes. As funegdes expli-

-citas, em que as variaveis independentes entram no pri-
cmeiro grdu, dizem-se lsneares.
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Além de todas estas funcgdes, expressas pelos meios que
a analyse fornece e que por isso se chamam analyticas,
outras ha que se suppdem sufficientemente conhecidas
por uma tabella, em que os valores da funcgdo apparecem
conjuntamente com os das outras variaveis, assignando-se
a correspondencia que ung e outros guardam entre si. A
estas funcgoes applica-se a designagio de concretas, on em-
pyricas. A lei que preside a uma certa ordem de factos
cstudados pela observagdo, ou pela experiencia, se for sus-
ceptivel de uma traducgdo mathematica, serd represen-
tada por uma férmula empyrica, da qual se deduzem com
modificagies, em geral mui leves, todos 0s numeros con-
stantés da tabella que serviu para a organisar. Nas scien-
cias physicas, chimicas e naturaes, sobretudo nos diversos
ramos que entram no dominio da engenharia; na parte
do célculo financeiro que respeita a seguros de vida, ou de
propriedade ; na estatistica, e em muitos outfros casos, em
summa, estas funegdes teem uma grande importancia e
applicagdio. A funcgdo empyrica denuncia a ignorancia
completa, ou pareial, das causas dos phenomenos ; muitos
d'elles, porém, sujeitos a uma theoria que os explica e
acompanha em quasi todo o seu desenvolvimento, podem
ser apresentados por uma férmula theorica, a qual todavia
necessita de ser sanccionada pela experiencia, que vae
dar valores numericos 4s constantes que n'ella entram.
Assim, a equagio de mortalidade de Gompertz admitte tres
constantes ; a de Makeham, quatro; tanto umas, como
outras, se deduzem pelas tabellas de mortalidade. As func-
¢oes d'este modo obtidas dizem-se semi-empyricas, ou sems-
racionaes.

A diversos grupos de funcgdes applicam-se tambem no-
mes especiaes, havendo: funcgées trigonometricas, ou
circulares ;. ellypticas, abelianas, ete. Depois do detido
estudo, feito sobre as funcgoes ellypticas, de que resultou,
como estd dicto, o conhecimento de propriedades muito in-
teressantes, notou-se que as funegdes podem todas ser di-
vididas em grupos, distinctos pelas singularidades n’ellas
manifestadas. Este criterio, hoje tido por seguro, foi to-
mado para base de uma classificagdo.

3. Conlinunidade.— Uma funcgdo pode ser continua no
longo curso dos seus valores; apresentar, uma ou outra
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vez, qualquer descontinuidade ; nio admittir trecho nenhum
das suas variagoes, que seja continuo. Se aos valores a e
b da variavel independente corresponderem A e B da
funcgdo, esta serd continua n'esse intervallo, quando per-
correndo suceessivamente a primeira variavel todos os es-
tados de grandeza, de um a outro extremo, a outra for ao
mesmo tempo percorrendo successivamente os estados de
grandeza de A a B.

Havendo mais de uma variavel independente, a funcgéio
serd continua, n'um certo intervallo, quando para cada uma
d'ellas, como para o conjunto, se realisar a condigfio an-
terior.

A esta propriedade da funcc¢do chama-ge continuidade, e,
quando ella se néio realisa, diz-se que ha descontinuidade,
ou que a funcgdo € descontinua n’esse intervallo.

A continuidade, tal como foi definida, refere-se apenas
a um intervallo determinado; se ella se mantem, seja qual
for o intervallo que se considere, a funcgéo diz-ge continua,
e descontinua, no caso contrario.

A func¢doy = a x, é sempre continua; uma dizima pe-
riodica é sempre descontinua, porque s6 podemos fazer
variar a funcedo considerando successivamente as suas
differentes casas decimaes; teremos, porexemplo,como valo-
res successivos de y =0, (2): y/=0,2; y/=0,22. ..

s a
Ha uma descontinuidade em y = =g par o valor
x —

b, de # e um numero infinito d'ellas na seguinte expres-
8d0 : y = tgx, porque a funccdo torna-se, como a pre-
cedente, infinita, quando os valores de x satisfizerem &
; 2n} 1 e
equagdo : m= E o m cliTquony é um numero inteiro

arbitririo,

As funcgbes trigonometricas, fazendo o arco egual ao
infinito, limite dos valores que elle pode tomar, tornam-se
indeterminadas. A indeterminac¢io ainda se dd n’outras
funegdes; para valores finitos da variavel independente. E’
uma das numerosissimas singularidades que nas funcgoes
se notam, e constitue uma descontinuidade.

A funcgdo pode tornar-ge, a cada passo, de real em ima-
gindria, e inversamente, ou s6 n'um ou n'outro trecho ser
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imagindria. No primeiro caso, ndo pode ser representada.
por uma curva e ndo é mais que uma série de descon-
tinuidades; a potencia de expoente variavel de um nu-
mero inteiro negativo estd n’este caso; quando o expoente
fraccionario tiver o numerador impar e o denominador par,
ella é imagindria; e entre dois valores d’estes, tomados pelo
expoente, por mais proximos que sejam, como fez notar
Cournot, pudemos sempre considerar uma infinidade de
fracgoes de numeradores impares.

A continuidade requer, pois, que a.funcedo, n'um inter-
vallo dado, ndo possa tornar-se infinita, indelerminada, ow
estar constantemente passando de real a smagindria, e vice-
Versa.

Tragando dois eixos coordenados, podemos n'um d’elles
tomar como abscissas os valores da variavel independente
— suppondo que ha uma sé —e no outro os da funcgdo,
sendo o logar geometrico dos pontos relativos a esta, uma
curva, quando for continua. A curva pode ser aberta, ou
fechada, e no primeiro caso ter um unico ramo, ou muitos;
admittir, ou ndo admittir, descontinuidades, ou pontos sin-
gulares ; mas é certo que, sendo a funcgdo continua. du-
rante um certo trecho, por pequeno que este seja, ella vird
geometricamente representada por um arco de curva.

4. Differenciaes e derivadas. — Seja 4d o logar geo-
metrico que representa os valores da funcgdo correspon-
dentes aos da variavel independente. Se uma secante da
girar em térno do ponto d, o outro ponto de intersecgdo, a,
deslecar-se-ha com o movimento da recta, e, no caso de se
approximar cada vez mais do primeiro, a corda da vae-se
tornando cada vez menor, bem como as differengas: ap—dq;
op—oq, entre as coordenadas do ponto movel e do ponto
fixo. Estas differengas podem respectivamente ser desi-
gnadas por A y e A x; accrescimos da funcgio y e da
variavel independente x ; quantidades estas, que tendem
para o limite zero, 4 medida que @ caminhar para d, e por
isso se chamam infinilamente pequenos, designacdo appli-
cada a todas as variaveis que tendem para aquelle limite.
No triangulo rectangulo ade (Fig. I) serd:

ac Ay Ay

-—dc—=tgﬂ.d0=—/‘\T ) _Ax
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sendo § o angulo, formado pela tangente em d com o eixo
das abscissas, contado da parte positiva do eixo para a
tangente 4 curva, e esta tangente o limite da posigdo
da secante. tg. 3, expresso em funcgdo de x, chama-se,
a derivada da funcgio e representa-se pela lettra indica-
dora da funegdo, affecta de uma plica ; sendo y = F (x),a
derivada sera expressa por F/ (x). Paraum ponto de abs-
cissa ao seu valor é: F/ (a).

A derivada é, pois, a tangente do angulo, feito pela tan-
genle & curva com o eixo, em que se tomam os valores de va-
riavel, a que ella se refere.

Se o limite da relagio dos accrescimos das coordenadas
é tg 3, segue-se que essa relagdo serd egual a este valor,
augmentado de uma quantidade, que tende para zero, &
medida que essa relagio se for approximando do seu limite,
e por isso: A y=Ax [F/(x)-}3]. Ao valor A z. F/ ()
chama-se differencial dafuncgio erepresenta-se por: d. F' ()
ou dy. Teremos assim: dy= A x. I/ (x). Esta quantidade
¢é indicada na figura pelo segmento be, para a posigio da se-
cante e vae variando com esta; com effeito, be=de. tg J;

Ay
tg § = tg. bde; de= A x; logo, b e=dy.

Tratando-se de uma recta OL, bissectriz do angulo dos
eixos, para a qual é: y=x e sempre: N\ y=Ax, ou: F/ (x)
—=tg. 45°=1, a férmula da differencial d4: dx= A x. As
variagoes d'esta variavel sio completamente arbitrérias,
emtanto que as da outra se tornam dependentes d’ellas.
Podemos, pois, substituir sempre o acereseimo da variavel
independente pela sua differencial, do que resulta:

dy Ay
dy==F/(x)dx e: — = F/ (x)=lim
(r)dxg dx (m=H Ax

A derivada pode considerar-se de duas maneiras: ou
como um limite da relagio de duas quantidades infinita-
mente pequenas, ou como uma simples relagio de duas
quantidades, tambem infinitamente pequenas: as differen-
ciaes.

Se « experimentar um acerescimo h, o da funcgdo vem:

F(x+h)—F(x)=h[F/(z)+5]

d’onde se conclue:
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1.c Se a derivada tiver sempre um valor finito, variando
a abscissa entre dois limites determinados, podemos tornar
o accrescimo da funcgfio tdo pequeno quanto se queira,
porque dentro do parenthese do segundo membro predo-
mina o valor de F'/ (x) e h pode dar ao producto um valor
menor do que qualquer quantidade assignavel, por mais
pequena que esta seja. D’onde devemos concluir que : sendo
a derivada finita n'um certo intervallo, a funcgdo serd conté-
nua, e por isso se poderd representar por uma curva.

Do facto de se tornar a derivada infinita nio devemos
concluir que ha descontinuidade, porque uma eircumfe-
rencia é continua, e a tangente, seja qual for o systema
de eixos coordenados orthogonaes que se tomar, é em dois
pontos perpendicular a um eixo e n'outros dois perpendi-
cular ao segundo; a tangente ha de ter sempre duas posi-
gdes taes que a derivada se tornard infinita. Ndo acontece,
porém, este facto em outros casos, e por isso nio podemos
dar 4 proposicdo anterior maior generalidade. Se a deri-
vada no intervallo considerado se annullar subsiste a pro-
posigao.

2.2 A funcg¢do cresce, quando a dertvada for positiva, e de-
cresce, quando for negativa. Com effeito, suppondo A posi-
tivo, o que sempre se pode admittir, o primeiro membro
da ultima equacdo serd positivo, ou negativo, segundo o
signal da derivada ; no primeiro caso cresce a funegdo, no
segundo decresce. Quando a derivada vier negativa, o an-
gulo da tangente com o eixo das abscissas serd obtuso. Se
quizessemos suppdr que h era negativo, viria: F (x— h)
— F (x) =—h [F/ (x) }¢] e concluiamos ainda o mesmo.

3.2 De duas funcgoes, a que mass cyesce é @ que tem mazor
derivada. Supponhamos: y = F (x), representado pela curva
dA, e y =1 (x), pela curva d E. O accrescimo da primeira
funcedo, que augmenta o valor O g, de «, da quantidade ¢ p,
serd ac, o da segunda ce; o angulo da secante ed com
o eixo das abscissas é sempre maior que o da secante ad;
a tangente 4 curva d B, em d, faz egualmente um angulo
maior com esse €ixo que a tangente & outra curva d 4, no
mesmo ponto. Véiros assim, que para a primeira, 08 ac-
crescimos da ordenada sdo malores que os da segunda, re-
lativos 4 mesma abscissa, e, tambem para ella, o angulo
limite feito pela secante, ou a derivada, é maior que para
a gegunda.
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Para uma das curvas: d 4 :

F(x4h)—F(x)=h [P (x)+

para a outra: d K:
f(x+h)—f(x)=h[f (x)+ ¢]
A =h[f (x)—F (x) 4} "]

sendo A a differenga entre os accrescimos das duas fune-
¢oes e ¢/ um infinitamente pequeno, que tende para zero
com h. O primeiro membro cresce, ou decresce, segundo a
differenga entre as duas derivadas for positiva, ou nega-
tiva, e d'aquelle acerescimo, ou decrescimo, depende o ser
f (x) > F (x), ou o coutrério.

4° A primerra derivada annulla-se nos pontos maximcs e
minimos, sendo nos primeiros a sequnda derivada negativa, e
nos outros positiva. N'um maximo, dando 4 respectiva abs-
cissa um accrescimo, ou decrescimo, em ambos os casos
decresce a funcgfio ; no primeiro, passamos a ter para F/ (x)
um valor negativo; no segundo, o valor que vem, é posi-
tivo; seguindo-se d’ahi, que a primeira derivada se annulla
no ponto considerado. Nos maximos, é por consequencia a
tangente 4 curva parallela ao eixo das abscissas, fazendo
um angulo de 180° com a parte positiva d’elle. Ora, este
angulo, cuja tangente é F! (x), decresce 4 medida que @
vae crescendo, pois, a derivada de F! (x), ou F/' (),
deve ser negativa, Nos minimos, o angulo da tangente é
nullo, eresce com a abscissa, a sua derivada é positiva, ou
Pl (x) positivo.

e

5. Séries. — Sendo y=f (x) um polynomio inteiro de
griu m, funegdo continua, assim como as suas n-7 primeiras
derivadas, para os valores da variavel independente, com-
prehendidos entre x e x-}-h, tendo, além d’isso, a derivada
de ordem 7 valores determinados, correspondentes aos de
x comprehendidos n’esse intervallo, serd, admittindo que
a funccfo é real, assim como aquella variavel -— unico caso
que nos preoceupa :

h h?
F(s4b)=F @)+ - F @) + 5 P @)
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s o

5 12... (o-1) »

Lagrange deu ao resto a seguinte férmula :

hr
R 195 f* (x <6 h) e Canchy:
Zieen
(1-0)1 he
m f" (X —'—0 h)
sendo: R, = 1; — f* (6 x), ou:
2.0
(1-0)-1 xn

Lo )

quando na série, de Taylor, annullatmos x, mudando em
seguida'h em x, resultando a de Maclaurin e devendo para
esta férmula dar-se a continuidade no intervallo de o a x.
A primeira série pode escrever-se:

A y'—=h, F' (x')+%w (=) 4 .... R,

para os valores y/ e x/; e a equagio da tangente n'um
ponto que tenha estas coordenadas, sers :

y-y = F! (x/) (xx) ou: A y/=h.F/ (z/)

e por conseguinte a differenga entre a ordenada da curva
e a da tangente, para o accrescimo h de x, serd o segundo
termo do segundo membro do ultimo desenvolvimento, au-
gmentado de todos os outros que lhe ficam 4 direita ; mas
como h é muito pequeno, podemos desprezar estes, ficando
essa differenca representada unicamente peto termo em que
ha F/' («!). Se esta derivada for positiva, a curva fica si-
tuada acima da tangente, e serd convexa em relagdo a0 eixo
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dag abscissas; sendo negativa, di-se o inverso. Vémos d'esta
maneira ainda, como sfo caracterisados 0s maximos e os
minimos pelas segundas derivadas.

Néo podendo os valores de varias funcgdes, como : rai-
zes, logarithmos. .. ser obtidos sendo approximadamente,
um dos recursos mais simples que temos, consiste em os
desenvolver em série, tomando para valor approximado de
cada funcgdo a somma de alguns termos da série, numero
maior ou menor, conforme nos quizermos approximar mais
ou menos. Nos cdlculos financeiros empregam-se com muita
frequencia, quer para reduzir a expressdo simples uma fér-
mula que se apresenta bastante complicads, quer para
comparar duas expressoes de formas muito diversas. Nas
applicacées, ¢ indispensavel verificar se se ddo as hypothe-
ges, sobre que se baseiam aquelles desenvolvimentos, e se
R, tende para zero, 4 medida que n cresce.

Ha funcgdes da mesma variavel que teem formas extre-
mamente diversas, recebendo todavia o mesmo valor para
cada valor determinado da variavel; portanto, facilmente
se comprehende que devam produzir a mesma série, sendo
desenvolvidas pelo mesmo modo. Quando a funcgdo proposta
se pode desdobrar, sendo a somma de duas, ou tres, e uma
d’estas annullar-se, assim como todas as suas derivadas, ao
annullar-se x, o desenvolvimento nio serd o da funccdo
proposta, mas o da parcella d’esta, cujas derivadas, bem
como ella, ndo se annullam para esse valor zero. Canchy,
para tornar bem saliente a necessidade do estudo do resto

s 2 % 3 b oA
da série, considerou uma funeg¢do exponencial: 7 — Da

ual o resto niio tende para zero, 4 medida que o numero

e termos for crescendo.

Nunea se deve fazer uso de séries sem que representem
com tanta approximacgio quanta se desejar, o valor da
quantidade por ellas expresso; e para esse fim, supposto um
numero de termos infinito, torna-se indispensavel que a
somma dos n primeiros termos convirja para um limite
determinado, tanto mais, quanto maior for »n. As sommas
successivas assim obtidas devem differir cada vez menos.

Na série: uy-tu, 4 us-f...futfu-f... desi-
n n+1

gnando por: 8, S Ay as sommas successi-
n, n + 4% n + P
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vag; a differenga S —8=n deverd ser tanto
SoES U n 44
menor, quanto maior fir n, isto é, os termos decrescentes; da
mesma maneira S — 8 deverd tornar-se menor do
u P n
que qualquer quantidade designada, por mais pequena que
seja. As séries que satisfazem a esta condigfio sdo conver-
gentes, ¢ sé ellas podem representar uma quantidade. As
progressdes geometricas cuja razdo for menor que a uni- }
dade teem um limite determinado e podem constituir um
typo de confronto excellente para decidirmos da convergen-
cia de uma série apresentada.

Em qualquer progressio arithmetica, ou geometrica, de
razio maior que a unidade, a somma de » termos cresce
com 7= além de todo o limite; todas as séries, n'este caso,
sdo divergentes. Ha tambem sommas de termos que nio
teem um limite determinado, como: 1 —1-4+-1—1 ..j

o ! 3 1
A gérie harmonica: -— 4 — 4+ —~4—-+...; que
Lt e e o
ge pode apresentar como uma somma de parcellas, em nu-
1
mero infinito, todas maiores que D e, portanto, divergen-
te, mostra bem que, para criterio de convergencia, niobasta J

que os termos vdo decrescendo.
Satisfeita a condigdo de serem decrescentes os termos e

de S — S < e, sendo esta quantidade tdo pequena.
b ]
n + P n
quanto se queira, as principaes regras para a convergencia
veem a ser:

1.2 O confronto com uma progressdo geometrica, que é
das séries mais simples e de propriedades bem conhecidas.
Se a progressio for decrescente e a série proposta ti-
ver uma somma menor, em egualdade de termos, estd as-
segurada a convergencia. Sendo a progressdo crescente
e a somma dos n primeiros dos seus termos meror que
a do mesmo numero dos primeiros da segunda, esta é diver-
gente.

2.° Quando os termos sdo alternadamente positivos e ne-
gativos, tomando a somma dos n primeiros pelo valor da
gérie, o resto é:
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So IR ne B g SR
0 que se pode eserever:

+ [@-b) + () (D + -]
+ [a— (b-¢) — (d-e)...]

Como os termos da série sdo decrescentes, cada um serd
maior que o seguinte e positivas as differengas: a-b, e-d. . .;
portanto, todos os parentheses incluidos nas duas chave-
tas representam quantidades positivas. Dentro da pri-
meira chaveta figura uma somma de quantidades todas
positivas; serd tambem positiva esta somma e o signal do
resto -, ou —, conforme a, primeiro termo do resto, for
positivo, ou negativo. A segunda chaveta mostra que o
resto ¢ menor que a.

N'este caso, pois, o resto é menor e do mesmo signal que
o primeiro termo desprezado.

3.c Ha convergencia, quando a relacfio variavel de cada
termo para o antecedente tende para um limite: L < 1, e
divergencia, se Li > 1. No primeiro caso, além de certo
ponto, aquella relagio serd constantemente menor, que uma
quantidade g, comprehendida entre L e 1, vindo assim :

ou:

b < aiqieisbag s d<tergs. o
ou:
¢ <<ag*; d<agdje<aqi....

e:
@t+b-4ectd..... )<a(lt+qtq*4+q*4. ....)

como: q < 1, a série do parenthese, progressio geometrica,
¢é convergente, sel-o-ha, portanto, eom mais razio o pri-
meiro membro da desegualdade, bem como a série proposta.

Se o limite L fosse maior que 1, tomariamos uma quanti-
dade q, tal que: L. > q > 1, inverter-se-hiam os signaes de
todas as desegualdades, e reconheceriamos que a série
era divergente.

Se a relagdio de cada termo para o antecedente tiver por

1

149

limite a unidade, posta sob a forma: , sendo & po-
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gitivo e tendendo para zero, 4 medida que n crescer, pode
demonstrar-se que a série é convergente, se n ¢ > 1, e di-
vergente no caso contrério.

II. Resolugdo das equacoes numericas

6. Resolver uma equacdo, F (z) = O, é, como se sabe,
determinar os valores de x, denominados raizes, que, sub-
stituidos a esta incognita, annullem a funegfio. Tragando
n'um plano dois eixos coordenados orthogonaes, como in-
dica a figura I, tomando por abscissas aquelles valores e
os da funeg¢do por ordenadas, resulta a curva, logar geo-
metrico da equagio y = F (x), e raizes serfo valores da
abscigsa, taes como: Oa, 0b, Oc... por isso que nos pon-
tos a, b, e... extremos dos respectivos segmentos se an-
nulla o valor de y, ou da func¢io. S6 as raizes reaes podem,
porém, ser obtidas de tal modo, mas 86 d’estas nos occupa-
mos, visto que 08 valores das incognitas-— da taxa nos
célculos financeiros, que geralmente temos a procurar —
nunea podem ser imaginarios.

A curva, logar geometrico de qualquer equagdo, a gue
formos levados n'um cileulo financeiro, deve, pois, ser
cortada pelo eixo, em que ge tomarem os valores da inco-
gnita. A nflo ser conica, for¢oso é obtel-a por pontos, e
pequeno numero d’estes é preciso para darem ao espirito
o sentimeuto de continuidade da linha. Podiamos, para
obter valores approximados das raizes, empregar simples-
mente o proecesso graphico, tio combatido a principio e
tio preconisado hoje, do qual diz o sr. Laisant : — abrége
le langage, parle neitement & Uesprit et. .. fournit les élé-
ments pour établir ensuite une démonstration purement algé-
brique, si on le préfére. Este processo, exelusivamente
empregado, tem comtudo o inconveniente de nio determi-
nar bem o grdu de approximacio dos resultados ; dispen-
savel em virios casos, para os quaes basta o simples co-
nhecimento de algumas propriedades das equagdes, &
n'outros um auxiliar valioso, combinando-o com o processo
analytico.

Nos pontos a, b, c... a curva dirige-se de um quadrante in-
ferior para outro superior, ou vice-versa. No primeiro caso,

e s e
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4 esquerda do ponto, as ordenadas serdo negativas até uma
certa distancia, e, 4 direita d'elle, positivas; é o que se d4
em a e c. A’ esquerda de b, sio, pelo contrario, positivas,
adquirindo valores negativos 4 direita d’este ponto.

- Na transi¢io de uns para outros d’esses valores a orde-
nada annulla-se nos pontos correspondentes s raizes; é o
que se deduz do principio de continuidade, em virtude do
qual nenhuma funecgfio pode passar de um valor a outro,
mantendo uma differenga finita com o primeiro, sem ter
percorrido todos os intermediarios, quando a sua variavel
independente percorre toda a escala de valores, que sepa-
ram os dois extremos, correspondentes aos da funcegio.
Quando esta estiver representada por uma curva é con-
tinua, como precedentemente ficou dicto ao tratar das fun-
¢oes, n.° 3.

De uma maneira geral, pode dizer-se:

Se a dots valores da incognita corresponderem valores
da funcgio, de signaes contrdrios, esta annulla-se para um
valor intermediario dquelles, o qual serd wuma raie de
F (x) =o.

Dos valores reaes da incognita que satisfazem a esta
equacdo, uns podem ser obtidos directamente e sio os das
raizes commensuraveis, inteiras, ou fracciondrias; outros,
recorrendo ao criterio, assignalado no principio anterior,
pelo gual se obteem limites, entre os quaes deve ser com-
prehendido o valor de cada uma das raizes incommensu-
raveis, limites que, pelos processos adeante descriptos, se
viio approximando até se conseguir para o numero dese-
jado tantas casas decimaes, quantas as requeridas.

%, Alguns principios em que se baseia a determina-
¢fo das raizes das equacdes. — Foi demonstrado por Ar-
gand e Mourey, e mais tarde por Cauchy, que toda a
equacdo admitte uma raiz, e se esta for representada por a,
gerd, portanto, nullo o resultado da substitui¢do da inco-
gnita por este valor na equacdo proposta. Sabe-se pela
algebra elementar, que o resto da divisio por z — a, de
um polynomio F' (x), é o que resulta substituindo n’elle x
por a, ou; ¥ (a). O resto vem, pois, nullo, quando a é raiz,
e, como consequencia immediata, esse polynomio é divisi-
vel por x — a. Podemos escrever: F (x) = (x — a) f (x).
O quociente, funcgdo de x, de gréu inferior em uma uni-
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dade ao do dividendo, pode egualmente decompér-gse em
factores, porquanto a equagio f (x) = o deve tambem
admittir uma raiz, e designando-a por b resultard: f (x) =
(x—Db) ¢ (x), e, proseguindo assim até se chegar a um
quociente de primeiro griu, vem:

F(x)=AE—a)(x—bh)(x—e)...... (x—m).

sendo os segundos termos dos parentheses, formados pelas
raizes, tomadas com signaes contririos e o coefliciente A
o do primeiro termo da equagdo, o qual apparece em todos
os quocientes affectando o termo em que entra a maior
das potencias da incognita.

D’aqui derivam os seguintes principios:

— Uma equagdo admitte tantas raizes, quantas sfio as
unidades do expoente — o seu primeiro membro é o pro-
ducto de egual numero de factores binomios, formados
pelas respectivas differengas entre a incognita e essas
raizes — os coefficientes dos diversos termos do desenvol-
vimento serdo os productos por A de: a somma das rai-
zes, tomadas com signaes contrdrios, no segundo termo;
a somma dos productos d'ellas, tomadas duas a duas, no
terceiro termo; a somma dos productos, tomadas: i —1
a i—1, no termo de ordem i, e, finalmente, o producto
de todas no ultimo termo ; sendo os signaes dos productos,
positivos, ou negativos, conforme o numero de factores for
par, ou impar.

— As raizes reaes a, b, ¢... estando dispostas por or-
dem crescente de grandeza, vé-se que, dando 4 incognita
valores successivamente crescentes, a funcgdo ird variando
sempre no mesmo sentido, erescendo, ou decrescendo, até
o valor a de = em que se annulla ; d’alli em deante, cor-
tado o eixo das abscissas, a func¢do muda de signal e vae
variando até um ponto, em que adquire um maximo, ou
minimo, correspondente a uma raiz da derivada, porque
nos maximos e minimos esta se annulla, como j4 se viu na
primeira parte. Passado esse ponto, ella vae decrescendo
no primeiro caso e crescendo no segundo, até ser cortado
o eixo no ponto correspondente & raiz b, e assim succes-
sivamente, mudando sempre de signal em cada uma d’es-
Sas passagens.

Qualquer valor da abscissa, menor que @, produz para a
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funcgdo um outro do mesmo signal, ou contrério ao de A,
segundo o griu da equagdio for par, ou impar; o mesmo
succede, quando houver um numero par de raizes, menores
que esse valor da incognita. Acima da maxima raiz a func-
¢ilo conservard sempre o signal de A, o qual podemos repu-
tar como positivo, e para valores da incognita, maiores que
a unidade, as potencias d'ella crescerdo com os expoentes
e tanto, que, #cima de um valor determinado para cada
equagio, mas variavel de uma para outra, o termo da mais
alta potencia sobrepuja ndo sé cada um dos outros, mas
ainda a sua somma.

Ao tratar de raizes fracciondrias, veremos como se pode
fazer desapparecer o coefficiente A do primeiro termo da
equ4gio.

Quando a funcgdo varia n'uma raiz, muda de signal;
na raiz seguinte da-se nova mudanga, restabelecendo-se,
portanto, o primitivo signal ; na seguinte repete-se o que
ge tinha dado com a primeira, e assim successivamente,
de sorte que entre dois valores da funcgfo, ambos do mes-
mo signal, ha sempre um numero impar de raizes, quando
existirem raizes reaes enfre elles. Do r=esmo modo se re-
conhece, que entre dois valores da funcgdo, de signaes con-
trarios, se existirem raizes reaes, estas serdo em numero par.

O que se nota na figura II com as raizes Oa, Ob, Oc,
torna bem saliente e, a0 mesmo tempo, grava bem no espi-
rito este facto.

8. Se M, N, P forem quantidades commensuraveis,
inteiras ou fracciondrias, positivas ou negativas, e V N in-

commensuravel, ou imaginario, pode estabelecer-se a pro-
posicdo seguinte :
«Se uma equagdo algebrica, de coefficientcs reaes, admit-

tir uma raiz da forma M |- P \/N, deve admittir uma outra

da jforma M —P \/ITI
Em consequencia da hypothese estabelecida, F (x) &
exactamente divisivel por (x —M — P\/ﬁ) e o quociente,

seja qual for, ha de compdr-se de duas partes: uma com-
mensuravel, designada por X, outra incommensuravel, re-
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presentada por Y\/N, sendo X e Y, em geral, funcgoes
da incognita.
Pode escrever-se :

F(x) = (x—M—PVN)(X+ YVN)
ou:

F (x)=(x—M) Z+PY (VN)*-- [+ (x— M) Y—PX]VN

e, como na cquagio proposta nfio ha termos incommensu-
raveis, ou imaginarios, deve ser nullo o coefficiente do ra-
dical na ultima equagdo, do que resulta :

F(x) = (x—M)Z+YP VN

Mudando simultaneamente os signaes de P e de Y, esta
equagio nio muda ; subsistird ainda a primecira equacio,
feitas n'ella essas transformagées, porquanto ambas ellas
nilo representam mais do que formas diversas da mesma
quantidade, que ¢ a funcgdo. Serd tambem :

F (x) == (x—M-+Py/N) XFYVN)

e, agsim, fica demonstrado que haverd outraraiz: M—P &/N.

As raizes incommensuraveis, ou imagindrias, a que se
applica este principio, entram, portanto, n'uma equagio,
grupadas duas a duas, dizendo-se conjugadas as de cada
grupo, cuja somma é sempre commensuravel, visto que pela
addi¢io desapparecem os incommensuraveis e os imagina-

rios. Assim, se 2--5 ‘/5 for uma raiz, tambem o serd
2—5\/73; da mesma sorte, se 1-}-2 &/——-1 for uma das
raizes, na equagdo entra ainda: 1 — 2‘/:— 1. P pode ser

egual 4 unidade, sendo tambem admissiveis os grupos:

24V 3 e5+V_1,
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Na equagdo de quarto griu:

132:300 x + — 170:100 x 3 |- 31:827 x 2
— 67:398 x— 19:409 = 0O
raizes sio:

1 DnE Sine’ e b Sl (L
gyttt
Na equacdo de quarto griu:

x4 —-4x3}5x?—-2x—2=0

as raizes, egualmente‘formando dois grupos, sio :

145 (T =,

Nio podendo existir as raizes imagindrias senfio em nu-
mero par, conelue-se d'aqui, que as equagoes de griu impar
devem admittir pelo menos uma raiz real ; o mesmo se diz
das raizes incommensuraveis, e por isso as equagoes de
gréu impar devem ter uma raiz real e commensuravel.

9. O numero de raizes reaes, se as houver, serd par, ou
impar, segundo o grau da equagiio for par, ou impar.

10. Regra de Descartes. — Quando os signaes de dois
termos consecutivos sio eguaes, diz-se que ha uma perma-
nencia ; no caso contrdrio uma variagdo. Introduzindo ma
equagdo uma raiz nova: r, temos de multiplicar o primeiro
membro por x —r, e facilmente se reconhece que no pro-
ducto ha pelo menos, em relagido ao multiplicando, uma
nova variagio, e que as variagoes introduzidas por », que
supporemos positivo, sio sempre em numero impar ; d'onde
se deduz:

N'uma equagio qualquer, o numero das raiges positivas
ndo pode exceder o das variagoes, e, quando é menor, a dif-
Serenca & sempre um numero par.

As raizes negativas da proposta serdo as positivas da
transformada, resultante de se mudar o signal da incognita
substituindo x por —x e d’ahi:




BIBLIOTHECA DO POVO

O numero de raizes negalivas ndo pode exceder o das va-
riagdes da transformada, que se obtem mudando x em — ,
e, quando é menor, a differenga é um numero par.

A equagio x7—4x3}5x21+9x—7 =0, tem tres
variagdes, por isso niio pode admittir mais de tres raizes
positivas, e, ou ha de ter tres, ou uma. Mudando n'ella o
gignal da incognita, vem: —x7 -4 x3 |+ 5x2> 4 9 x—
7=0, em que ha duas variagtes, devendo as raizes nega-
tivas ser duas.

Este principio é de um valioso recurso na pesquisa das
raizes reaes, de que temos de nos oceupar.

1 1. Conhecida que seja uma raiz r, podemos abaixar o
grdu da equacdo, cujo primeiro membro é multiplo de z—,
dividindo-o por este binomio. Se mais de uma raiz for co-
nhecida, feita a divisdo pelo producto dos respectivos bi-
nomios, abaixar-se-ha o grdu de tantas unidades, quantos
forem estes.

12. Raizes da unidade.—Posto que ndo seja nosso
proposito o estudo das raizes"imagindrias, convém, toda-
via, saber que a equagdo z™ — { =0, admittindo m rai-
zes, 86 uma d'ellas ¢é real, quando o expoente for impar :
-+ 1; havendo uma unica variacdo, correspondente 20s va-
lores positivos da incognita. Representandom por 2k -1,
as raizes para o caso de expoente impar serfo dadas pela
formula :

2n 2nr

—_ e
AT iy =it 2k 1

co

Quando o expoente é par, ha uma variagiio para os va-
lores positivos da incognita e outra para os negativos ;
duas raizes reaes: -1 e a totalidade das raizes, fazendo
m=2k

nmw

n —
cos -—kl Ar \/——1. sen.

Na equagfiox™ - 1=0 g6 ha a raiz real: — 1, quando
m for impar e as raizes siio todas obtidas pela férmula :
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2n-t1) = B
cos —(—i-)——iy/——l.scn.
m

@n+41)=
m
N'estas formulas dar-se ha a n valores positivos, a par-
tir de zero, até resultarem m valores differentes para a ex-
pressio.

13. Raizes reciprocas.—Visto que o producto de dois
numeros reciprocos é a unidade, designando por z a sua
somma, serdo ambos as raizes da equagdo do segundo
griu :

2—zx+4+1=0

Z L z2
T i

é a expressdo que dé os valores de todos os numeros reci-
procos em fnnegdo da somma.

de sorte que:

14. Raizes eguaes. — Se n'uma equagdo houver n rai-
Zes eguaes a d, o0 seu primeiro membro admitte como fa-
ctor a potencia » do binomio x— a; a primeira derivada
compoe-se de m parcellas (sendo m o grau de equacdo) e
cada uma d’ellas admitte como factor a potencia n —1 do
binomio; nas derivadas seguintes os termos serdo multi-
plos de uma potencia, cujo expoente é n—1i, sendo %, 0
numero da derivada.

A raiz nélo pertence, pois, s6 4 equagiio, mas a todas que
resultam, egualando a zero as derivadas successivas até 4
ordem n — %, inclusivamente.

15. Constrnir uma equaciio dadas as raizes.— Conhe-
cido o modo por que é constituido o polynomio F (x), facil-
mente podemos construir uma equacdo de qualquer grau,
admittindo raizes conhecidas; basta para esse fim multi-
plicar os binomios: x—a, x—b... sendo: a, b, c... as

raizes. Se ellas forem, por exemplo, 2 4 /3514 {/—1,5,
resultard a equagdo :
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F(x)=(x—2—y/3) x—2-y/3) c—1—y)
(x—14¢/—1)(x—5)=0
=iz 2P r=8] [[x—1)Pa-1]ix =5)—I0

=x5—11x4}41x3 —65x*}-52x— 10 =0

Facilmente se vé como se deve proceder em qualquer
€aso. ;

16. Podemos reconhecer pela construcgdo graphica a
influencia do ultimo termo no numero, valores e disposi-
¢do das raizes. Seja, por exemplo, a equagdo :

FE=x3—06x*+}+11x—6=0

cujas raizes sdo: 1, 2 e 3. Fa¢a-ge: y =TF (x) e, referida
a dois eixos coordenados orthogonaes, construa-se a cur-
va, logar geometrico da equagdo, que é a indicada pela
Fig. III.

O eixo das abscisgas corta a curva nos pontos, respecti-
vamente designados por 1, 2, 3, correspondentes dquellas
raizes. Levantando o eixo, fazendo-o mover parallelamente
a si mesmo, isto é, mudando y em y - A, sendo % a altura
variavel a que se vae elevando, a cada uma das suas di-
versas posigoes deve corresponder uma equagdo, distineta
das outras, a qual se obtem diminuindo de % o ultimo ter-
mo da proposta.

Se pensarmos na disposi¢do, apresentada pela figura,
veremos que ha tres raizes reaes, emquanto o eixo movel
ndo for tangente 4 curva, caso em que duas das raizes sio
eguaes ; d’esse ponto em deante 86 ha uma raiz real, sendo
imagindrias as outras duas. A resolugiio da equacdo, que
se obtem em cada uma das posi¢oes do eixo movel, equi-
vale a determinar as abscissas dos pontos de interseccdo
da curva com uma recta, parallela ao eixo movel, tendo
por equacdio: y = h.

Quando este eixo, pelo contririo, descer, conservando-se
sempre parallelo & primitiva direcgflo, y transformar-se-ha
em: y—h; devemos, pois, augmentar de h o primeiro
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membro da equagdo. A origem ficard sobre a curva se o
abaixarmos de h =6. Até o ponto de tangencia, como ante-
riormente, ha tres raizes reaes; n'esse ponto duas d’estas
eguaes, e, d’alli por deante, s6 uma real. Ay raizes seriio as
abscissas das interseccdes da curva, quando reaes, com a
recta: y = —h.

E%. Raizes conjugadas em geral.— No n.c 8 foi de-
monstrada a existencia de duas raizes conjugadas, que per-
tencem a uma equagdo de segundo griu, de coeflicientes
inteiros ; supponhamos; agora que, n'uma d’essas equagdes

ha & seguinte raiz: M- P /N - Qy/R +. . .; admittindo
um numero n de radicaes e sendo todas as quantidades,
quer situadas debaixo d’elles quer fora, commensuraveis*
serd :

F=E—M—PyN —QyKr—....)
XE+YYN +%YR FWYNRL. ..
P(x)=x—M)X—PYN—QZR. ..
+£ [VN,VR,....VNR....]

ou

em que: X,Y,Z W... sio funcgies de .

O segundo membro da equagio compde-se de duas par-
tes, uma commensuravel e outra incommensuravel, de-
vendo esta ser nulla ; e visto que o primeiro membro é com-
mensuravel, resulta o seguinte :

F@=@E—MX+|+PYN|;QZR|... .;

Mudando os signaes de P e Y, ou de Q e Z.. .; a equa-
¢io nio soffre nenhuma mudanga, mesmo no easo em que
sejam trocados os signaes a todas estas quantidades, o
que mostra, evidentemente, que da mesma sorte serdo rai-
z€8

M—PVN4+QVR.....; M4-PVN—QVR....;
NPV = O iR o
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Todas estas raizes, que constituem um grupo e perten-
cem simultaneamente 4 mesma equagdo, se dizem conju-
gadas; o seu numers, suppondo que em cada uma d’ellas
existem » radicaes, é calculado pelas consideragdes seguin-
tes: é dada uma primeira raiz, e d’ella se deduzem todas
as outras, mudando successivamente o signal a cada um
dos » termos que conteem radicaes, obtemos assim » raizes,
além da primeira; forma-se um novo sub-grupo mudando
na primeira o signal a dois termos de cada vez e obtere-
mos assim tantas raizes a mais, quantas forem as combi- ,
nacoes distinetas de n objectos, temados dois a dois —
mudando os signaes a tres termos de cada vez forma-se
outro sub-grupo, eujo numero ¢ o das combinacdes distin-
ctas de n objectos, tomados tres a tres, e assin successi-
vamente até se obter a ultima, que resulta da primeira
pela troca simultanea de signaes em todos os termos. Re-
presentando por V o numero d'estas raizes e por C! o nu-
mero de combinagdes distinctas de » objectos, tomados 7 a g,

serd :
V=1+4+C2}C3+....4 Cr=2";

== SRR S —

d’onde :
V=248 03

Do exposto resulta o seguinte prineipio :
«Para que uma equagio admitta uma raiz :

M PVNLQVE...

em que todas as lettras representam quantidades commen-
suraveis, com um numero n de radicaes, é necessario que
seja, pelo menos, 2" o seu griu.»

As raizes conjugadas dizem-se, portanto, do segundo
grau, do quarto, do oitavo, ete.

Com o grupo do guarto griu:

142V 8 L5V 7512V 305V 7 142V 3 V7 ;
1—2V8 —5V/71

forma-se a equacio :
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x4 —4x3 —368x2-|-T44x{26:196 =0

Com o grupo, tambem do quarto griu:

(AR T A R [
SRy e VR AL e ‘f

forina-se a seguinte equago :
x4 —4x3112x2—16x-}-8=0

Designando por v o termo da raiz independente de ra-
dical, e os outros por a, b, ¢; com as raizes:

vtatbte; v—atbte;via—Dbie;

vfatb—e;v—a—b-fe;v—atb—c¢ ;
, vita—b—c; v—a—b—e i
|

obtem-se a equaciio de oitavo griu: |

(x—v)8—4 (a2 - b24-e?) (x —v) 6|2 [(a2 - D2 4-c?)?
42 (at bt fef)] (x—v) 4 — 2 [a2 b2 < |
(a% + b?) - a2 ¢ (a? + o) - b ¢® (b* A ¢?) |
-6 a2 b2 ¢ | ab |- b6 |- ¢b] (x —v) 2 ]
-} a8 - b8 |- ¢8 — 4 [ab (b2 - ¢?) + bE (a® - c?) |- ¢S
(82 4 b?)] - 6 [at bt - af et |- bt et] -4 a? b2 c* <
(a* 4+ b2+¢?) =0
cujos termos se acham desembaragados dos radicaes.
Continuando a representar por v a parte commensuravel
commum a todas as raizes, e fazendo: x —v=y,0ux =y
I v reconhece-se que na nova equagio, transformada da
primeira, metade das raizes é egual e de signal contririo
a outra metade. Designando, com effeito, por: r, 1/, r'l.
respectivamente, as sommas dos termos que conteem radi-
cacs em cada raiz, seriio na transformada as raizes em nu
mero par: 24, dispostas do seguinte modo: ~-r, —1;-- ol
—1/,....; no polynomio F (x), os factores, eujo producto
elle representa, podem-se escrever:

|
; F—1) (yL1) (F—1) 7+ (7 —2) (y+11).. 5
|

ou:
F (x) = (y2— 1) (P — 1) (2 —2'7)....5
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A hypothese: x = v - y produz, pois, uma equagio que
ndo contém maig do que as potencias pares da incognita,
a qual se reduz a uma outra de griu metade do da pri-
meira suppondo que apenas ha raizes conjugadas. D'ahi o
prineipio :

Quando uma equagio ndo admitte mais do que raizes con-
Jugadas, pode reduzir-se a wna outra de grdu melade do que
tinha.

Dada, por conseguinte, uma equagio :

xm - Axn-l Ll . ;=0

ge admittir apenas raizes conjugadas, sendo m == 2, pode-
mos determinar facilmente qual o valor da parte commen-
suravel, commum a todas as raizes, visto que, fazendo :
X =y-|V, resulta:

y"'+(mv—[—.-\)y""“..-'-;zo

e como na transformada ndo devem existir potencias im-
pares da incognita, segue-ge que:

A
mv-}—A:oev:——;1

Para haver s6 raizes conjugadas devem annullar-se os
coetlicientes de todas as potencias impares da transformada,
¢ por isso o valor de v, assim achado, deve ndo s6 satisfa-
zer dquella equagio, mas a todas as que proveem do facto
de se annullarem esses coeflicientes. A equagdo immediata
e que deve ser satisfeita por esse valor é:

m (m—1) (m—2) S (m—1) (ln—Q)
1.2.3 1.2
+(m—2)vyB|-C=0

vZA

Se uma equagdo for de grdu 2° - 1, admittindo uma unica
raiz commensuravel e sendo as oulras conjugadas, a resolucdo
d'ella depende da resolugdo de um systema, formado por uma
equacdo de primeiro grdu e outra de terceiro, além da de uma
equacdo de grdu 2"—1, ndo pertencente ao systema.
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Seja a equagdo:
xm L Axm i 4L Bxm—2 ] Cxm—3f,.... =0

se u for a raiz commensuravel, dividindo por x —u, vem:

m=—1 A xm—2_1 (B A 2\ xm—3
s —{«(tiB_}:lliAuz—{_iug):j:“*lf}:i—..u.):o

continuando a representar por v a parte commensuravel,
commum 48 raizes conjugadas, e mudando x em y+-v,vem:

Bl m—1
y +_*:X(+u )v

ym =24 (m——ll)'(Qm—-‘Z) v2‘ym—-3
m — 2) (A 1
)it
(m—1) (m —2) (m —3) i s =)
1223

- (m—3) (B--A 2
E —(f-C—}~)B(u——+}——A11112_}—I—‘:x3) X

e como devem desapparecer os termos de expoentes impa-
res, (aqui, visto ser m = 2" |- 1, sfio os termos de expoen-
tes: m —2, m—4 ...) resultard o systema:

m—1)v4+Adu=o

(m—1) (m—2) m—3) (m—2) (m—3)
123 Suseyar,

(A+u) v24 (m—3) (B Au-+u?) v—‘{d—c—{—Bu
+Au?4+uw=0

Calculados # e v por este meio, a equagdo baixa logo
pelo conhecimento de u ao griu 2" e pelo de v reduz-se
este griu a metade, isto é, a 2,1 como esid demonstrado
para as raizes conjugadas.

Facilmente se vé do que fica dependente a resolu¢iio de
uma equagdo, admittindo 2° raizes conjugadas e mais um
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certo numero d’ellas, nio pertencente a este grupo; masa
‘ resolucdo, dependente da de equagdes de graus mais ele-
; vados, é em geral impossivel pelos meios algebricos.
1 Todas as equagbes de grdu par podem ser formadas ex-
‘ clusivamente pelo producto de binomios em que s entram
raizes conjugadas. Ja sabiamos como se poderiam consti-
tuir recorrendo apenas ds raizes conjugadas de segundo
griu; mas, quando a equagio o permitta, podem combi-
nar-se estas com as dos outros graus. Assim, por exemplo,
dunas conjugadas do segundo e quatro do quarto, podem
» dar uma equagio do sexto. A equacdo do oitavo griu pode
comportar quatro grupos conjugados do segundo, ou dois =
do quarto, ou um do quarto e dois do segundo, ou um do
oitavo.

Nos grdus pares mais elevados, maior numero de com-
binagées se podem fazer.

Mudando x em y |- v nas equagoes anteriores vem, para:

xt—4 x3 — 368 x? |-744 x - 26196 = O

——t

a transformada :

yi44 (v—1) y3 -+ (6 v¥—12 v— 368) y>-|-
(4 v —12 v2—1736 v T44) y |- v4 — 4 v3 —
368 v2 |- T44 v | 26:196 = O
devendo annullar-ge os coefficientes das potencias impares :
v—1=0;4v—12v>— 736 v T44=0

o valor 1 para v, deduzido da primeira satisfaz 4 segunda,
e obtida a parte commensuravel das raizes conjugadas,
substituindo v, por 1 na transformada, vem :

y! — 374 y2 + 26569 = O

d’onde :

} y—.—_{—\/187—_i—\/1872—26:569 =
+{64/7+ 3£
]
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e para as raizes da equagiio proposta :
14+2y/3+5/7:1—2V3 +5¢/7;
142V3 5V 7;1—2V3 —5V1

valores, de que tinhamos partido para construir a equagio.
Seja ainda o exemplo :

A —4x3112x—16x+4+8=0
mudando @ em y -~ v resulta :

Y4 (y—1) Y (6 2 —12v 1 12) y2
1 (Av12 v 124y —16)y
+vi 43 12v2—16 v+ 8=0

Annullando os coefficientes das potencias impares,
obtem-se :

v—1=0;4v} —12v2-}-24v—16=0

o valor 1 de v satisfaz 4s duas equagdes e por isso pode-se
escrever a transformada :

yi+6y2+1—0
d’onde :

y:i\/—3i\/3z__{—t%\/_}iv:2%

e ag raizes da equagdo proposta vem a ser:

e VA e s o e s e 5
s A VRS o, Vo T

Nos exemplos anteriores, os radicaes ou recdem sobre
quantidades positivas, na mesma raiz, ou sobre negativas;
mas facil é de vér, nio s6 que a theoria ndlo estabelece
esta distincgio, admittindo a promiscuidade d'aquellas
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quantidades nas parcellas da somma representativa do va-
lor de qualquer raiz, como tambem que a pritica demonstra
a veracidade da proposi¢do, quer haja, ou ndo haja, essa
promiscuidade.

Processos indirectos para obter as raizes

18, Estd demonstrado que, a niio ser em casos exeepeio-
naes, é impossivel a resolugdo algebrica das equagdes, além
do quarto gréu, niio podendo as raizes ser expressas em fune-
¢do dos coeflicientes, recorrendo apenas ds operagdes indi-

cadas pelos signaes algebricos : 4-,—, ><, @, \/_‘

Mostrou o sr. Hermite, como poderia ser resolvida dire-
ctamente a equagio de quinto grdu pelas funegdes ellipti-
cas, que transcendem o dominio da algebra ; este recurso
foi ainda empregado por outros mathematicos e para equa-
¢oes de gréus diversos.

Pelo que respeita 4s equagdes de terceiro griu, as fér-
mulas de Cardan apresentam no caso irreductivel, em que
86 ha raizes reaes, os valores d’estas expressos por meio
de imaginarios, cuja desapparigiio tem sido tentada pelo
emprégo de séries, geralmente pouco convergentes; pro-
curou-se ainda obter as raizes recorrendo &s funcgdes
circulares; mas esta resolugdo trigonometrica estd longe
do desideratum de exprimir as raizes por meio dos coefli-
cientes, ndo empregando sendlo os gignaes algebricos. De-
pendendo da resolucdo da do terceiro, a equagéo do quarto
grédu, em consequencia de ser a sua reduzida de terceiro
grdu, vé-se que s6 ha realmente uma resoluciio directa,
livre de difficuldades insuperaveis, para todos os casos
que se possam apresentar nas equagdes dos dois primeiros
gréius.

O tdo célebre como celebrado problema da triseccilo do
angulo, que nos legaram os geometras gregog, tido hoje
por impossivel & forga de zombar dos esforgos de centenas
de geragdes, demonstra exuberantemente que a partir das
equagdes de terceiro gréu, o dominio da algebra vae-se tor-
nando cada vez mais restricto.

19. As raizes distinguem-se em : reaes e imagindrias,
e as primeiras, que sdo as que mais particularmente nos
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interessam, admittem a divisdo em: commensuraveis e in-
commensuraveis, podendo ainda as commensurayeis ser in-
teiras, ou fracciondrias.

2. Como temos de recorrer a tentativas, é muitas ve-
zes necessario substituir a incognita por diversos numeros,
e, para esse fim, tem sido alvitrado o seguinte processo, de
commodo emprégo, quando as equagdes nio tenham o grdu
muito elevado, nem admittam grandes lacunas.

Sejam 4, B, C, D.... os coeflicientes dos diversos ter-
mos successivos, 4 comegar no primeiro e dispostos, como
de costume, pela ordem das potencias decrescentes da inco-
gnita, e a, o numero a substituir; faz-se o producto: 4a e,
ajuntando-se-lhe B, multiplique-se a somma resultante
por a, vem (da -} B) a; ajunte-se C ao resultado e multi-
plique-se por a a somma obtida, achar-se-ha: [(4da - Ba)
~ C] a, depois ajuntar-se-hia ao numero, assim calculado,
o coefliciente seguinte: D, tornando a fazer a multiplica-
¢do por a, e, a0 cabo de uma série de operagdes que abran-
jam todos os coefficientes e terminem pela addi¢cdo do
ultimo, vem um numero, que é o valor de y=F'(x), quando
4 incognita se arbitra o valor a.

Em diversos eéleulos financeiros para equagdes de um
pequenissimo numero de termos e expoentes da incognita,
taes como : 100, 200, ou 300, chegando por vezes a ser
mais elevados ainda, é inadmissivel o processo, tendo de
ge empregar, como havemos de ver, o cilculo de logarith-
mos, préviamente obtidos com o numero de decimaes ne-
cessario, para que os erros fiquem restrictos aos limites
em cada caso assignados,

a) Raizes inleiras

21. Como estas raizes devem ser divisores do ultimo
termo, estd natuvalmente indicado o caminho a zeguir:
decompdr esse termo em factores e ensaial-os methodica-
mente, attendendo a que, por poderem ser as raizes posi=
tivas, ou negativas, devemos organisar uma lista, tanto dos
factores positivos, como dos negativos.

O primeiro cuidado, sempre que se tratar de resolver
uma equa¢do, é o do emprégo da regra de Descartes, por-
que se esta nos disser que ndo ha nenhuma raiz real, po-
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sitiva, ou negativa, inutil se torna o fazer uma tal pes-
quisa,

No caso affirmativo, devemos verificar se (-} 1) e S— 1)
sfio raizes, o que se faz rapidamente, e, quando qualquer
d’estes numeros ou ambos forem raizes, procede-se ao abai-
xamento do griu da equagfio, como ge disse non.° 11. Obte-
remos, assim, os valores de I'(-}-1) e de F' (— 1), e sup-
ponhamos que nenhum d'estes numeros ensaiados é raiz,
porque, se o for, faz-se o abaixamento do griu e um novo
ensaio com os mesmos numeros, sendo preeiso repete-se a
operagio até que se verifique que nenhum d'elles ji pode
ger admittido ; d’esta sorte os valores das duas funegées
devem ser differentes de zero. Posto isto, supponhamos
que se trata agora de saber, se um dado numero a, divi-
sor do ultimo termo, pode satisfazer 4 equagdo.

Se a for uma das raizes, sert I (x) divisivel por z — a
e sendo Q um polynomio inteiro : F (x) = (x —a) Q, d'on-
de: F(} 1)=(1—a) Q; F(— 1) = (—1—a)Q, por-
tanto,quandoa > o, serd F (- |) divisivel por 1 — a, ou
a—1eF (—1) pora--1.

Sendo a < o, F (-|-1) serd divisivel por a-}-1 e F (—1)
por a —1.

Nas quantidades: a —1 e a-}-1, considera-se @ com o
valor positivo.

Portanto:
as ofF (4 ])pora—1
d>0F(—l) » a-+1
— V(SRR pora ==t
BSOF (=) » a—1

D’aqui se deduz, como regra a empregar, afim de se
evitarem tentativas morogas e inuteis, que, depois de eli-
minadas as raizes: -1 e — 1, se as houver, e abaixado o
gran da equagdo, ou na propria equacgdo primitiva, quando
taes raizes nio existam, devemos substituir & incognita
aquelles valores, e obtidos os correspondentes para a fun-
c¢do, ensaiar a divisibilidade de F (-} 1) e F (— 1) pelos
factores do ultimo termo, respectivamente diminuidos,
ou augmentados, de uma unidade. Nenhum dos divisores
pode ser raiz, sem que, assim diminuido, ou augmentado,
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de uma unidade, deixe de dividir os valores indicados para
a funcedo; mas, pelo facto de se ter obtido um quociente
inteiro em cada uma das divisOes, a que o mesmo factor
estd sujeito, nio se segue que elle seja raiz. Apesar d'esta
condigdlo necessaria nio ser sufficiente, permitte-nos o fa-
zer uma eliminagio importante nos factores a ensaiar, de
anto maior vantagem, quanto maior for o numero d’elles,
o que se di quasi sempre quando ha raizes fracciondrias,
entrando no rol, nos divisores do ultimo termo, os dos de-
nominadores dos quebrados raizes, e ainda potencias d’es-
tes divisores.

O eriterio niio é inteiramente applicavel aos divisores :
-2 e — 2 por isso que para o primeiro d'estes é: a—1,
ou 2 —1, egual 4 unidade, e para o segundo: a-{- 1 é tam-
bem egual 4 unidade. Em qualquer d’estes casos, ou pre-
scindimos da indicagiio que falta, e vémos se a unica exis-
tente é satisfeita, ou appellamos para o seguinte eriterio:

Em F (x) = (x — a) Q, podemos, em vez de 1, substituir
qualquer outro numero inteiro, versando a escolha, s6 para
o caso indicado, sobre os numeros: --n e —n, com o0s
gquaes ji ndo pode dar-se a mesma difficuldade, sendo »
differente de 1; mas, como o valor mais simples que lhe
podemos attribuir é 2, nada se lucra com a substituigdo.

22, Seja, como exemplo :
x34-5x2—Tx-}-8—0

Pela regra de Descartes vémos que, havendo duas varia-
ches para valores de x positivos, a equacdo, ou admitte
duas raizes pogitivas, ou nenhuma; mas, como F (0) =--8
e todos os valores positivos da incognita tornam a funegiio
positiva, segue-se que nio haverd raiz nenhuma positiva.
Para valores de  negativos ha uma unica variagéo, resul-
tando d’ahi, ou uma raiz negativa, ou nenhuma ; mas sendo
T (o) positivo, 4 medida que 2 vae crescendo em valor
absolato, o valor do primeiro termo augnienta a ponto de
vir a ser superior ao da somma dos outros, tornando-se
n’este caso negativa a funcglo; segue-se que n'um certo
ponto esta se annulla, e por esse facto tem uma raiz nega-
tiva. Dos divisores de 8 86 ha a engaiar: — 2, — 4, — 8,
depois de se ter reconhecido que :




BIBLIOTHECA DO POVO

Como 7 nfio é divisivel por nenhum dos numeros: 3,5, 9,
j& ndo é necessario ensalar a divisibilidade de F (— 1)
concluindo-se d’aqui, que nio ha nenhuma raiz real inteira.

28. Exemplo I1:
BA5x2—Tx-+-4=0 5

A applicacdo da regra de Descartes d4 os mesmos resul-
tados que no exemplo precedente, de que este differe sé- &
mente pelo ultimo termo, differen¢a que exerce, comtudo,
uma influencia consideravel sobre as raizes, como ficou dicto.
S6 pode ainda haver uma raiz negativa. F' (- 1) = — 3,
F(—1)=15, e os divisores a experimentar: — 2, —4.
Os valores de a1 sio: 3 e b, e como 3 nflo & divisivel
pelo ultimo, exclue-se — 4; o valor de @ — 7 para o pri- 1
meiro é 1, mas reconhece-se immediatamente pela equa-
¢do, que nio satisfaz,

4. Exemplo III:

98 x7— 113 x6 — 334 x5 |- 972 x4 |- 298 x3 y
—919x2}-8x460=0

Substituindo a incognita por:—1 e —1, vé-se que es-
tes dois valores silo raizes, e por isso divide-se o primeiro
membro por x* — 1, resultando :

28 x5 — 113 x4 — 306 x3}-859x> —8x—60 =0

Ha tres variagdes, para x positivo, e o numero de raizes
positivas, ou serd de tres, ou de uma, se as houver; para x
negativo as variagbes sio duas, e serd este o numero de
raizes negativas, se existirem. Excluindo: 41 e — 1, que
nio pertencem 4 nova cquacdo, os divisores do ultimo
termo veem a ser :

234561012 15203060; F (1) =400; F (—1)=972
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Organisa-se agora o seguinte diagramma :
Divigores positivos a —1 »Ii(-—*;l)— a1 —Ll)~
a—1 a1
2 — — 3 324
3 2 200 4 243
ki 3
5 4 100 6 162
6 5 80 7 g
10 9
12 11 -
15 14
20 19
30 29 =
60 59

Raizes inteiras positivas 86 podem ger: 2, 3, b.

Para examinar quaes sfo os divisores negativos admis-
siveis como raizes, temos de repetir a lista dos divisores,
organisando novo diagramma em harmonia com o que foi
estabelecido no n.° 21, devendo notar-se que se considera

a como positivo.

Divisores negativos a -1

30
60

_i_

Raizes inteiras negativas £6 podem ser: — 3, —4.
Tanto n'um como no outro registo, faz-se a primeira
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columna de numeros calculados, na segunda os quocientes
inteiros, e quando elles forem fraccionarios, evidentemente
os factores correspondentes ndo podem ser raizes. Denun-
cia-se este facto por meio de uma cruz, e na terceira e
quarta columnas de numeros calculados, nada se escreve.
Ficam assim escolhidos os divisores que podem ser rai-
zes; resta averiguar quaes d'elles satisfazem 4 equagdo.

25. Processo para a determinaciio das raizes. — Seja !
a equagdo : [

Axm|Bxm—1l ..., . +Rx*4+8x+V=0

ge a for uma das raizes:

v
T:-Aam‘i——Ba'"—2—....——Ra—S

O segundo membro é inteiro, e tambem o serd o primei-
ro, ou, 0 que ¢ o mesmo, V divisivel por a.
Faga-se :

v aJ
—={q; qn-8=sy,
a

vem:

2 —3

e Bl A B B
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26. Applicagdo. — Consideremos a equagdo preceden-
temente tratada, para a qual ficaram separados os diviso-
res que podem ser raizes:

28 x5 — 113 x4 — 306 x3 |- 859 x* —8x — 60 =0

Divisores: -} 2]} 3|4 5BH|— 3|— 4
q: — 30|—20|— 12|+ 2015 (V =— 60)
$y: — 88|—28— 20l4+ 121+ 7(S=— 8)
e el SR
8,: -840 L 855|855 (R = -+ 859)
qs3: - 420 —-171}— 285
84 : -+ 114 185|591 (Q ==—306)
q4: -+ b7 — 27197
84 — b6 — 140/ 84 (P=—113)
qs : — 28 — 28— 28
fips 0 0 0 (A=- 28)

D’onde se vé que as raizes inteiras siio : |- 2,45, — 3,
e como & equaciio é de quinto grdu, pode ficar completa-
mente resolvida, abaixando-lhe o grau, tendo-a dividido
para esse fim pelo producto dos binomios: x—2; x —D5;
x -- 3, achando-se :

1 2
28 x2 — x — 2 =0, cujas raizes sfo : — v 3+ -

27. Equacgdes incompletas. — Havendo lacunas na
equacdo, devemos considerar como eguaes a zero os coefli-
cientes dos termos que faltam, na theoria expendida, a
qual torna-se assim applicavel a este caso. Um, ou mais,
quocientes sio eguaes 4s sommas do mesmo indice, e a re-
solugdo nio apresenta difficuldade nenhumna, como se pode
verificar pelo seguinte :

28. Exemplo. x8 — 56 x! |- 48x3 |- 43x |- 42—=0

O numero maximo de raizes reaes é de: duas positivas e
duas negativas. Pelo ensaio dos divisores do ultimo termo,
apura-se que ndo pode existir nenhuma raiz real inteira
e negativa, e das positivas ha indeciedo sobre 08 numeros
3el.

Quanto a 3 nilo pode ser raiz, porque o segundo termo
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d4 um producto negativo : 4536 (em valor absoluto), muito
superior ao que provém da somma de todos os outres ter-
mos positivos.

Resta o numero 7, e obtem-se a série de numeros :

g =638 =6-+443=49;q, =T;
1+0=T7;q3=158=1448=49; 4=T38;=
T—56=—49; qs=—T; s5=—T7+0=—T3 qg=
—1;8=—1-+1=0

8y =

Por simplicidade, quando a lacuna consistir na falta de
um termo, a somma anterior dquella em que deve entrar o
zero respectivo divide-se pelo quadrado do numero a en-
saiar, e no quociente resultante escreve-se o indice, como
se nio tivesse havido essa lacuna. Se a falta for de dois
termos, a somma indicada divide-se pelo cubo do numero ;
em geral, havendo uma lacuna de n termos, faz-se a di-
visdio d'essa somma pela potencia n - 1 do numero a en-
gaiar. D’este modo escrever-se-hia:

q=0; 8 =493qp=1;8=49; @3 =T
fp=—495q=—1; 5,=0

Como esta simplificagfo nio se emprega s6 para um fa-
ctor, mas para todos, subsiste a tabella dos valores de ¢ e
de s, no exercicio anterior desenvolvida, devendo unica-
mente accentuar-se bem, ou com um asterisco ao lado do
valor de ¢ resultante da divisdo por uma potencia do nu-
mero ensaiado, ou com a lettra /, ou por um outro qualquer
modo, que o numero a inserever em cada columna e na li-
nha horizontal, comegada por aquella lettra, niio provém de
uma simples divisdo,

29. Raizes egnaes. — A propriedade, de que gosam as
raizes eguaes, de satisfazerem, nfio 86 4 equagio proposta
mas 48 derivadas em numero egual ao do griu de multipli-
cidade, tem apenas um valor theorico. Em primeiro logar,
como niio ha caracteres que nos permittam saber & priore
se n'uma dada equagdo existem raizes reaes, temos de obter
todas as raizes deseguaes inteiras, e s6 depois de as con-
seguirmos é que poderemos saber da existencia das eguaes,
caso nfo haja raizes fracciondrias; em summa, é forgoso
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seguir todo o processo sem nenhuma simplificacio. Em se-
gundo logar, se a raiz real se repete n vezes, ou tem um
griu de multiplicidade egual a n, o facto de existir em n
equagdes de um systema, formado pela equagio proposta
€ as suas n — 7 primeiras derivadas, leva a uma elimina-
¢iio laboriosa e demorada.

A regra de Descartes indica-nos o numero maximo de
raizes reaes que pode haver, tanto positivas como nega-
tivas; apuram-se, do modo que ficou dicto, as reaes des-
eguacs ; e vé-se logo a seguir se o quadrado de alguma
d'estas é divisor do ultimo termo, e, depois do abaixa-
mente do griu, na equacgio resultante, ensaia-se a raiz da
proposta que satisfaz a essa eondigdo, quando com as pri-
meiras raizes obtidas néo ficar exgottado o numero de rai-
zes reaes, assignado pela regra de Descartes. Eis, pois, o
que se deve fazer relativamente 4s raizes inteiras.

Para tornar estas operagdes mais expeditas, convém fa-
zel-as quando a equaciio estiver o mais simples possivel,
depois do abaixamento do grdu, proveniente nio 86 das
ralzes inteiras, mas das fraccionarias. Feito isto, ficam
ainda, ou podem ficar, raizes reaes incommensuraveis; mas
os valores d’estas, s6 em casos excepcionaes se acham
exactos: obtemol-os por approximacdo, e, por isso, a cada
uma ndo pode corresponder mm abaixamento de griu,
como se d4 com as outras, obtidas exactamente.

As incommensuraveis existem sempre em numero par,
quando conjugadas; portanto, se depois de obtidas todas
as inteiras e fracciondrias, deseguaes, a regra de Descartes
indicar que ainda falta um numero impar de raizes reaes,
devemos ver se em qualquer dos grupos ha raizes eguaes.

b) Raizes fracciondrias commensuraveis

80. Supponhamos a equagdo constituida por um poly-
nomio inteiro, egualado a zero.

Se houver raizes fracciondrias, o coefficiente do primeiro
termo ndo pode ser a unidade, e se este coefficiente for a uni-
dade, ndo pode haver raizes fracciondrias.

Com effeito, sendo r, 1/, r'/...., as raizes, a equagio
pode escrever-se :

(1—1) (x—r) E—T)errar (B E) =0
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d’este producto, ordenado em relagdo 4s potencias decres-
centes da variavel, resulta o coefficiente 1 para o termo da
mais alta potencia, excepto se alguma das raizes for frac-
ciondria, porque, n’esse caso, desembaragcando de denomi-
nador, ou de denominadores se mais algum houver, ird esse
denominador, ou o producto d’elles, servir de coefliciente
dquelle termo.

De sorte que, se houver raizes fracciondrias, havemos de
desembaracar de denominadores, e o coefliciente do pri-
meiro termo nio pode ser a uunidade; pelo contrério, se
este for egual 4 unidade, é que ndo houve nenhuma raiz fruze-
ciondria cujo denominador devesse desapparecer.

A segunda parte d'esta proposig¢io tem geralmente sido
demonstrada do seguinte modo :

Seja a equacio :

TAx FBx foee. Rz Vi—o

cujos coefficientes sfio todos inteiros, sendo o do primeiro
termo egual 4 unidade e supponham‘s que admitte a raiz

: o et 3 .
fraccionaria B substituindo a incognita por ella, vem :

am Qo a
Fﬂ—l—A ——l‘)Tn_l’-{‘...—-l[—R ——b—-}—VZO
ou:
an m—1 m— 2 m—2 m—
b:——Aa —Ba ‘b—......—Rab —Vb

o primeiro membro é fraccionario, o segundo inteiro, de-
vendo a hypothese ser rejeitada por derivar d’ella um re-
sultado absurdo.
3 K. Sejam as raizes fracciondrias :
{508 L) h
e T G

a equagdo pode ser escripta d'este modo
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. a c e h £(x 0
(L”T)(X—T)(X‘—T) ---‘(X—T') (x) =

separando as raizes fracciondrias das outras, as quaes en-
}rarj nos hinomios, cujo producto estd representado por

(x).

A equagfio verifica-gse, quer annullando o producto dos
binomios que n'ella se acham explicitos, quer annullando
a ultima funcgdo. N'este capitulo interessa-nos apenas o
producto dos binomios, motivo por que se considera uma
equacdo, admittindo unica e exclusivamente raizes fraccio-
narias, assim eseripta:

h
R (x—%)(x——%) ..... (x——)=0

832. «O menor numero que, multiplicado pela equagdio,
torna todos os seus factores inteiros, & o producto dos de-
nominadores.»

Devemos suppdr sempre, € claro, que todos os quebra-
dos estdo reduzidos & expressio mais simples, e por isso os
dois termos de cada um d’elles sio primos entre si.

Multipliear a equagdo pelo producto: bdf.... I, corres-
ponde a multiplicar o primeiro factor por b, o segundo
por d, e assim successivamente, até o ultimo ficar multi-
plicado por /, resultando o seguinte :

@).... (bx—a)(dx—e) (fx—e)..... (Ix—h)=0

Se faltassem quaesquer d’aquelles factores, haveria egual
numero de binomios, ndo inteiros, e ndo podiamos no pro-
ducto bdf... [ substituir qualquer dos denominadores, que
seja multiplo, por um dos factores d’este, porque o que-
brado respectivo, sendo multiplicado por esse factor, ndo
d4 um producto inteiro, como é para desejar.

Suppondo que um denominador d, por exemplo, tinha
gido excluido, ficariam inteiros todos os binomios, 4 exce-
pedo do segundo, e o resultado seria :

(] c
M(x——) =Mx—M—=0,
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em que M exprime o producto dos binomios restantes. Os
. o ¢
coefficientes de M x sdo todes inteiros, mas em MTOS‘

coefficientes apparecem fraccionarios, e no resultado final
vao addicionar-se respectivamente aos do outro polyno-
mio, ndo permittindo, portanto, o ficarem inteiros os do po-
Iynomio resultante.

833. «O menor numero que, multiplicado pela equagdo,
torna inteiros os coefficientes do seu desenvolvimento se-
gundo as potencias da variavel, é ainda o producto dos
donominadores.»

Que este producto torna inteiros todos os coefficientes,
j& ficou demonstrado; mas basta que na equagio entrem
raizes reciprocas, para que se possa por em duvida se esse
serd realmente o menor numero pelo qual tenhamos de
multiplical-a para conseguir esse resultado. Havendo, como

d
raizes, duas fracgoes irreductiveis: ¢ —, Como 0 seu
e

producto é egual 4 unidade, segue-se que nio teremos de
multiplicar por dc¢ os coeflicientes em que ellas entram,
para os tornar inteiros, bastando multiplicar estes pelo
producto dos outros demominadores; mas ha coeflicientes
em que as duag fracgbes ndo entram simultaneamente, o
que obriga a introduzir os dois factores ¢ e d no numero
pelo qual se tem de multiplicar a equagdo. Quer pense-
mos, pois, no producto dos binomios, quer nos coefficientes
do desenvolvimento, havemos inevitavelmente de chegar
a0 mesmo resultado.

34. Depois de desembaragada a equagdo dos denomi-
nadores, os coeflicientes das diversas potencias da variavel
devem ser primos entre si; porque, se assim nio fosse, nio
geria o producto dos demominadores o menor numero que
tornava a equacio inteira, mas o quociente obtido, divi-
dindo este producto pelo factor commum.

Esta proposi¢io, devéras interessante e util, ha de ser
demonstrada ainda de outro modo.

85. Do exposto conclue-se que na equagio com a for-
ma (2) o coefficiente da maior potencia da variavel é o pro-
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ducto dos denominadores, e o termo independente o producto
dos numeradores. Quanto aos outros termos, facil & de apu-
rar a lei que seguem.

Se considerarmos os dois primeiros factores e desénvol-
vermos o seu producto, vem :

bdx?—ad|x+tac
—be

o8 tres primeiros:
bdfxd—adf|x?}acflx—ace
—bef| +ade
—bde| -+Dbee

08 quatro primeiros:

bdfgxf—imdf‘g x3—‘:n3fg xzﬁnC(tsvi;x—{—aeeh
—becfgl 4-adeg| —aecth
—bde¢ beeg —adeh
—bd fh ;z:adfh —beeh
—+be fh
—+bdeh

e, proseguindo n'estas operagdes até o factor de ordem i,
a inducgdio mostra-nos factos que, verificando-se ainda a0
extendermos o processo a um novo factor, que serd, por
conseguinte, de ordem ¢-}- 7, se tornam em verdadeiras
leis.

Observa-se que o coefficiente de cada termo do desen-
volvimento é composto de tantos factores, quantos os bi-
nomios, sendo no primeiro o producto dos denominadores,
€ no ultimo o producto dos numeradores, como acima se
notou,

No segundo termo do polynomio ordenado entram os
productos differentes dos denominadores, tomados m — 1
a m— 7, multiplicado cada um d’elles pelo numerador
correspondente ao denominador que n’elle falta.

No terceiro termo do polynomio ordenado entram os pro-
ductos differentes dos denominadores, tomados m — 2 a
m — 2, multiplicado cada um d’elles pelo producto dos nu-
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meradores correspondentes aos dois denominadores que
n’elle faltam.

E assim successivamente.

Caminhando do fim para o principio, podiamos exprimir
estas diversas propriedades dizendo que no penultimo
termo do polynomio ordenado entram os productos diffe-
rentes dos numeradores, tomados m — 7 a m — 7, multi-
plicado cada um d’elles pelo denominador correspondente
ao numerador que falta. O coefliciente do ante-penultimo
termo ¢ formado pelos productos differentes dos numera-
dores, tomados m — 2 a m —3, multiplicado cada um d’el-
les pelo producto dos denominadores correspondentes aos
numeradores que n'elle faltam.

I, proseguindo, ir-se-hia verificando de termo em termo
o que precedentemente ficou apontado.

Reconhece-se a existencia da lei de formacdo, generali-
sando os faetos descriptos, pelo processo seguinte:

O que se nota n'um producto de binomios: P, ainda se
verifica multiplicando este por um novo binomio (s x — 1),

T
devido a uma nova raiz introduzida: —.
8

Vem:
Psx—Pr=o0

Immediatamente se reconhece que os termos do desen-
volvimento de P sx teem nos seus coeflicientes um factor
a mais do que os que entram no desenvolvimento de P= O,
esse factor é s; nos de Pr entra ainda um factor a mais,
que é r, e, em ambos o0s casos, em todos os coeflicientes ha-
verd tantos factores, quantas as raizes de P (sx —r) =o.

A mais alta potencia d’esta equacdo, a qual egualmente
é a mais alta das que apparecem no desenvolvimento de
Psx, tem por coefliciente o producto dos denominadores.
O termo independente da incognita e que sé apparece
em Pr, é formado pelo producto dos numeradores.

O segundo termo do desenvolvimento do polynomio re-
gultante, ordenado segundo as potencias decrescentes da
incognita, é constituido pelo segundo termo do desenvol-
vimento de P, multiplicado por s e accrescentado do pri-
meiro de P multiplicado por r. No polynomio d'este coeffi-
ciente, os termos siio formados pelos productos differentes
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dos denominadores, tomados m — 7 a m — 7, multiplicado
cada um d'elles pelo numerador correspondente ao deno-

‘minador exeluido.

A verificagiio levada a todos os termos confirma, pois, o
que se tinha deduzido, e consagra como verdadeiras leis os
resultados obtidos.

36. Numero total de termos. — Os termos do polyno-
mio, ordenado segundo as potencias da incognita, sdo ver-
dadeiros polynomios em geral, e a totalidade dos termos de
todos estes polynomios é expressa pelo mesmo numero,
que representa o dos termos do producto dos seguintes
factores :

(b-8) (d4c) Fte)..... (14 h)

N'este desenvolvimento, como no outro, nfio entra em
cada termo senio uma das parcellas de cada binomio, e
nenhum dos binomios deixa de ser representado em cada
um d'esses termos, cujo numero ndo muda pelo facto de
fazermos todos os factores eguses entre si e ao primeiro,
resultando uma potencia m do binomio b -} a, a qual,
desenvolvida pela férmula do binomio de Newton, nos vem
apresentar na somma dos coefficientes :

1+cm‘+cm2+cm3+"‘+c=

o resultado desejado, o qual se exprime por 2%, sendo m o
numero de factores binomios, de sorte que o desenvolvi-
mento tem sempre um numero par de termos.

87. Os termos que, agrupados, formam os coefficientes
do desenvolvimento de (2) nfo admittem divisor commum.

Desenvolvendo o producto de todos os binomios de (2),
a partir do segundo, reconhece-se immediatamente, ao fa-
zer a multiplicagdo do polynomio, assim obtido, pelo pri-
meiro binomio, que a cada termo: a M/, corresponde outro:
b M'; de maneira que a totalidade da série se pode escre-
ver, decomposta em duas partes :

aM/, aM/l, aM/l........;M,
bM,b MLBMI,....... b M

3
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Admittindo todos os termos um divisor, este sel-o-ha de
aM' e de b M!, e, pelo facto de a e b serem primos entre
gi, dividird M/ e da mesma sorte: M/, M/, ... M,

1
Esta nova série, composta de il >< 2= quantidades, ou

2m -t j4 ndo contém a nem b, e obtem-se de um modo ana-
logo ao da primeira, fazendo o producto de todos os facto-
res binomios de (2), a partir do terceiro, pelos termos do
segundo, e, por isso, se pode decompor tambem em duas

partes :
e Nie N, .o <29 o 0NE
NGNS o dN,

A divisibilidade da série anterior requer a das quan-
tidades: N/, N'.... N, nas quaes j& nio apparecem: a,
b, ¢, d. Passando s séries seguintes, iriamos eliminando
08 termos dos outros quebrados, de sorte que a série de
ordem m — 2 86 contera os quatro termos dos dois ultimos
quebrados, ¢ se estes forem:

i D i(§i (b
5 T v ) )

o que requer a divisibilidade pelo referido factor das quan-
tidades: / e A, termos do mesmo quebrado e primos entre
8i, 0 que é impossivel.

A eliminagdo podia ter comegado pelos dois termos de
um qualquer des quebrados e acabar nos de qualquer dos
outros. :

Conclue-se d’esta analyse, que os termos, os quaes pelo
seu agrupamento formam os coeflicientes do desenvolvi-
mento, sdo primos entre si; se assim nfio fosse, podiam os
coefficientes da incognita admittir um divisor commum,
ao contrdrio do que estd provado. Havendo, comtudo, um
divisor commum a todos os coeflicientes, ndo seria este
facto incompativel eom o que se acabou de demonstrar;
mas os coeflicientes, como ficou visto, sio da mesma sorte
primos entre si.

38. 0 problema da determinagfio’das raizes fraceio-
ndrias pode reduzir-se ao das inteiras. — Effectivamente
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se em F' (x) = O substituirmos a incognita por y, dividido
pelo coefficiente A da mais alta potencia de z, e em seguida
desembaragarmos de denominadores na equacdo resultante,
o coeficiente da mais alta potencia de y serd a unidade, e
das novas raizes inteiras se deduzem as da equacdo ante-
rior, dando-lhes o denominador commum A. Da equagdo :

17x5 —8x44-5x2-}-6x}2=0
a transformada sers :

y5 — 83445172 y2 46,173y 42174 =0

Ha vantagem, em que o denominador commum seja o
menor possivel para tornar menos laboriosa a formagio da
transformada. Muito sinto que a estreiteza do espago me
ndo permitta desenvolver aqui o estudo que apresentei
sobre este ponto. Fal-o-hei n’uma publicagio subsequente.

89, Quando o coefficiente do primeiro termo nfio for
a unidade, o problema da determinagfo das raizes in-
teiras reduz-se ao das fracciondrias. — Desembaraca-se a
equacdo do coefficiente do primeiro termo pelo processo an-
terior, e, obtida a transformada, que tem unicamente raizes
inteiras, dividiremos estas pelo denominador commum 2.
As raizes inteiras da proposta apparecem na transformada
multiplicadas por esta quantidade, de sorte que, pela divi-
sdo subsequente a que vamos sujeitar os productos, ndo
ge lhes alteram os valores.

Seja a equagdo:

24 x4 —58x3 4 17x2—5x—2=0
e a transformada vem :
yi—58y3 4 17.24y2—5.242 5y —2.243 =0
ora, a equagdo é, feitas as operagdes :
yi — 58 y% 408 y> — 2880 y — 27648 =0
d’onde se obteem as raizes:

+12l -81+61+48
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cujos valores, divididos por 24, nos permittem achar para
a equagdo proposta as seguintes raizes :

12 8 1 6

1
ST T RRE VA i T T

1 48
+—4—§+?{=+2

¢ a raiz inteira | 2, apparece assim, obtida pelo processo
a que se recorre para achar as raizes fracciondrias.
a mesma sorte, para a equagio :

20x5 —51x4439x3 —45x*}+19x4+6=0

obteem-se, sujeitando-a ao procesgo seguido para as raizes
fracciondrias, as raizes :
1
B
4° 5

Tanto n'este como em todos os outros casos, deve ter-se
em vista, que o primeiro cuidado com a equagdio é o de
verificar se -1 e — 1 a satisfazem; porque qualquer
que seja d’'estas duas a raiz por ella admittida, é facilimo
de verificar a existencia de cada uma; o processo torna-se
depois menos penoso, abaixando-se devidamente o griu da
equagdo.

Realmente, nio ha um processo caracteristico, exclusi-
vamente empregado para as raizes fracciondrias, como
parece deprehender-se da ultima epigraphe; o que & pri-
vativo d’estas raizes, é o processo pelo qual se obtem a
transformada ; ora, pelo que respeita a raizes inteiras, j4
ficou visto, que as podemos obter sem necessidade d'este
expediente, indispensavel para as outras.

Quando é forgoso o emprégo da transformada, o c4leulo,
tal como foi precedentemente apresentado, levar-nos-hia a
grandeg e penosos desenvolvimentos, tornando-se por isso
de necessidade immediata o seguir as preseripgdes adeante
aconselhadas.

40. Maneira de evitar um grande numero de ensaio
para obter as raizes da transformada.— Como as raize
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da transformada devem ser factores do ultimo termo, o nu-

mero de ensaios, feitos pelo processo seguido para as raizes
inteiras, sem modifica¢gdo nem restricgdo de nenhuma es-
pecie, seria extraordinariamente grande, havendo um laby-
rintho inextricavel de célculos, com prejuizo dos resultados,
attenta a grande facilidade de assim se commetterem er-
ros, e um disperdicio enorme de tempo.

Basta, para o reconhecimento d'esta verdade, pensar que
no caso mais favoravel, o de serem primos, tanto o ultimo
termo, designado por S no n.° 38, como o coefficiente A do
primeiro, o numero de divisores do ultimo termo da trans-
formada, S A™! gerd 2. (141). (Iiln —1-+41) =4. m, ou,
o quddruplo do griu da equagio ! No computo, assim feito,
attendeu-se, como devia ser, ao facto de terem de ser con-
tados pelo dobro esses divisores, visto que as raizes tanto
podem ser positivas como negativas.

O numero de ensaios diminuird consideravelmente pon-
derando a circumstancia de que as raizes da transformada
sio eguaes aos productos das da proposta por 2, sendo este
o denominador commum, e, por igso, nfo é necessario pro-
curar factores para o producto § z™!, As raizes da proposta
teem o8 seus numeradores cntre os divisores de S, e 03
ensaios devem versar sobre os productos d’estes por z.
Entre os divisores de S fizuram ainda as raizes inteiras da
equagio dada. g

D’este modo, fica muito reduzido o trabalho. E certo que
o ultimo termo da transformada pode ser menor que o
valor S A™!, acima apresentado, quando se der o facto de
ger z menor que A; mas, entdo, esta ultima quantidade,
em vez de numero primo, como alli foi supposto, é um pro-
ducto de véirios factores, e bastava um unico d’estes para
trazer a complicagdo descripta ; se ponderarmos, agora, o
que deviam ser os ensaios, quando tivessemos de apurar a
totalidade de divisores, positivos e negativos, que pode
comportar o valor do ultimo termo, nio deixaremos de con-
vir que, sem aquella indicagio, que simplifica extrema-
mente o trabalho, quasi que seria impossivel levar o pro-
cesso por deante.

Na penultima equagfio apresentada :

24x4 —58x34+17Tx2—5x—2=0
o ultimo termo é 2 ¢ o da transformada : 2>< 243 =210, 33,
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Em vez de: 23< (3+1 ><(10 -} 1) = &8, ensaios, tes
mos 86 0s quatro: +-1,--2,—1,—2, divisores de 2, e,
por iss0, 08 unicos ensaios admissweis serfio os dos produ-
ctos d'estes numeros por 24, ou : |24, -1-48, — 24, —48,
para se obter a raiz inteira 2.

Podiamos abaixar j& o gréu da equagdo dividindo-a por
x — 2; mas, como a raiz inteira, que acabdmos de obter, &
exactamente egual ao ultimo termo, e este deve ser o pro-
ducto d'ella pelos numeradores das Taizes fraceiondrias, re-
sulta que estes numeradores devem ser eguaes 4 unidade.

Foi-|- 48 a raiz da transformada que produziu pela sua
divisdo por 24 essa raiz j as outras raizes da transformada
devem ser taes que, designando-as respectivamente por
a, b, ec sejam o8 quebrados, resultantes para as raizes da

b
proposta : EYERCTE 24,ou, reduzidos 4 sua expressio mais
5 i L
simples : P T sendo: a/, b/, ¢, divisores de 24,

visto que os numeradores devem ser eguaes & unidade.

Os divisores de 24, que ha a ensaiar, sio: -+ 2, -}- 3,4,
+6, +8, 12 e:—2,—3,—4 = 6: —l?,poxtanto, as
raizes inteiras da transformada devem achar -ge n'estes
grupos, vindo, com effeito : | 12, — 8,

41, As raizes a achar sdo em geral :
d d:- dr
S DDl i
sendo os numeradores divisores do ultimo termo e os de-
nommadmes, divisores do coefficiente A do primeiro; ora,

em vez d'estes quebrados, reduzidos & expressio mais sim-
ples, obtemos :

a b

A

d’onde !

a=dff A=Df; b=d/f| A= D’f’
c~d’/f”A DU
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@ como &, b, c.... sio as raizes da transformada e
f, £, f!l.... factores de A, os numeros a ensaiar devem
:ser productos de dois factores: um d’estes, divisor do co-
.efficiente do primeiro termo e o outro divisor do ultimo ter-
mo. Sejam: A — fiX< fin XX filr ¢ § = fir X< £ >< 3¢, no
«caso peor teriamos, como ultimo termo da transformada,
S.ADL o fi > fn > e >< flr (m—1) > fzs m—1) S fsl( m—1) s
0 numero de divisores serd :

Ty 1) S (o e 1) ] e
B e

em vez d’este exorbitante numero, a que o griu da equa-
¢do, por entrar em todos os factores provenientes de S,
vem dar um valor consideravel, teremos simplesmente para
o numero de ensaios a fazer sobre a transformada :

@+1) (a+1) (p41) (r41) (s4-1) (t+1)

Devemos convir,; todavia, que o trabalho ainda se pode
tornar muito penoso, sobretudo se as duas quantidades
A e S admittirem um grande numero de factores. Este,
como ficou dicto, é o caso pror; muitos outros ha, em que
se ndo tornam indispensaveis tantas operagdes, como no
do exemplo a que precedentemente se applicou. O ultimo
termo pode ser menor do que o valor S.A™!, sem que
por tal motivo o numero de divisores a ensaiar na trans-
formada :

(@4+1) @+1) ........ (t-4-1)

seja reduzido, porque este depende unicamente dos diviso-
res de A e de 5. Quando estas quantidades férem repre-
gentadas por numeros primos, dd-se o caso mais simples,
as raizes da transtormada devem provir do grupo :

i Ny WA RS e e s
e as da proposta :
il S 1 S
+_A—1+17+T:+Sv_ —A—’-l’

Spb gy
Am
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duas d'estas : 4 1,— 1, silo muito faceis de achar pela sim-
ples inspecgio do exemplo que se apresenta, e as outras,
em pequeno numero, depressa se ensalam.

E como do exposto se tira a conclusio de que no caso
de serem primos o coefficiente do primeiro termo e o ultimo
t.rmo, ndo € necessario faser a iransformada, podemos, real-
mente, ensaiar logo na equagdo, que se propoz, os valores
inteiros : | S, — 8 e os fraccionarios :

cujo numero fica ainda reduzido pela applica¢do do theo-
rema de Descartes, na maior parte dos casos.

42. Processo a seguir. — Dada uma equacgdo cujo coef-
ficiente do primeiro termo nfo é a unidade, o primeiro
cuidado que devemos ter é examinar, pela regra de Descar-
tes, qual o numero maximo de raizes positivas e negativas
que ella pode comportar, bem como os numeros,além d’es-
ses, reputados por essa regra como admissiveis. Podendo
haver raizes positivas, experimentar-se-ha -1, e no caso
de poderem existir negativas,o valor — 1. Se alguma d'es-
tas quantidades for uma raiz, ou ambas, divide-se a equa-
¢do pelo respeetivo binomio, ou pelo producto dos respe-
ctivos binomios, abaixando-ge o grdu. Trata-se em seguida
das raizes inteiras, differentes d’essas; suppondo que apus
rdmos as raizes: a, b, ¢, .... 1, forma-se o produecto :

(x—a)(x—Db)(x—¢)........ (x—1)

levando o gréu da equac¢do 20 ponto minimo a que ella
pode chegar, antes de nos vermos obrigados a recorrer ao
cdlculo da transformada e operagdes subscquentes, o qual
86 se fard, quando inteirzmente nfo possa deixar de ser.

Ha muitas equagdes, em que se torna facilima a pes-
quisa das raizes commensuraveis, sendo alids extrema-
mente complexo esse trabalho, se formos seguir sem mais
exame todas as prescripgbes apontadas. Nada suppre o

e g
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bom criterio, que s6 a préitica, esclarecida pelas regras
da theoria, pode dar.

Asgsim, por exemplo, supponhamos que se trata da equa-
¢do:

12x7—4x2} Tx—8=0

Mostra-nos o theorema de Descartes que, para valores
positivos da incognita, o numero de variagdes é de tres, e
por isso, ou haverid uma raiz commensuravel positiva, ou
tres ; para valores negativos ndo ha variagdo nenhuma, e
por isso é desnecessario procurar raizes negativas.

Representando, como de costume, por y o primeiro mem-
brod a equagdo para o valor de x =-} 1, que temos a expe-
rimentar primeiro que tudo, resulta: y — - 7. Deviamos
ir agora procurar raizes inteiras, ensaiando os divisores
positivos do ultimo termo :-} 2,4+ 4, 8; mas convém
pensar que, para x =0 é y —— 8, portanto, existe uma
raiz, nilo inteira, entre os valores de x: 0 e-|-1. Para:
x=—=--2 vem:y = 124 e d’aqui para cima y cresce po-
sitivamente, 4 medida que vae crescendo a outra incognita,
resultando d’este facto o nio serem admissiveis nenhumas
raizes inteiras.

Se ha alguma raiz commensuravel deve, pois, ser frac-
cionfria e comprehendida entre 0 e 1.

N'este caso podemos obter para a transformada, fazendo
B2 3"

y1—4.23.30.524-7.94.36.y —8.25.36—0

e como o ultimo termo & : 28. 38, o numero de ensaios de-
via ger de: g><T =63, visto o tornarem-se inadmissi-
veis as raizes negativas, senfio dobrar-se-hia o numero. Pela
simplificagdo do n.° 42, vémos que os numeradores 86 podem
ser : -1, 42,44, 4 83 por outro lado, o denominador é:

=—2.3 e por isso as raizes inteiras da transformada de-
vem estar no grupo :

1X2=+42;11X<4=14;
+1><8=:{§-_8;~+g><;=+t; 2><4+=+8;2><8=
4165483>2=6;F8>c4—}12;
+3X8=+424
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sendo 86 admissiveis :
+ 24,6, 48,412, - 16, 4 24
que dariam para a proposta

2 1 4 2 6
Jere sy Sl e ] T R ) i Al
U Pl o

4 12
6

aIO:)

8

16 24
+?;+_:+2;+T:+_§;+T S

Ora, 86 é admissivel uma raiz commensuravel, compre:-
hendida entre 0 e 1, o que leva a excluir todas as fracgoes:

1 2
€ numeros inteiros, excepto T 4 Unicos numeros que

ha a ensaiar,

Substituindo x pelo ultimo valor, vem :
1536 16 14 -
2187 ~ 9 &

expressio que evidentemente niio & nulla, e por issonio se
torna necessario effectuar as operagdes n'ella indicadas.
A unica raiz positiva existente deve ser incommensura-

1
vel, porque o outro valor =8 ainda dé um resultado menor

do que o acima escripto.

Podiamos multiplicar os exemplos, para demonstrar co-
mo em muitas das equagies se simplifica o processo; mas
a exiguidade do quadro em que se deve circumscrever este
trabalho ndio permitte grandes desenvolvimentos.

¢) Raizes tncommensuraveis

Teem sido apresentados differentes Processos para a ex--
tracgdo d’estas raizes, as quaes, a nio ser em um ou outro-
cuaso excepcional, 86 podem ser obtidas por approximagdo-
com o numero de casas decimaes exigido.
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Na pritica, os processos mais recommendaveis, de uma
interpretagdo geometrica simples, sdo dois: o das tangen-
tes e o das cordas. O apérto do espago obriga-me a sacri-
ficar este interessante capitulo, o mais util no ponto de
vista do cdlculo das operagdes financeiras, e, por isso, re-
gervo para outra publica¢éio o seu desenvolvimento. Direi,
todavia, em rapida resenha, qual o caminho a seguir.

Processo das tangentes.— Bendo F (x) =0 a equagdo
cujas raizes incommensuraveis devem ser determinadas,
supponha-se construida a curva y = F (x), da qual serdo
raizes reaes, como ji se mostrou, as abscissas dos pontog
de intersec¢do com o eixo dos =z, conhecidas as quaes fi-
card o problema resolvido. O processo permitte que deter-
minemos com approximagdo qualquer das raizes reaes,
mas é particularmente recommendado para as incommen-
suraveis, visto que as outras podem sger obtidas com exa-
ctiddo pelos meios anteriormente descriptos.

Partindo de um valor xy, pouco differente do da raiz
que se pretende achar, o que se pode sempre fazer, tome-
mol-o para abscissa e determine-se a ordenada respectiva
y1; tire-se 4 curva uma tangente n'este ponto e determi-
ne-se pela equagdo d'esta recta o ponto de abscissa x,,
em que ella corta o eixo dos zz. Introduzido este valor
na equagdo da curva, obtem-se uma ordenada correspon-
dente y,. Tire-se uma nova tangente, que serd agora no
ponto de coordenadas x, e y, e determine-se do mesmo
modo o ponto em que esta Enha corta o eixo das abscis-
sas.

Continuando a operar do mesmo modo, chegaremos assim
a obter para x um valor tdo approximado do que se pre-
tende, quanto se desejar.

A constancia em dois valores successivos do algarismo
que occupa a mesma casa decimal denota que esse alga-
rismo pertence, e no logar em que estd, 4 raiz.

A curva intercepta geralmente o eixo das abscissas fa-
zendo com elle dois angulos, um agudo e outro obtuso;
ag tangentes successivas, entre os pontos de contacto e os
geus pés no eixo dos z x, devem estar comprehendidag no
primeiro. Facil é de vér que esta condi¢do pode deixar de
se realisar com a primeira tangente, se ndo pudermos por
meio de alguns pontos de passagem, préviamente obtidos,
formar uma idéa da continuidade da curva ; mas ainda que
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se dé este facto, o processo pode ser applicado, porque ao
pé da tangente vae corresponder entdo um ponto, que estd
do outro lado do eixo das abscissas, em relagdo no que
serviu de partida, e d'alli em deante todos os outros devem
satisfazer 4 condigfo requerida.

Pode dar-se o caso de incidir a curva normalmente ao
eixo das abscissas, o que facilmente se reconhece deter-
minando-se logo pela derivada da funcgdo a raiz; pode
uma ordenada ser tangente 4 curva, modificando-se por
iss0 o valor da abscissa de que partimos; ou notar-se
qualquer outra singularidade. A curva é uma parabola, de
numero 7, da ordem m, o seu tragado ¢ sempre simples e
sem custo se vé em cada easo como se deve proceder,
quando se nos deparar uma excepgdo.

Processo das cordas. — Determinamos dois pontos da
curva, comprehendendo o da raiz, em seguida a intergec-
¢do com o eixo das abscissas da corda que os une, bem
como a ordenada do ponto da curva, correspondente a essa
intersecgdlo. A nova corda passa por este ponto e por
aquelle dos outros dois, situado do outro lado do eixo, e
agsim successivamente.

Na equagdo: x4 —2x3 —2x—1=0 partindo de x;— 3
obtemos pelo primeiro processo : x = 2,4142135. . .
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500 REIS lias, escriptorios commen[iaes,a 600 BEIS
EM BROCHURA reparligoes publicas, etc. ENCADERNADO
0s Diccionarios do Povo, vieram dar mais um avance 4 idéa iniciada por esta casa com a
Bibliotheca do Povo e das Escolas e que logo definimos debaixo do titulo geral de Propas<
ganda de instrucgao para Portuguezes e Brazileiros.

Vamos facilitar ao publico livros indispensaveis, cuja acquisi¢do era até agora inaccessi-
vel aos seus modestos recursos.

Cada diccionario publicar-se-ha aos fasciculos.

Cada fasciculo custa apenas 50 réis, e cada diecionario nunca mais de 500 réis por assig-
natura. N3o ha tambem diccionarios mais baratos e que se possam adquirir 4 custa de des-
embolso tao modico e Lo suave.

Esta collecgao de diccionarios, a par da publicagdo da Bibliotheca do Povo e das

Escolas, constitue um verdadeiro thesouro de sciencia e considerar-se-hio ricos de saber
todos que quizerem possuir estas duas collecgdes, e folheal-as de vez em gnando.

0Os diceionarios sdo portateis e compendiosos e pelas suas condigdes  excepcionaes nio

serde de mais, mesmo para quem possuir oulros de maior tomo.
VOLUMES PUBLICADOS

1. — Diccionario da Linguna Portugueza (7.* edigdo)

2. — Dicecionario Francez-Portuguez 2. edigdo)

8.°— Diccionario Portugnez-Francez 2.8 edigdo)

4.° —Dicoionario Inglez-Portuguez

5.°— Diccionario Portuguez-Inglez

Cada . volume contém perto de 800 paginas. Prego, brochado500 réis; encadernada em
percalina 600 réis; em carneira 700 reis. ¥ 5
Os Diccionarios n.°* 3¢ 3 ou'4 e 5, encadernados em carneira, n'um 86, volums, 4:300 réig
NO PRELO
Dicclonario Lntlm-l:artuguel
A ESTE SEGUIR-SE-HAO 08 DE
PORTUGURZ-LATIN—ITALIANO-PORTUGUEZ — PORTUGURZ-ITALIANO — HESPANHOL-PORTUGUES
—PORTUGURZ-HESPANHOL— ALLEMA0-PORTUGURZ—PORTUGUEZ-ALLEMAO—DE $*NONYMOS
ERIMAS — DE ARTES R INDUSTRIAS — DE VERBOS E PROVERBIOS
DR GEOGRAPHIA GERAL —DZ HISTORIA—DE MYTHOLOGIA—DE BOTANIOA—ANALOGICO, ETC.
CONDIGOES DA PUBLICAGAO
Cada diccionario consta de 600 a 800 paginas, composigio cheia e perfeita,

em $ypo miudo (n.° 6) mas legivel, impressao nitida, optimo papel consis-
tente, edigao estereotypada, e & dividido em 10 fasciculos o maximo, com
64 paginas pelo menos. Cada pagina é composta de cérca de4:000 lettras,
gorrespondendo a duas paginas da publicagao Eibliotheca do Pove, ja
de si cheias eapertada, e a 4 ou 5 das edigoes regulares gue apparecem em
0 NO8EO mercado.

Quem deseje ser assignante d'esta publicag&u, ou comprar gualguer volume avulso,
ueira dirigir-se em Lisboa, 4 administracdo da Companhia Nacional Editora, successora de
‘l,)avid Corazzi 6 Justino Guedes; Largo do Conde Bardo, 50; ou ao gerente da Filial no Porto,
Praga de D. Pedro, 127, 4.%— e nv Rio de Jangiro, a A. A, de Sousa Mascarenhas, repre-
sentante da_mesma Companhia, Rua da Quitanda, 38. y
Todas ms requisigoes devem ser acompanhadus da sua importancia em °
estampilhas, vales de oorreio, ordens ou letixas de facil cobranga
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