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GEOMETRIA NO ESPACO

INTRODUGCGAO

A Geometria, caminhando a par das sublimes conquistas
do seculo que atravessamos, vae dia a dia rasgando novos ho-
rizontes, firmando novos periodos de revolugio, de ingrande-
cimento e de gloria. Esta sciencia que teve, podemos dizer, o
Bgypto por berco, firmada em principios puramente practicos,
tem desde o phenicio Thales seguidamente a Platdo, e d’este
até aos nossos dias, inriquecido a sua historia com os nomes
de laboriosos e dedicados trabalhadores.

A Geometria moderna prineipia o seu reinado no meiado
do seculo xvr, marcando esta epocha um periodo brilhante na
historia d’esta sciencia; tem ella explicado muitos principios
que as escolas da antiguidade ignoravam.

A Geometria analytica, a Geometria descriptiva, ereada
por Monge, sfo periodos brilhantes da Geometria moderna.
Esta sciencia representa no gremio dos conhecimentos huma-
nos um importantissimo logar; é uma pagina sublime da lit-
teratura mathematica.

Euclides, Archimedes e Apollonio (natural do Egypto), fo-
ram os vultos que entre as nagdes antigas mais ingrandece-
ram a Geometria; crearam os seus alicerces, derramaram os
principios, que successivamente cuidados, brilhantemente se
reflectem nas phases variadas e bellas de tdo bella sciencia,




4 BIBLIOTHECA DO POVO

Abrange esta sciencia um vasto campo de especialidades
trataremos, porém, da Geometria elementar.

A Geometria elementar comprehende duas partes: Geone
tria plana e Geomelria no espago.

A Geometria plana tem por objecto o estudo das figum
que apresentam todos os pontos no mesmo plano; a Geome
tria mo espago estuda as propriedades das figuras que nioes.
tdo n'um mesmo plano.

Estudada, como ficou jé, a Geometria plana, no vol. XX
da Bibliotheca de Povo e das Escolas,— chegado ¢ o ensejods
no presente ydlume tratarmos da Geomelria no espago (pam
cuja intelligencia, alidis, indispensavel se torna o conhecimen.
to das materias apresentadas no supra-citado volume XXI
da collecgdo).

Esta parte da Geometria elementar procurdmos tratal-a con
toda a clareza, desbravando o caminho, tornando-o suavee
ameno quanto possivel; e, perfeitamente na indole do nosw
programma, vio os principios desinvelvidos ao aleance de to-
das as intelligencias.

DEFINIGOES PRELIMINARES

1. Geometria.— Pela palavra Geometria, derivada de dois

vocabulos gregos (gé, terra, e metron, medida), designa-sea |&

sciencia que trata da extensdo.

2. Huxtensio é qualquer porglo limitada do espago. I
tensfio de um corpo ¢ a porgio do espaco occupada por esse
corpo.

Corpo ou volume & uma extensio com tres dimensdes: com:
primento, largura e altura, espessura ou profundidade.

Superficie & uma extensio com duas dimensdes: compri:
mento e largura, ou o limite exterior dos corpos.

Linha & uma extensfio com uma s6 dimensfo: eomprimen: (5

to, ou o limite de uma superficie.
Ponto & o logar da extensfio que se considera sem dimen
80, ou o limite de uma linha.

8. Um ponto, movendo-se no espago, gera uma linha; unt i

linha, movendo-se, gera uma superficie; e uma superficie, mo:
vendo-se, gera um volume. .
4. Distinguem-se tres especies de linhas (Zinka rectd, li
nha curva, e linha- quebrada ou polygonal) assim como fres
especies de superficies (superficie plana ou simplesmente pli:
no, superficie curva, e superficie quebrada ou polyedrica).
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5. Figura se chama em Geometria a todo o espago termi-
nado por uma ou mais linhag, por uma ou mais guperficies.

Di-se o nome de theorema a uma proposicio que preecisa
ser demonstrada; corollario a uma consequencia de um theo-
yema; problema é uma applicagio de um theorema. Os pro-
blemas dizem-se numericos, quando na sua resolucdo se em-
pregam numeros; dizem-ge graphicos, quando se empregam
linhas.

Azioma é uma verdade por si mesma evidente, isto é, que
no precisa ger demonstrada. e

DOS PLANOS E DAS LINHAS
RELATIVAMENTE AOS PLANOS

6. Os planos devem ser considerados indefinidamente ex-
tensos; porém, serdo representados por um quadrilatero para
assim melhor auxiliar o nosso estudo.

7. Uma recta é perpendicular sobre um plano, quando é

perpendicular a duas rectas existentes no plano, passando
pelo pé da perpendicular.
Asgim a recta 4 B (fig. 1)
6 perpendicular ao plano;
o ponto B de interseccdo
da recta com o plano é o
pé da perpendicular. Re-
ciprocamente o plano é
perpendicular 4 recta.

Toda aquella recta 4' B
que incentra um plano e
nio lhe é perpendicular,
diz-se obliqua ; e recipro-
camente o plano é obli-
quo sobre a recta. ;

8. Duas rectas paralle- . Fig. 1
las entre st determinam wm .
plano. Com effeito, sabendo que tres pontos ndo em linha re-
cta determinam um plano, se tomarmos dois pontos em uma
das rectas e um na outra recta, temos determinado o plano.

9. Por um ponto dado no espago pode-se conduzir s6 uma
parallela a uma recta, porque, tomando’ dois pontos na recta
dada e o ponto no espago, temos determinado o plano, e por es-
te podemos conduzir uma parallela 4 recta. Qualquer outra
recta tirada pelo ponto nfio pode ser parallela & recta dada,
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porque, n’esse caso, haveria dois planos differentes passaniy
pelo ponto e pela reeta dada, o que é impossivel. Temog
poig, que um plano fica tambem determinado por duas rectaé
concorrentes ou parallelas, ou por uma recta e um ponto dy. |
do fora. 1
10. Duas rectas no espago, e que prolongadas nfo sein. |
contram, sio parallelas, quando estio n'um mesmo plano.
11, Uma recta que, por mais que se prolongue, nio incon.
tra um plano, é parallela a esse plano, e reciprocamente, |
plano é parallelo 4 recta. "

4-‘

Fig, 2 Fig. 3

12. Uma recta ¢ parallela a um plano quando € parallelaa
outra recta existente n’esse plano. Seja a recta A B (fig. 2), pa- Tg
rallela 4 recta C D que existe sobre o plano. As duas rects |=
estdo no plano 4 B C D ; se prolongassemos 4 B e se estare: |-
cta incontrasse o plano M IV, havia no mesmo ponto dein |
contrar a sua parallela C' D, o que é absurdo ; portanto are.
cta A B & parallela ao plano. ;

18. Uma linha recta diz-se vertical quando segue a direc- | -
cio do fio de prumo. Um corpo pezado P (fig. 3), suspens {5
por um fio, constitue o fio de prumo. #

14. Todo o plano que passa por uma linha vertical (fig.4)
chama-se plano vertical; linha e plano horizontal sio a recs |5
e o plano perpendiculares & vertical.

15. Toda a recta que é perpendicular a duas outras reciss ﬁ
existentes n'um plano, é tambem perpendicular a qualquer oulrt =5
recta conduzida no plano pela interseceio das duas primeit. |
Seja M N o plano (fig. 5), e 4 B a recta perpendicular &
duas CD e EF; queremos demonstrar que 4 B é perpend: |
cular a qualquer recta G H conduzida no plano pelo mesmo =
ponto B. Nas rectas C'D e E F faca-se B D egual a BTt
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una-se 0 ponto 4 com D e Fe este
ponto com D ; teremos, pois, visto
seremyeguaes o8 triangulos reotan-
gulos ABD e 4 B F, 4D egual
a 4 Fydividindo ao meio 1 F pe-
lo ponto 7 e unindo este ponto
com 4 e B, temos que AL e BL
sdo perpendiculares a D F. Sabe-
mos que, em um triangulo rectan-
qulo, o quadrado da hypothenusa
¢ equal G somma dos quadrados dos
cathetos ; temos, pois, nos triangu-
' los rectangulos ABD e ALD
AD*=AB+ B2
i o Zﬁ:A—Ewr_@Dz
‘o A4 BD?=AT24 LD?
N eBD?—LD?=AI2—AB2(a);
" no triangulo rectangulo B L D te-
- mos do mesmo modo
BD2=BL2—{—L_:D2
oo BD?—LID?=RBI2
. donde tiramos pela egualdade (@)
BR2=A12— 4B
w ID—BD4iD
isto é, o triangulo 4 B L é rectangulo. Conduzindo no plano
M N pelo ponto de intersecgio das rectas C D e K F a recta
. G H até incontrar no ponto H a recta que passa pelos pon-

tos ¥ e D, e unindo esse ponto com 4, temos no triangulo
.\ rectangulo 4 L H

Tig, 4

H=A12 1T H?
" mABL e el
12— A2 2
Sns o e e AR DA
BH2— BI2-+ L H?
on LH2=BH»— BI? ()
Substituindo na egualdade (b) em logar de 412 o L /2 o
\determinado nas egualdades (c) e (d), temos 4 /2 — 4 B2

\+B A2 0 que prova que o angulo 4 B H é recto, istoé, que
" 4B é perpendicular a G H, como queriamos demonstrar.
18. Tres rectas perpendiculares a outra recta nw'um mesmo
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ponto, estdo todas em wm mesmo plano. Seja a recta 4 B (fig, =
5), 4 qual sdo perpendiculares as rectas BE, BCe BGy|
ponto B. Sabemos (7) () que es rectas B 1 e B G- determi |
nam um plano perpendicular a 4 B, e existird tambem n'eg |
plano a recta B C, porque entio B P (intersecgfio do plan|
AB C com o determinado pelas rectas B K e B () seria per. |
pendicular & recta 4 B no ponto B, pelo que acima acabamo |
de demonstrar, concluindo que no plano determinado pela |
rectas B E e B G haveria duas perpendiculares B P e B(|
tiradas de um mesmo ponto, 4 recta 4 B, o que é absurdy |
Portanto, temos demonstrado o theorema, provando que asr |-
ctas B &, B C e B G existem no mesmo plano.

Fig. 5 Iig. 6

17. Todo o plano perpendicular a uma reeta, € o logar ge
metrico de todas as rectas que no mesmo ponto sdo perpend:
culares a essa recta.

18. De um ponto dado em wm plano, levantar a perpend
cular a esse plano. Seja o plano M NV e o ponto H (fig. 6). Ti- |
rem-se pelo ponto dado e no plano M N duas rectas 4 B¢ |
C D perpendiculares entre si, e pela primeira d’estas rects |
faca-se pasgar qualquer plano 4 E B. Pelo ponto H tire:s
n’este plano. a recta H L perpendicular a 4 B, e no plan
D C F'leyante-se :do mesmo ponto H a recta H G perpend:
erlar a ‘D 'C; a:recta H'G & perpendicular ao plano. Vistoser |

{¥) O8 nmneros indieados dentro do parenthesis referem-se aos paragraphe _:'
justificativos da doutrina que se expde.
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| AB perpendicular a H L e a H C, serd taimbem perpendi-
cular a H G que existe no plano 7, H C; mas, como H G é
| tambem perpendicular a H C, concluimos que a recta H G
6 perpendicular ao plano M 1.
19. De um ponto dado féra de um plano abaizar uma per-
| pendicular @ esse plano. Seja o plano M Ne o ponto G (fig. 6).
|| Tirando do ponto G para o plano uma recta G O e fazendo-a
| girar em-torno do ponto &, descrevers sobre o plano uma cir-
| cumferencia ; determinado o centro 7 e unindo-o com o
"I ponto G, serd a recta G H a perpendicular ao plano. Quer
"I seja o ponto dado no plano, quer seja dado féra, niio é possi-
| vel tirar sendo uma perpendicular.
" R0. 4 perpendicular baizada de um ponto sobre wm plano é
| menor que qualquer outra recta conduzida do mesmo ponto para
| odito plano, Seja A B a perpendicular 2o plano M IV (fig 5);
| qualquer outra recta 4 F, é obliqua sobre a recta B F;
| como sabemos, a perpendicular baizada de um ponto para uma
| recta émenor que qualquer obliqua tirada do mesmo ponto para
| o mesma, recta; segue-se pois que 4 B é menor que A F, o
2 que ge pretendia demonstrar.
'8 21, Quando uma recta é a menor que de um ponto se pode
| conduzir para um plano, a recta & perpendicular ao plano.
| Distancia de um ponto a um plano & a perpendicular bai-
~ xada d'esse ponto sobre o plano.
~ 22. Se de um ponto situado féra de um plano se baizam
| sobre esse plano a perpendicular e algumas obliquas que se des-
- viam egualmente do pé da perpendicular, sio eguaes e Jazem com
. dla angulos equaes; de duas obliquas que se desviam desegual-
| mente do pé da perpendicular, é maior a que se desvia mais e Jaz
' maior angulo com a perpendicular. Sejam as duas obliguas 4 C
| e 4D (fig. 7), cujas distancias (B C e B D)ao pé da perpen-
‘| dicular 4 B ao plano M N sio
| eguaes entre si. Sabemos que
' dois triangulos sdlo eguaes, quan-
| do dois lados de um sio respe-
' ctivamente eguaes a dois lados
1 do outro, e eguaes os angulos

. por elles formados; temos, pois,
"que os dois triangulos rectan-
gulares ABC e ABD sio -
\eguaes, logo 4 C egual a 4 D e
| ¢guaes tambem os angulos C 4 B
¢ DAB. Sejam agora as obli-
Qs A X e 4 C, cujos pés sio
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desegualmente distantes do pé da perpendicular (o que g
exprime pela desegualdade B F >> B C). Teremos n'egt
caso a obliqua 4 B >4 C. Fazendo B F = B C, e tirang
a obliqua 4 F), temos pelo que acima dissémos 4 7= 4(;
mas, no plano 4 B F, temos A K> A F, porque em dus|
obliquas a2 uma recta tiradas do mesmo ponto, se se des |
viam desegualmente do pé da perpendicular, é maior a queg [
afasta mais e faz maior angulo com a perpendicular; e, com |
AF=AC, segue-se que 4F5>AC e portanto o angul; |
EAB>CAB, o que ge pretendia demonstrar.
28. Se uma de duas parallelas for perpendicular a um pls. |
" no, tambem a outra o serd. Sejam A B e G C as rectas paral. | |
lelas (fig. 7), e A B perpendicular ao plano M N; vamos de.
monstrar que G C' é tambem perpendicular ao mesmo plan,
Una-se o ponto 4 com C e por este ponto tire-se a recta L (
perpendicular no ponto C 4 intersecciio B C do plano das |
parallelas com o plano M N. Visto ser 4 B perpendiculars |
B C, ser4 a sua parallela G C perpendicular a B C'e tamben |
perpendicular a I, O, por ser esta linha perpendicular ao pla. |-
no 4 B C, onde existe G €. Temos pois a recta G* C' perpen: |
dicular 4s dnas B C e L O, isto ¢, perpendicular ao plan |
M N, onde ellas existem, o que se pretendia demonstrar.
24.. Projeccdo de um ponto sobre wm plano é o pé da per |
pendicular baixada d'esse ponto sobre o plano. '
Prajece@o de wma recta & o logar geometrico dos pés das
perpendiculares baixadas de todos os pontos da recta sobr |
o plano.
A projecciio de uma recta é uma linha recta, e determins-
se pela projecedo de quaesquer dois dos seus pontos.
. Asgsim na fig. 8 a rects
a b é a projecedo de 47
gobre o plano M . g
Dé-se o nome de plam |-
pirojectante o que contén |
-as perpendiculares bab
xadas da recta sobreo |
plano denominado plam |
de projecedo.
25. Qualguer rect
A B (fig. 9) obliqua
plano M IV, tem por me:
dida d'inclinagdo o angi
Jo que ella férma comé
gua projeccdo A b,
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0 angulo B 45 determinado pela obliqua e pela sua pro-
jecglo sobre o plano M N, é o menor de todos que a mesma
obliqua faz com qualquer outra recta existente no plano, con-
duzida pelo seu pé.

28. Planos parallelos s3o os que nunea se incontram por
mais que se prolonguem.

27. Dois planos perpendiculares a wma recta séo parallelos
entre si. Sejam o8 planos M N e P Q (fig. 10) perpendiculares
4 recta 4 B, esses planos sio os logares geometricos de todas
as perpendiculares & mesma recta nos pontos 4 e B.

Se os planos M N e P Q se incontrassem, e se de um ponto
da sua interseccio tirassemos reectas para os pontes 4 e B,
seriam essas rectas perpendiculares a 4 B, o que & absurdo;
concluimos, pois, que og planos M N e P Q sio parallelos, o
que se pretendia demonstrar.

28, Seum de dots planos parallelos é perpendicular a uma,
| rectay o outro tambem é perpendicular & mesma recta. Sejam os
planos parallelos M N e P Q (fig. 10); ge o primeiro plano &

AL

Fig. 9 Fig. 10

perpendicular a A B, sers tambem perpendicular 4 mesma,
tecta o plano 2 Q. Conduza-se por 4 B um plano cujos tra-
§05 o8 plancs M Ne P Q, s3o CD e (' D!, gque necessaria-
mente sfio parallelos, porque se o nio fossem incontrar-s6-
biam em um ponto que seria commum aos plancs N e P @Q,
© 0 que é absurdo, visto serem parallelos. g
| Porhypothese C' D & perpendicular 4 recta 4 B; e, sendo a
brimeira d’estas rectas parallels a ¢! LV, serd esta tamhbem
{ Ee;lplegnmcular a 4B e portanto o plano P Q perpendieular

R9. Por um ponto dado no espaco twar wn plane parallelo
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@ outro. Seja o ponto A e o plano P Q (ﬁgl iO); baixando & ‘
ponto dado & perpendicular 4 B gobre o plano P Q e tirand
um plano M N perpendicular a 4 B, esse plano é paralld &8
a0 plano dado; e nflo & possivel tirar outro, porque seria en
tdo obliquo sobre A B e portanto (28) nio seria paralley ;'.
a PQ i
80. Tres oumais planos parallelos entre st cortam duas i
ctas em partes proporcionaes. Sejam A B e C D as duasre
ctas (fig. 11), 6 M N, P Q o B S os tres planos parallelos; ¥
AE _COF |
sera —— =
"“EB T FD

. Tirando a recta 4 B! parallela a CD, s

. AR - AR
r4 E E' parallelaa B B/, logo —~

LI (a); e, como |

porcdes de rectas parallelas éomprehcndidaa entre planos pa

=
/B\]/
ol

Fig. 11

rallelos sio eguaes, temos A Bl = C Fe E/ Bl = F D; sub
ituind e fentinds
stituindo em (a) teremos L FD’ o que se preten
monstrar.
Do theorema que acabamos de demonstrar, se deduz o &
guinte corollario : quaesquer rectas tiradas de um ponto solt &
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um ' plano, todo o plano parallelo a este as corta em partes pro-
porcionacs,

ANGULOS DIEDROS

31. Angulo diedro é a inclinagfio reciproca de dois plancs
que se cortam. D4-se o nome de aresta 4 intersecgio dos pla-
n0s, e estes sdo as fuces do angulo.

Um angulo diedro designa-se por quatro lettras, collocando
as duas da aresta no meio, ou simplesmente pelas duas lettras
da aresta, quando esta nfo é commum a outros angulos; assim
(fig. 12) temos o angulo diedro M 4 B N ou o angulo diedro
AB. Dois angulos diedros sfio eguaes quando, ajustadas as
suas arestas, cada uma das faces de um dos angulos assenta
sobre ag faces do outro.

82. Angulos diedros adjacentes sio0 os que téem uma face
commum € as outras em um 86 plano. Assim a fig. 13 repre-
senta os angulos
MABP e NABP,
que sdo adjacentes.

33. Quando um
plano cahindo sobre
outro férma dois an-
gulogdiedrosadjacen
teseguaes, esse plano
¢ perpendicular so-
bre o outro, € 0s an-
gulos diedros sio re-
clos. A fig. 14 repre-
senta dois angulos
diedros adjacentes
eguaes. Quando um
plano cahindo sobre
outro forma dois an-
gulos diedros adja-
centes deseguaes (fig. 13), esse plano é obliquo sobre o outro.
Eosangulos que determina dizem-se: angulo diedro agudo,o que
é menor que um recto; e angulo diedro obtuso,o que émaior que
um recto. Assim o angulo M A BP é um angulo obtuso, €
NAB P é um angulo agudo. Estes angulos denominam-se em
geral, angulos obliquos.

0Os angulos que, tendo a mesma aresta, sio formados pelo
prolongamento das faces um do outro, dizem-se diedros verti-
calmente oppostos.
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—

34. O angulo abe (fig. 12), formado pelas rectaga b e by |
cada uma em sua face do angulo diedro e perpendicularg 8
no mesmo ponto b & aresta 4 B, denomina-se angulo recii.
neo do diedro. .

85. Plano bissector de um diedro é o plano que passa pels |
aresta e divide o angulo em duas partes eguaes. ;

86. Todos os angulos diedros reclos sGo eguaes. Sejam g |
planos P L O e P/ L' O (fig. 15) respectivamente perpendi.
culares aos planos M N e M N'; queremos demonstrar qu
os angulos diedros rectos P LOM, PLON, P! L' O M
PI' LI O N, sdo eguaes. Ajus- h
te-se o plano M/ IV coni o pla- .
no M N de maneira cue L' O/
coincida com Z O; o plano
PILIO! coincidird com o pla-
no P L O, porque se tomasse
outra direc¢dio P!/ L O teriamos
PI'L ON < PI'L O M; mas
PLOM=PLON;e sendo
BUSTEO8 Ni<a 'PiL: OF Nit e
" PILOM>PLOM, o pla-
no P/ Il 0! ndo seria perpen-
dicular ao plaro M’ N! e for-
maria com elie angulos diedros
deseguaes ; isto-¢, Pl L' O M! Fig, 14
ndo seria recto, o que é contra
2 hypothese. Concluimos pois que o planc P! L/ O! coincide
cow 0 plano P Z O e portanto os angulos sio todos eguaes,

. /
AT~ i ¢
s T
~2 |/

. M\ S
\\M\
’ (5 L B
ll Sl \
/ Jecsly
A T 0

Fig. 15

3%7. N'um dng‘ulo diedro recto, o seu rectilineo corresponden
te tambem € recto. Seja o angulo diedro recto P L O M e o st
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rectilineo P Q S (fig. 15). Visto ser o plano P I, O perpendi-
cular 20 flano M O, a recta P 0 perpendicular a L O serd
tambem pewendicular ao plano M O e portanto a @S, d'onde
concluimos que & recto o angulo P Q 8, o que se desejava de-
monstrar. ¢

88, Dois anwulos diedros sio eguaes quando sdo eguaes 03
seus rectilineos orrespondentes. Sejam os rectilinecs eguaes

Fig. 16

abel e albl ¢! (fig. 16) correspondentes aos angulos diedros
MABN!'e M Al B' NI. Ajustando os diedros pelas suas ares-
tas, de maneira que o ponto b/ coincida com o ponto b, e ajus-
tando a face 4/ N' sobre A N'/, b/ ¢! coineidird com b ¢/l vis-
to 0s angulos A'd' ¢’ e Abc!l serem rectos e portanto eguaes;
03 dois planos a/ B! ¢! e a b ¢!/ coincidirio, visto serem respe-
ctivamente perpendiculares a A/ B/ e 4 B; e,sendo eguaes 0s
angulos al bl e’ e abe!l, bl al coincide com b a; logo o plano
A'T/ ajusta-se perfeitamente sobre o plano 4 L, o que de-
monstra que os diedros propostos sio eguaes. :

89. Em dois angulos diedros eguaes, 0s rectilineos corres-
pondentes séio tambem eguaes. Sejam os diedros eguaes MABN'
e M A BI' N! (fig. 16); ajustando-os de modo que o ponto &/
assente sobre o ponto b, os angulos rectilineos a/ b/ ¢’ e abel!
coincidirfio, visto estarem n’um mesmo plano perpendicular
4s arestas, o que demonstra o theorema.

40. Os angulos diedros siio proporcionaes aos seus angulos
rectilineos correspondentes. Sejam os angulos diedros M 4 B IV
e M 4! B N' (fig. 16), e os rectilineos correspondentes a be

MABN __ abe

13 ¢ls pr 3 : =
ealdl ¢y pretende-gse demonstrar que MWABN adbvd
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Supponhamos que o angulo tomado por unidad se co
tém tres vezes no primeiro angulo e duas no sgundos t.

: c 3
remog, pois, % 5 (a); fazendo passar plaros pelasar

alblel
tas dos angulos diedros e pelas divisdes dos seus rectilineg |
ficam determinados em M A B N tres anguloge em M! A/ BI}

MABN
dois, todos eguaes, d’onde = (a@); portant

MABN /2

MABN _ abe dinatds i
WABN gy O duese dssejsra demonstrar, ]
41. Um angulo diedro tem por medida o seu rectilineo cor |
respondente.
4R. A4 somma de todos 0s angplos diedros formados sobreu |
plano em-torno de wma récta, 2uistente w'esse plano, é equaly
dois angulos diedros rectos. Sejam os angulos diedros (fig. 1§)
AL O'M, AL O'B, BI/O'N'; formando com o plauf
PIL! O os angulos diedres rectos P! L! O' M e P! LI (1)3’ NS
a somma dos angulos diedros dados yale dois rectos, porqu
é egual & dos angulos P'L/ O' M! e Pl I O' N, o que se i |
sejava demonstrar.
48. A somma de todos ps angulos diedros formados no esp. |
co em-torno de wma recta, é equal & somma de quatro diedr
reatos. Sejam os angulos diedros A4 L' O' M/, AL 0B}
BLI0'Ce OL O M (fig. 15) ; prolongando o plano M/ I/0 |
sabemos que a somma de todos os angulos diedros tormados |
em-torno de Z/ O para a parte superior do plano M/ N vals |
dois rectos (42), assim como a dos formados para a partein [
ferior; portanto a somma de todos os angulos dados vale qux
tro diedros rectos. ;
44. Os angulos diedros verticalmente oppostos sdo equaes |

Sejam os angulos diedros verticalmente oppostos M 4 BNe|

P A B Q (fig. 17); temos que PAB Q-+ N A B Q=doisar | =
gulos’ diedros rectos (42), e M A BN+ N A B Q= dois an- |&
gulos diedros rectos; se a estas sommas tivarmos o diedw

commum VA B @, os restos ficario eguaes, isto é, P A B (= =

=M A BN, o que se desejava demonstrar.

45. Os angulos diedros cuja somma for egual a dois rectos,
sdo supplementares; e, se for egual a um recto, sio compl
mentares. Os angulos diedros eguaes téem supplementos ot
complementos eguaes. Reciprocamente os angulos diedros que
téem supplementos ou complementos eguaes, sdo eguaes.
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46. O plano bissector de um angulo diedro é o logar geome-
trico de todos os pontos do espaco equidistantes das faces do
mesmo angulo. Seja o angulo diedro M A BN (fig. 18), e AH B
o plano bissector; tirando por qualquer
ponto O da aresta 4 B um plano per-
pendieular 4 mesma aresta, O G, O L
e O H slio os tragos d'esse plano sobre
as faces e sobre o plano bissector. Os
angulos rectilineos ' O H e H O L sio
eguaes entre si (39), e O H ¢ a bisse-
etriz do angulo Gt O L. Do ponto C ti-
rem-se as perpendiculares CD e CH
| 45 faces do angulo diedro gue passam

pelos tracos O G e O L; evidentemente
as perpendiculares slo eguaes, visto ser
0 H a bissectriz do rectilineo do die- Fig. 18
dro, d'onde concluimos que as distancias
de qualquer -ponto C do plano bissector 4s faces do angulo
dado sdo eguaes. Facilmente se demonstraria que qualquer
ponto situado fora do plano bissector, nflo esta egualmente
distante das faces do angulo, porque conduzindo um plano
perpendicular & aresta do diedro (como acima fizemos), o pon-
to nflo existird na bissectriz do rectilineo do diedro; d’onde
se conclue o que se desejava demonstrar.

4%7. Tres pontos, nio em: linha recta, equidistantes das fa-
ces de um angulo diedro; determinam um plano que € o bisse-
ctor do diedro.

48. Dois planos parallelos cortados por um terceiro, for-
mam differentes angulos que téem as seguintes denomina-
coes: angulos externos e internos do mesmo lado do plano
seceante, correspondentes, alternos-externos e alternos-inter-
nos. Facilmente se demonstram, pela relagio que existe en-
tre os angulos diedros e os seus rectilineos correspondentes,
08 seguintes principios: —dois angulos diedros que téem as fa-
ces parallelas sio equaes ou supplementos; dots angulos die-
dros, quando as faces de um sio respectivamente perpendicu-
lares ds faces do outro, e as aresias parallelas, sGo eguaes
ou supplementos.

ANGULOS SOLIDOS

49. Angulo solido ou angulo. polyedro & a figura determi-
nadd por tres on mais planos que se interceptam dois 2 doiz,
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formando angulos diedros que se incontram n'um ponto cha.
mado vertice.

Os planos que formam o angulo solido denominam-se fs.
ces, e a intersec¢do de dois planos chama-se aresta.

Angulo diedro saliente, é aquelle em que o prolongamento
das faces se dirige para fora do angulo solido; e angulo die-
dro re-intrante, quando o prolongamento das faces se dirige
para dentro do angulo. O angulo solido ou polyedro diz se
convexo, quando todos os angulos diedros slio salientes; e con-
cavo, quando tem um ou mais angulos re-intrantes. O plang
que passa por duas arestas ndo determinadas na mesma face,
denomina-se diagonal. Um angulo solido ou polyedro designa.
se em primeiro logar pela lettra do vertice, e em seguida por
cada uma das lettras pertencentes 4s suas arestas. Angul
solido ou polyedro reqular é o que tem todas as faces eguaes
entre si, assim como os angulos diedros. Um angulo solido
tem tantos angulos diedros quantas sdo as suas faces. O an.
gulo solido, se tem tresjfaces, denomina-se ¢riedro; se quatro,fe.
traedro; se cinco, pentaedro, ete. O angulo triedro segundo tem
um, dois ou tres angulos planos rectos, diz-se rectangulo, bi.
rectangulo ou tri-rectangulo. Angulos triedros verticalmente =
oppostos dizem-se quando, tendo o mesmo vertice, as arestas |
de um estdo na mesma direcgdo que as arestas do outro. i

50. N'um angulo triedro, qualquer das faces é menor quea |
somma das. outras duas e maior que a sua differenga. Seja o
triedro 4 B CD (fig. 19) e C A B a maior das suas faces;
tome-se nella CA K= CAD (a) e fazendo AE=4J)
unam-se os pontos B, C'e D. Sabemos que, n’um triangul,
qualquer lado é menor que a somma dos outros dois; temos
pois no triangulo BD C, B D+ D C> B E+ E C; ms
visto ser D C = C I por serem eguaes os triangulos ZA(
e DAC, sertA BD > B E, e portanto o angulo D AB>
> E A B (b). Addicionando, aos membros da desegualdade
b), CAD = CAE (a), temos:

DAB+CAD>EAB4 CAE
ot DAB-+CAD>CAB (c)

Visto serem as duas faces do triedro D 4 B e C 4 D me:

nores que C' 4 B, temos:
CAB+ CAD>DAB (d)

e CAB+DAB>CAD (e)
o que demonstra a primeira parte do theorema. A segunda par
te facilmente se conclue das desegualdades (c), (d) e (¢)
d'onde tiramos
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DAB>CAB— CAD

CAD>DAB—CAB

CAB>CAD—DAB
como se pretendia demonstrar.

51. A somma das faces de wm angulo polyedro convexo éme-
nor que quatro angulos rectos. Seja o angulo polyedro conve-
x0 A B 0D I (fig. 20); pretende-se demonstrar que B 4 C+-
+CAD+ D AEA I 4B < 4r(+). Cortam-se com um pla-

Frseesne

e/

Fig. 19

no BC DE as arestas do angulo polyedro; e nos angulos
triedros cujos vertices sdo B, C, D e E teremos (50)
ABC+ABE>EBC
"ACB--4CD>BCD
ADCL+ADE>CDE
AED-+AEB>DEB
Sommando todos os angulos, e separando os que pertencem
a cada triangulo, temos:
(ABC+ACB) + (ACD+ADC) + (AED -+ ADE)H
+(ABE+AEB)>EBC+BOD+CDEADEDB
¢, como sabemos que & somma dos angulos, B C+-B C.D +
+CDE+DEB=4r, a somma dos supplementos dos
dois angulos de cada triangulo (face do triedro), isto &,
BAC+CAD-+DAE+ EAB, seri menor que quatro
angulos rectos, o que se desejava demonstrar.
52. Dois angulos triedros sio eguaes, quando as faces de
um sdo respectivamente equaes ds faces do outro e similhante-

(#) A lettra » depois do algarismo, designa aue sio tantos angulos rectos
quantos o algarismo indica.
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mente dispostas. Sejam os angulos triedros 4 B C D e A' B/ (]
(fig. 19); faga-se passar um plano pelos pontos 3, C'e D, ¢
outro pelos pontos B/, C' e D', de modo que determinen
AB=AC0=A4D=A4'B' =4/ ¢ =4!D!.

Baixaremos dos pontos 4 e 4' as perpendiculares 4 Fe
Al I sobre os planos B C.D e B! C' D!, que sdio eguaes, as.
sim como BF = B! F', visto serem respectivamente eguaes
as faces, dos triedros A B C'D e 4/ B' ' D'; teremos por-
tanfo egnaes as perpendiculares 4 Fe 4' F.

Ajustando os planos egunaes B €D e B' (' D! de maneira
que B! ¢ assente sobre B C' e B/ D! sobre B D, o ponto F'
coincidird com 7 e o vertice 4/ com 4, d'onde concluimog
que se ajustam os angulos triedros, o que demonstra o theo-
Tema.

583, Dois angulos triedros sto eguaes quando téem wm anguly
diedro egual, determinado por faces eguaes e similhantémente
dispostas. Sejam os triedros A B C' D e A' B! ¢' D! (fig. 19);
determinem-se os planos B C D e B! C' D! como fizemos no
theorema antecedente. Nos triedros dados gilo eguaes os an-
gulos diedros 4 B e A Bl e as faces 4 B C =4/ B (¢
AB D=4 B D!

Ajustando 4/ B/ sobre 4 B e a face A' B! (' sobre 4 B (,
evidentemente coincidird tambem a face A' B! D! com 4 B D,
visto serem eguaes os diedros 4 B e A! B/; portanto 4' D' (!
ajustar-se-ha com 4D C, d'onde concluimos que os triedros
se ajustam perfeitamente, o que demonstra o theorema.

Facilmente por sobreposiciio se demonstrava o seguinfe
caso de egualdade de triedros: Dois triedros sdo eguaes quan-
do tdem dois angulos diedros eguaes, adjacentes a wma face
egual e similhantemente disposta.

B84. O numero de diagonaes de wm angulo solido, tiradas
com a condicio de ndo se cortarem, é egual ao numero das fu-
oces menos tres, ficando o angulo solido dividido em tantos trie-
dros quantas sGo as suas faces menos duas. Seja o angulo so-
lido A BC D EF (fig. 21), e cortem-se as suas arestas pot
um plano, como acima fizemos, e seja esse plano B C D BT
e 0K e CT os fracos das diagonaes do angulo solido tira-
das com a condiciio de nfio se cortarem. Designando por n 0
numero de faces do angulo, vamos provar que o numero de
diagonaes ¢ n—3, e o numero de triedros em que o angulo
fica dividido én — 2. i

Como se vé na fizura, temos diagonaes para todas as aves-
tas menos para A B e A D; e, como o numero das avestas ¢
egual a0 numero de faces, temos que o numero de diago:
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naes ¢ egual am—3; e, como ca-
da diagomal & commum a dois
triedro, © mumero d'estes serd,
o mumero de diagonaes mais
um, ou — 3, 0 que se deseja~
va demonstrar.

55. Em qualquer angulo trie-
dro a intersecgdo dos planos bis-
sectores de dots angulos diedros,
¢ o logar geometrico de todos
0s pontos do espago equidistan-
tesdas faces d’esses diedros. Sa-
bemos que o plano bhissector
de um angulo diedro é o logar
geometrico de todos os pontos ¥ig. 21
do espaco equidistantes das fa-
ces do mesmo angulo (46), temos pois que a intersecgfio dos
dois planos bissectores serd uma linha indefinida que terd to-
dos os seus pontos equidistantes das faces dos dois angulos
diedros, o que se desejava demonstrar.

* POLYEDROS y

56. Polyedro é o solido limitado em todos os sentidos por
superficies planas. As superficies que limitam os polyedros
sio faces; a intersecgdo de suas faces, aresta; o ponto com-
mum a tres on mais arestas, vertice, O menor numero de pla-
nos que podem fechar um espago sio quatro, portanto o po-
lyedro limitado por quatro faces é o mais simples.

Os polyedros clagsificam-se, segundo o numero de faces pe-
lo modo seguinte:

Polyedro de 4 faces — Tetraedro

» de 5 » — Pentaedro

» de 6 » — Hexaedro ou cubo

» de 7 » — Ieptaedro

» de 8 » — Octaedro

» de 9 » — Euneucdro

» de 10 » — Decaedro

» de 11 » — Endecaedro

» de 12 » — Dodecaedro

» de 15 » — Quindecaedro ou pentadecaedro
» de 20 » - Icosaedro
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Diagonal do polyedro é a recta que une dois vertices que
ndo estdo situados na mesma face.

Polyedro convezo é aquelle cujas arestas sio todas salien-
tes.

Polyedro concavo 6 aquelle em que algum angulo solido ¢
re-intrante.

Os polyedros que téem as faces todas eguaes entre si de-
nominam-se polyedros isoedros; e polyedros equiangulos, 08 que
téem todos os angulos solidos eguaes entre si.

Polyedros regulares sio os que téem os angulos solidos
eguacs entre si e por faces polygonos regulares eguaes.

Temos os polyedros regulares (fig. 22): o fetraedro (.

Y

) 0

Fig, 22

hexaedro (B), o octaedro (C), o dodecaedro (D) e o 7cosae
dro (E).

O tetraedro & limitado por quatro triangulos equilateros. o
hexaedro por seis quadrados, o octaedro por oito triangnlos
equilateros, o dodecaedro por doze pentagonos regulares e o
icosaedro por vinte triangulos equilateros.

Nos polyedros irregulares temos a pyramide e o prisma.

57. Pyramide & um solido que tem por base um polygony
qualquer, e cujas faces lateraes silo triangulos que concorrem
n'um ponto que se denomina vertice da pyramide. As arestas
communs a duas faces denominam-se arestas lateraes; e as que
sio communs & base e a uma das faces, arestas da base.

Denomina-se eizo da pyramide a recta tirada do vertice
para o centro da base; se o eixo é perpendicular, a pyramide
é recta.

Pyramide regular (fig. 23) é a que tem por base um poly-
%ono regular, e cujo eixo ¢é perpendicular sobre o plane da

ase,
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Ag pyramides regulares sfio rectas.

Apothema da pyramide (fig. 23) é a perpendicular baixada
do vertice sobre um lado da base.

Pyramide obliqua (fig. 24) é a que tem o eixo obliquo sobre
o plano da base.

Altura da pyramide (fig. 24) é a perpendicular baixada do
vertice sobre a bhase.

Segundo o numero de lados do polygono da base se classi-

ficam ag pyramides. Assim dizem-se tritmgulares, quadrangu-

lares, pentagonaes, hexagonaes, etc., se as bases sdo trian-

Fig. 26

gulos, quadrilateros, pentagonos, hexagonos, ete. Uma pyra-
Iﬁ]ide designa-se lendo primeiramente o vertice e depois @
ase.
Pyramide troncada (fig. 25) ¢ a por¢io da pyramide com-
prehendida entre a base e um plano parallelo ou obliquo 4
mesma bage, . o P
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58, Prisma (fig. 26) é o polyedro com duas bases que sdo
dois polygonos eguaes e parallelos, e cujas faces lateraes sl
parallelogrammos.

Eizo de um prisma é a perpendicular tirdda entre os cen-
tros das bases do prisma.

Altura do prisma (fig. 27) é a perpendicular tirada de uma y

das bases sobre o plano da outra base.

Aresta 6 a interseccio de duas faces. Como a pyramide, o
prisma tem arestas lateraes e arestas da base.

Prisma recto (fig. 26) é aquelle cujas arestas lateraes sfio
perpendiculares 48 bases; e obliquo (fig. 27), 0 que estd no ca-
80 countrario.

Prisma regular & o prisma recto cujas bases sfio polygonos
regulares. As bases dos prismas podem ser triangulos, qua-
drilateros, pentagonos, hexagonos, heptagonos, etc.; agsim o

Fig. 28 Fig. 29

prisma gerd triangular, quadrangular, pentagonal, hexzagondl,
heptagonal, ete. +
Nos prismas quadrangulares distingue-se o parallelipi-
edo.
5 Parallelipipedo & o prisma cujas bases sio parallelogram:
mos.
Parallelipipedo recto & aquelle cujas faces lateraes 380 1€
ctangulos.
Parallelipipedo rectangulo (fig. 28) & aquelle cujas faces
sfio todas rectangulos.
Cubo ou hexaedro regular (fig. 29) é o parallelipipedo re-
ctangulo cujas arestas sdo todas eguaes entre si.
Rhomboedro & o solido determinado por seis rhombos.
Prisma troncado (fig. B0) & a porgdio do prisma comprehen-
dida entre mma base e um plano ndo parallelo a ella, A si-
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perficie lateral de um prisma denomina-se superficie
tica.

59. As faces de uma pyramide regular sdo triangulos isos-
oeles eguaes enire si. Seja a pyramide hexagonal regular ( fig. ‘
81); visto ser 77O perpendicular a0 meio da base, e sendo os ‘

raios da base 40, B0, C0,D 0, EO e FO, todos eguaes, ‘
“temos que as arestas lateraes da pyramide sfo todas eguaes
1(22), e portanto as faces sfo triangulos isosceles e eguaes por
~ 'serem os lados de cada um respectivamente eguaes 20s lados
dos outros, o que se desejava demonstrar.

Facilmente se demonstraya com o auxilio do mesmo prin-
cipio (22) que os apothemas de uma pyramide regular sio
eguaes.

69. 4 secedo feita n'wra pyramide por um plano parallele
4 base é um polygono stimilkante ¢ mesma base. Seja a pyrami-

de VABCDEF (fig. 31}, e abedef a secgio feita na py-

prisma-~

Fig. 30 Fig. 31

ramide parallela & base; deseja-se demonstrar que o polygo-
noabedef é similhante a A B CD EF.

Visto serem os lados d’estes polygonos respectivamente pa-
j tallelos, serflo 0s seus angulos eguaes, isto é, o angtlo A':a,
| s B=b, C=¢, D =d, etc., e os sens lados estlio entre si em
| proporclo, pois comparando os triangulos similhantes A‘V R‘
| 6aVy BV CebVe, CVDecVd, DVEedVe, EVE
0¢Vfy, PV 4efVa, temos
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g % od T’ , d’onde concluimos que og
polygonos sdo similhantes, o que se desejava demonstrar.
61. Cortando wma pyramide por planos parallelos d base,
as dreas das secgdes feitas por esses planos sdo proporcionaes
aos quadrados das distancias do vertice da pyramide a essas
secgdes. Seja a pyramide VA B CD B F (fig. 31); como sabe-
mos, as 4reas de dois polygonos similhantes siio proporeio-
naes aos quadrados dos seus lados homologos; temos pois

ABCDEF _AB* B CD* DE

, ete., d’'onde tiramos

que ()-SR — T == =—=
ib cdef ab? be? cds de?
ERr F& VA VB VG
= = e = ete. A perpendicular

eff f@2 Vet VR Ve
V O determina os triangulos rectangulos similhantes ¥ 0 4 ¢
vae Vo
Voa, e temos — — —— ;logo (a)
Va2 Vo2
ABCDEE! V02 :
=-——" o que se descjava demonstrar.
abedef Vo2

62. Em qualquer parallelipipedo as faces oppostas sio

eguaes e parallelas entre si: as diagonaes cortam-se ao meo |

no mesmo ponto, que é o centro do parallelipipedo. Seja o pa-
rallelipipedo (fig. 82), e consideremos as duas faces AGe
D H, que se demonstra serem eguaes visto ser AB =D,
AF—DE eoangulo ED O =F 4 B; e, como a aresta 45
é parallela a D Ce 4 F parallela a D HE, concluimos que 4
duas faces sdo parallelas. Para demonstrarmos a segunda
parte do theorema, tirem-se as diagonaes A H, BH, CFe
D G; as duas diagonaes~4 H e D G sio do parallelogrammo
A D H G, cortam-se portanto no ponto O em partes eguaes;
po mesmo modo ag diagonacs A H e B E do parallelogramm
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AB H E cortam-se tambem no ponto O em partes eguaes,
assim como as diagonaes B X e C'F do parallelogrammo
BC#F; donde concluimos que as dingonaes do parallelipi-
pedo se cortam em partes eguaes. O ponto O ¢ o centro do

Fig. 33

parallelipipedo ; divide ao meio qualquer recta que passe por
elle e termine na superficie do parallelipipedo.

Seja a recta mn que passa pelo ponto O, temos que serd
Om=On; temos que os triangulos- 4O0m e HOn sio
eguaes entre si, visto ser 4 O = O H e os angulos O Am =
=0HneAdOm=H On; portanto O m=0On, o que se de-
sejava demonstrar.

Qualquer plano que corta as faces oppostas de um paralle-
lipipedo determina um parallelogrammo.

63. O quadrado da diagonal de um parablelipipedo rectan-
qulo é equal & somma dos quadrados dus tres arestas do paral-
lelipipedo, e as diagonaes sdo todas eguues. Temos o paralleli-
pipedo rectangulo (fig. 33); os seus angulos solidos sfio trie-
dros tri-rectangulos, portunto cada uma das suas arestas é
perpendicular aos planos das que lhe sdo contiguas; os qua-
drilateros A D HG, D CGF e 4 B HE sio rectangulos,
d'onde concluinos que AH=DG, DG=CFe AH=DBK;
logo AH=D G —= C F= B E, isto ¢, as diagonaes do pa-
rallelipipedo sdo todas eguaes.

Consideraado o triangulo rectangulo 4 #'H, sabemos que
0 quadrado da hypothenusa é egual & somma dos quadrados
dos cathetos, isto 8, 4 H2= A I’ + I' H? (a), e no triangulo
rectangulo F'J H temos
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P H? == F E2 -  H? portanto (a)
AH2= A F? - F E2+ E H? e visto ser
EH=FG temos

A= AF2 |+ F 2 FG?* o que se desejava demonstrar,
Se considerarmos o cubo, visto ter as suas arestas todas
eguaes entre si, designando por 1) a sua diagonal e por L g

aresta, temos D2 = 3 12 ou D = L > \/ 3

64. Qualquer polyedro péde ser decomposto em tetrae.
dros: conduzindo planos por qualquer vertice do polyedro e
pelas suas arestas, que nfo determinam este vertice, fica de-
composto em pyramides; e dividindo as bases d’estas em trian-
gulos, e conduzindo planos pelo vertice commum e pelas dia-
gonaes dos polygonos bases, fica o polyedro decomposto em
tetraedros.

85. O tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro eo
icosaedro sfo os unicos polyedios requlares. Como sabemos,
podemos formar com triangulos equilateros angulos polyedros
regulares de tres, quatro e cinco faces, determinando depois
o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, que séio polyedros regu-
lares 5 porém, niio se podem determinar angulos polyedros com
seis triangulos equilateros, porque tendo um angulo de um
triangulo equilatero 609, teriamos 600 >< 6 = 3609, isto &, qua-
tro angulos rectos, o que néio pode ser (51), visto que a som-
ma das faces de um angulo polyedro convexo é menor que
quatro angulos rectos. Com maig de tres quadrados ndo se po-
dem determinar angulos polyédros; do mesmo modo se nio
podem determinar com mais de tres pentagonos regulares
vigto que eada angulo do pentagono regular é egual a 1080 ¢
1080 >< 4 > 3600, isto é, > que quatro angulos rectos, o que
se torna impossivel (51). Pelo que dissémos se vé que com
outros polygonos nfo se podem determinar angulos polyedios,
concluindo que: o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, comas
faces triangulares e os angulos solidos triedros, tetraedros e
pentaedros; o hexaedro, cujas faces siio quadrilateros e osan
gulos solidos triedres; o dodecaedro, com as faces pentago-
naes e os angulos solidos triedros, sdo os cinco polyedros re:
gulares que ha.

66. Nos polyedros requlares ha wm ponto interior equidistan-
te dos wvertices e das faces. Sejam I.D C... e AB CD E (fig.
34) as duas faces contiguas de um polyedro regular; levan-
tem-se ao meio d’ellag as perpendiculares ' O e L O, e pelos
pontos I, e F baixem-ge as perpendiculares L G e F'G sohro
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a westa D O, as quaes de-

terninam o plano #' G I,

perpendicular 4 mesma ares-

ta onde existem as perpendi-

culares 0 e L O, que sp

cortam n'um ponto O,* gue

gerd, equidistante dos verti-

ces das Saces IDC... e

ABCD E:. Se considerar-

mog ‘outras {aces contiguas

EEA... e 4 BCD #, le-

vantando a perpendicular

M0 e baixandy pelos pon-

tos F' e M as perpendicula-

res ' e M H sohre a ares-

ta A B, evidentemente a per-

pendicular M O cortard as

outras no mesmo pouto O,

porque os quadrilateros

FGLO e FHMO siio eguaes, visto ser LGt = F'G == F H =
= M H, rectos os angulos OMH, OFH, OLG e OFC
e eguaes os angulos 7 G I e M H F. Portanto o ponto O dis
ta egualmente dos vertices das faces KB A..., ABCDE ¢
IDC...; assim como de todos os outros vertices do polye
dro, 0 que se demonstrava do mesmo modo.

Para demonstrarmos que o ponto O estd equidistante das
faces, temos que os triangulos OL G, OFG, OF H e OMI!
sfio rectangulos e eguaes, portanto O L= 0 F= O M, o qu-
se desejava demonstrar.

67. Polyedros eguaes.— Yois tetraedros séo equaes quand
téem tres faces vespectivamente equaes e stmithantemenie dispos-
tas. Sejam os dois tetraedros S A B Ce 8 A! Bl ¢! (fig. 375 ;
e sejam as faces A SBe A/ S'Bl; BSCe B' 8 Cl; 4SC ¢
AlS' 01, eguaese similhante-
mente dispostas; vamos de-
monstrar que os dois tetrae-
dros s20 eguaes. Visto serem
eguaes as faces ASB e
A'8'B', e BSC e B S C,
ete, temos (52) que os trie-
dros S'e S' sdo eguaes j ajus-
tando o primeiro triedro com
o0 segundo, a face 4 S B co- Fig: 85
incidird com 4! S Bl,e B.S O
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com B/'§C' e CS4 com C'S 4!, e portanto A B C con
Al B' (', pelo que concluimos que o8 tetraedros se ajustm
perfeitamente, isto é, sdlo eguaes.

68. Dois tetraedros sio equaes quando duas faces de un sio
respectivamente equaes a duas faces do outro, similhantimente
dispostas, e equaes os angulos diedros formados por essas fares
Sejam os tetraedros S4B C e S 4' B! O/ (fig. 3b), ¢ sejam
eguaes as faces A SBe A'S' B, AS§Ce 4" S (', ¢ 0 angu-
lo diedro B S A C = B' S’ A/ C'. Demonstra-se do 1esmo mo-
do por sobreposicdo, ajustando a aresta S 4 com S 4/, a fa-
ce AS C com A/ §' C'; a face 48 B coincidird com 4' ' Bl;
temos, pois, que o ponto B est4 assente sobre 53/, e C sobre
C/, d’onde concluimos que as faces 4 B C e BS C se ajustam
com 4/ B/ C' e B' S O/; portanto os tetraedres sdo eguaes, o
que se desejava demonstrar.

69. Dots tetraedros sdo eguaes quando uma face de um ¢
equal a uma face do outro, eguaes e similkaniemente dispostos
o0s tres angulos diedros adjacentes a essas faces. Sejam os te-
traedros SAB Ce S 4 B! (fig.35): a face 4.5 C é eguil
a A'S' C!, e sdo eguaes e similhantemente dispostos os an-
gulos diedros BSAC e B S Al Cl; BSCAeB S C4;
BCAS e B C'A'S. Demonstra-se egualmente por sobre-
posigio, ajusta-se a face 4.8 C com 4’ S C'; e, visto serem
eguaes o8 angulos diedros BS4 Ce B'S' Al C, a face BSA
assentard sobre o plano da face B/ S' 4/, achando-se o ponto
B sobre este plano. Do mesmo modo, visto serem eguaes 0s
angulos diedros BS C 4 e B! §' €' 4!, a face B S C assenta-

rd sobre o plano da face B/ S’ C/, achando-se tambem o pon-
to BB sobre este plano. E, pela egualdade dos diedros B C 48
e B Cl' 41§, a face B 4 C assentard sobre B! 4! C!, pelo que
concluimos que, achando-se o ponto 3 tambem sobre este pla-
no, elle coincide com B'; logo, todas as faces do tetraedro
S4B C ajustam-se pelfeltdmcnte com as faces do tetraedro
SIA' B!, isto &, sllo eguaes, o que se desejava demonstrar,

0. Dois tetraedros sio equaes quando téem dots angulos trie-
dros cquaes e stmilhantemente dispostos, e é equal nos dois tes
traedros a aresia commum aos triedros. Considerem-se os te-
traedros S A B C e S/ 4! B! O (fig. 35), nos quaes os trie-
dros S e S, B e B! sio eguaes, assim como as arestas S5 e
S' Bl. Facilmente se vé que as faces 4.8 B e 4'S B s
eguaes, assim como as faces BS C e B/ S C'; e, visto ser 0
diedro 4.SB C egual a 4! S' B! (', concluimos (68) que 0§
tetraedros sdo eguaes.

71. Pelo que temos dito, podemos dispensar a demonstra:

e
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qﬁ\ dos seguintes theoremas, bastando dizer que se verificam
por sobreposi¢do : — Duas pyramides regulares sio eguaes
quardo as suas bases e alturas sdo eguaes. Duas pyramides
so euaes quando téem bases equaes, uma face de uma egual a
um fde da outra, similhantemente dispostas, e fazendo angu-
los diedips eguaes.

72. Eyualmente se demonstram por sobreposiciio os se-
guintes tieoremas : — Dois prismas rectos sio equaes quando
as suas bues e alturas sdo eguaes. Dois prismas sio eguaes
quando tresfaces que determinam wm triedro, em um dos pris-
mas, sdo eguqes e similhantemente dispostas ds faces do outro
prisma.

78. Dois pdyedros sio equaes quando as faces de um Gos
equaes e similhentemente dispostas ds faces do outro e eguaes
0s angulos diedro formados por essas faces. Verifiea-se egual-
mente este theoréna por sobreposicio. Assentando uma face
de um dos polyedns sobre a sua homologa do outro polyedro,
(isto é, sobre a faceque lhe 6 egual e similhantemente dispos-
ta), e perante a egu:ldade dos angulos diedros, facilmente se
conclie a dos polyedios.

74. Quando dois pilyedros podem ser divididos em egual
numero de tetraedros eyuaes e similhantemente dispostos, sio
eguaes.

76. Polyedros similhantes.— Dois tetraedros sic simi-
lhantes quando todas asarestas de um sio proporcionaes és
do outro e similhantemenie dispostas. Dois polyedros sdo si-
milhantes quando se podem decompér em egual numero de
tetraedros similhantes e similhantemente dispostos. As faces,
arestas, vertices, angulos diedros, angulos solidos correspon-
dentes em polyedros similhantes, denominam-se faces homo-
logas, arestas homologas, veriices homologos, ete. Em dois po-
lyedros similhantes denominam-se pontos homologos aquelles
que unidos com tres vertices homologos, determinam tetrae-
dros similbantes e similhantemente dispostos. A linha que
une dois pontos homologos denomina-se linka homologa.

76. Dois tetraedros sio similhantes quando os seus angulos
solidos sdo_eguaes e similhantemente dispostos. Como sabemos,
para que dois tetraedros sejam similhantes, basta que as fa-
ces de um d’elles sejam similhantes e similhantemente dispos-
tas ds faces do outro; temos, pois, no caso proposto que as
faces do tetraedro sio similhantes, visto terem angulos respe-
ctivamente eguaes e estarem similhantemente dispostas, pelo
que concluimos a similhanga dos tetraedros.

77, Dois tetraedros sio similhantes qnando téem uma fage
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similhante adjacente a angulos diedros respectivamente equase
similhantemente dispostos. Facilmente se v& que os tetracis
propostos téem os seus angulos solidos eguaes e posanty
(76) sio similhantes.

?8. Dois tetraedros sdo similhantes quando duas facs deun
sdo similhantes a duas faces do outro e similhantement dispos.
tas, e sio eguaes os anqulos diedros formados por esas fuce

: Sejam os tetraedros 4 4B ( ¢

Sl AI'B! Ol (fig. 36) cae téem gi-

milhantes as faces 45 Ce 4180

ASB e 48 Bl, ecguses osan.

gulos diedros B.S £C e BIS' A,

Em virtude da ginilhanca das fa.

ces dos tetraedr/s propostos, evi-

dentemente os angulos solidos

Se !, 4 e A, o egnaes. Em yir-

tude da eguddade dos angule

diedros S 4 ¢ 8" 4/ e da similhan-

Tig. 36 ¢a das faces dos tetraedros que

os determinam, concluimos que

as faces BSC e B' S O sio similhantes, e portanto eguaes

0s angulos solidos B e B/, C' e (. F, como j& demonstrimos

(76) que dois tetraedros sio similhsntes quando 0s seus an-

gulos solidos sflo eguaes e similthartemente dispostos, temos
que os tetraedros dados sio similhintes.

79. Dois polyedros sdo similhgntes quando todas as faces
menos uma sdo similhantes, similhantemente dispostas, e eguass
0s angulos diedros formados poressas faces. Sejam os polye:
dros ABCDEFGHMeabdd efghm (fig. 37) que satis-

fazem 4 condicfodete
rem eguaes os angulos
diedros determinados
pelas suas facesrespe
ctivamente similhan-
tes, mencs as faces
ABCDUE e abede |
Tirando as diagonags
HAde AC,elhaea
temos (78) que os te:
traedros H A B C ¢
hab csio similhantes
Considerando 0s po-
lyedros, menos os te:
traedrog  similhantes
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HABC e habce, vemos que satistazem 4s mesmas condigdes

dos polyedros propostos: as faces homologas HA4 Ce L ac sio

similhantes. Podemos do mesmo modo determinar outros tetrae-

dros HACD e hacd, que sio similhantes; e, continuando
| assim, concluimos que os polyedros propostos sdo similhantes,
| yisto poderem-se considerar formados por tetraedros similhan-
" tos ¢ similhantemente dispostos.

SUPERFICIES CURVAS E SOLIDOS REDONDOS

80. Superficie curva é aquella que nflo tem parte alguma
| plana, B geometria elementar podem-se considerar as super-
- ficies curvas geradas pelo movimento de uma linha, que se
|| denomina geratriz da superficie, seguindo no seu movimento
" yma ou muitas linhas fixas denominadas directrizes.

As superficies geradas por uma linha recta denominam-se
~ regradas, as quaes podem ser empenadas e planificavers.

| Bdo empenadas quando se ndo podem planificar sem se ras-
| garem ou formarem pregas; e planificaveis quando se podem
| extender sobre um plano sem se rasgarem ou formarem pregas.
Superficie cylindrica & a superficie gerada por uma recta
| movendo-se parallelamente a si mesma, e apoiando-se sobre
| uma curva plana que esteja fixa.

Superficie conica é a superficie gerada por uma recta pas-
sando por um ponto fixo e apoiando-se sobre uma curya pla-
na que esteja fixa.
| Denominam-se superficies de revolucdo as ge-
| radas por uma linha recta ou curva girando em- A,
torno de uma recta fixa que se chama etxo-de-
revolugo. Cortando a recta 4 C geratriz (fig.

38) a recta 4 B eixo-de-revolucdo, a superficie

| determinada é uma superficie conica de revolu- N

! ¢lo; se a geratriz C D (fig. 89), & parallela ao g
eixo-de-revolugio 4 B, a superficie determinada
| ¢ uma superficie eylindrica de revolugdo; se a
~ gerabriz f0r uma semi-circumferencia e o eixo-de-revelugiio o
| seu diametro, a superficie determinada é espherica,

81. Pyramide conica ou cone ¢ o solido ou vo-

lume (fig. 40), limitado por uma superficie conica e
|| por uma superficie plana, que se denomina base. O

1ai0 da base denomina-se raio do cone; o centro da
| superficie conica & o wertice do cone, e a perpendicu-
| lor baixada do vertice sobre o plano da bage & a al-
tura do cone. O cone diz-se recto (fig. 40) on obliguo

Fig. 38
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Fig. 40

Fig. 41

(fig. 41) segundo o eixo &, ou ndo, perpendicular 4 base. 4rey
do cone & a recta que une o vertice a qualquer ponto da circun.
ferencia da base. O cone cuja base é um circulo diz-se ceroul,

Quando n'um cone circular recto a aresta & egual ao di
metro, denomina-se cone equilatero. b’

Tangente ao cone é toda arecta que toca na superficie cor |
ca e ndo a corta por mais que se prolongue.

Plano tangente ao cone é todo o plano que toca na superfick
conica e ndo a corta por mais que se prolongue. Z'ronco

Fig. 42 Fig. 43

cone ou cone troncado (fig. 42) é a porgdlo do cone compreher
dida entre dois planos parallelos. 3

Bases do tronco do cone sio as porgdes dos planos paralle [
los que limitam o cone. Altura do tronco do cone é a perpek
dicular baixada de nma das bases sobre a oufra,
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" g2, Cylindro.— E’ o solido on volume (fig. 43) que tem por
fimites duas superficies planas parallelas, que se denominam
bases, € uma si-
Herficie cylindui-
a. Fizo do cylin-
o 6 & perpendi-
cular 4s duas ba-
ks, Raio do cy-
Jindro ¢ o raio das
suas bases. O cy-
Jindro diz-se recto
(fig. 43, quand. o
ixo 6 perpendi-
lar 4s bases;
qundo o eixo &
' obliquo 4s bases
L‘ fig. 41), o eylindro denomina se obliquo.

Altwra do cylindro ¢ a perpendicular baixada de um ponto
"de uma dss bases sobre a outra. Qualquer geratriz do cylin-
“dro denomina-se aresta. Quando uma das bases é um circaulo,

denomina-se circular.

( eylindio recto de base circular pode imaginar-se gerado

fig. 39) por um rectangulo movendo-se em-torno de um dos
ens lados.

- Tangente ao cylindro é toda a recta que toca na superficie
-~ ¢tylindrica e nflo a corta por mais que se prolongue.

. Plano tangente ao cylindro é todo o plano que toca na super-
Eﬂcle cylirdrica e nilo a corta por mais que se prolongue,”
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T e

Tronco de cylindrg
cylindro troncado é gy
¢io do eylindro compy
hendida entre uma by
e um plano obliqu |
base.

88. Esphera.—J
solido da revoluedo (f
45) gerado pelomoyimy,
to de um semi-cireuloe
torno do seu diameti,

Centro da esphera
pouto interior igualme.
te afastado de todos
pontos da superficie e
pherica.

Diametro da esphen

TFig. 47

extremos na superficie da esphera. O diametro € egual aody
bro do raio. Toda a secclio feita em uma esphera por umpl
no ¢ um cireulo.

Circulo mazximo da esph:
ra (fig. 46) é todo o ciral
que resulta da intersecgiod
esphera com um plano g
passa pelo centro. O raiof
qualquer ecirculo maximoé
‘egual ao raio da esphers,

Circulo menor da esphe
é todo o circulo que resuls
da intersecedo da esphu
com um plano que nio pa
sa pelo centro.

Iiizo de um circulo dae:
phera & o diametro perpend:
cular ao plano do cireuloj®

TFig. 48 seus extremos denominam

polos.
Meridiano & o circulo que resulta da intersecclo da esphe
ra com um plano que passa pelo eixo do semi-cireulo gerad
Segmento espherico 6 uma das partes (fig. 47) em queseds
compde a esphera, quando se corta por um plano. Os segmek
tos sdo eguaes quando o plano pass: pelo centro da esphies
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elenomina. se hemisphe-

08,

(ulotte espherica & a
oo da superﬁcie‘da
stphera comprehendida
entre dois planos paral-
Jelos, um cortando a es-
phera ¢ outro tangente.
A circumferencia deter-
pinada na superficie da
gsphera pelo plano que
W corta denomina-se ba-
s da calotte.

Sector espherico € a
porio da esphera (fig.
43) composta de um se-
gmento e de um cone
que, tendo o vertice no
Gentro da esphera, tem

Ju

Tg. 49

Tor base a propria superficie plana d’esse segmento. O sector
gspherico pode imaginar se gerado por um sector circular que

§e faz girar em-torno de um dos raios extremos.

Unha ou cunha espherica é a por¢ilo da esphera limitada por
dois semi-circulos maximos que terminam em um diametro
¢ommum, e pela porgiio da superficie da esphera comprehen-

dida entre elles.

Fuso ou lunula esphe-
rica & a parte da super-
ficie da esphera (fig. 49)
limitada por duas semi-
circumferenciag  maxi-
mas que téem um diame-
1ro commum.

Camada espherica éa
porgio da esphera com-

rehendida entre dois
planos parallelos.

Zona espherica & a
porcio da superficie da
esphera (fig. 50), com-
prehendida entre dois
Dlanos parallelos, smbos
Becantes,

As circumferencias,
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determinadas por ess. 8 planos, na superficie da esphery,
nominam-se bases. A/tvro da zona é a porcio do eixo comy
hendida entre as bases. d
Plano tangente 4 esphera é todo o plano que toca na supg|
ficie espherica e nio a corta por mais que se prolongue,
Tangente & esphera é toda a recta que toca na superfic's
pherica e ndo a corta por mais que se prolongue.

Fig. 51

84. Em qualquer pyramide conica de base circular, ol

secgdo parallela & base é um circulo. Seja a pyramide co
VADB (fig. 51), e 4' D! B! ¢! o plano secante paralle
base; vamos demonstrar que esta secgio 6 um circulo, St
DC, D0, AB e A! B/, as intersecgdes com os planos 40!
e A' D! B! de dois planos que passam pelo eixo ¥ 0; tems
determinados os,triangulos similhantes 4 V0, 4/ V 0!, DV
D'vO, BVYO, BVO, OVO e C V0, donde tim

et aily

~ g =)

aen SR e
g vve = &

-
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B
g =13—O =480, G0 evistoserd O=D 0=
o 40 DO BO CO \
'L B0 = C 0, temos que serd 4' 0'= D' 0' =B 0' = C' 0';
ko 6, 8 secgdo A/ D! B' €' é um circulo, o que se desejava

| 85. Denomina-se plano principal a todo o plano conduzi-
‘o pelo eixo V O perpendicular & base ; e diz-se que o plano
& anfi-parallclo & base quando é perpendicular ao plano prin-
i) al.
"3”86. Em qualquer pyramide conica de base circular, toda a
‘?ecy&o anti-parallela € um circulo. Seja o plano 4 B V (fig. 51)
plano principal conduzido pelo eixo V' O perpendicular ao
‘plano da base; determine-ge a secgiio A/ D! B parallela ao
‘plano da base, & seja E D! Fa secgdo anti-parallela; a inter-
kecgo d’este plano com A/ D/ B! ¢ D! O!. Temos que no cir-

clo A/ DI B! & D!I'02=A4' 0! >< O! B! (a); e, como sdo simi-
Jhantes os triangulos A/ O' E e B! 0! F, visto que dois angu-
Jos de um sflo respectivamente eguaes a dois angulos do ou-
o 04 __0F

f,jitro, temos ?)’_]_y == OB ou0! 4 < 0! B! = 0! E >< 0! F} lo-
lgo (a) DI 02 = O' E >< O! F, 0 que evidentemente prova que
‘08 pontos E, D! e I pertencem a uma circumferencia traga-
" da sobre Z/ F como diametro; isto &, a secgdo anti-parallela é
um circulo, o que se desejava demonstrar.

~ 87. Em um c¢éne recto, determinado o tronco do cone por
“un plano parallelo 4 base, as arestas sio eguaes e o tronco
" do cone pode imaginar-se gerado por um trapezio rectangulo
~ movendo-se em-torno do lado que é perpendicular aos lados
~ parallelos.

88. O plano tangente 4 superficie convexa do cdne é deter-
~minado por uma aresta, e pela tangente d base no ponto em que
" amesma aresta a incontra. Seja o plano VI T (fig. 51), de-
~terminado pela aresta VM e pela tangente 7' 7'!; este pla-
no ¢ tangente ao céne no ponto Z, da mesma aresta V M e
n'elle existird a tangente ¢t/ 4 circumferencia 4/ I B! C! ti-
rada no ponto L, o que ndo pode deixar de acontecer visto se-
rem. as tangentes parallelas; e como em angulos eguaes si-
tuados em planos parallelos, sendo parallelos dois lados, os-
~outros tambem o sflo, concluimos que no plano das duas tan-
~gentes existe a recta V' M, o que demonstra o theorema.

89. Planificagdo de um cone recto, Planificagiio 6 o tragade
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e
sobre um plano das superficies planas ou curvas que limiy
um corpo. Seja V.4 B (fig. 52) o céne recto; desdobrany

4?,

=

R

fom i o gl <~}

1

-

Fig. 52 Fig. 53 n

sobre um plano temos um sector circular B V C de raioeqif
4 geratriz e o arco B C egual 4 circumferencia da base. Pul I
determinarmos o numero de graus do arco temos a formif

7o
3600

Designando por L a aresta e por R o raio da base, ol
primento do-arco do sector 6, como sabemos, 2 = I2; temos i
nO

360

que j& conhecemos @ = 2 % 1 ><

‘2 R=2x L X<

S

d'onde tiramos n° = 360 > —
L ]

90. Em uma pyramide cénica a seccfo produzida pormf |
plano perpendicular ao eixo &, como j4 dissémos, um ciraliHo
se 0 plano cortar o eixo obliguamente, a secgio é umaellijl s
se for parallelo ao eixo, determina um ramo da hyperbole; 55
o plano for parallelo a uma das geratrizes, a seccilo detem!
da ¢ uma parahola.
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91, Pyramides eénicas similhantes sfo as que téem os pi-
%08 pmporcionaes 208 diametros das bases e egunalmente in-
clinados sobre ellas.
| 99, Bm qualquer cylindrodebase circular, toda a seccdo pa-
Vallela ds bases é um circulo. Seja o cylindro de base circular
representado na fig. b3, e fagam-se passar pelo eixo do cy-

indro dois planos; e sejam as suas intersecgdes com as bases

o com o plano €' I D H' parallelo a ellas as seguintes linhas,
B, CD, EFe GG, HH, L L que siio respectivamen-
o parallelas, pelo que tiramos 4 0= C 0! =E 0, G O =
Y 70!'—=L0 e BO=DO!=FO0 e, visto ser 40 =
G0=BO0, EO = L0 = I 0, eoncluimos que C 0" =

0" =D 0, isto é,0s pontos C, H e D, estio egualmen-

te afastados de O/, o que demonstra que a secgfo parallela ds

“hases é um circulo.

\ 93. 0 plano tangente & superficie convexa do cylindro é de-

terminado por uma aresta e pela tangente & base no ponto em
' que a mesma, aresta @ incontra. Seja o plano G T' T (fig. b3),
' determinado pela aresta G L e pela tangente & base 7' 7.
© Se este plano cortasse a superficie do cylindro segundo a

“wresta M IV, esta linha existiria no plano o qual interceptaria
l a base segundo a linha 7, IV, o quenfo é possivel; logo o pla-

10 G TT'! & tangente ao,cylindro segundo a aresta G I, o que
~ se desejava demonstrar.

| 94. 0 que dissémos, quando tratdmos da pyramide cénica,
~que se intendia por plano principal e secgdo anti-parallela,

em identica applicaciio ao cylindro.
95. Planificagdo de wm cylindro recto. Seja o eylindro re-
~cto representado na fig. 54 pelas suas projecgdes, vertical e
orizontal, que se deseja planificar; traga-se

uma recta egual 4 circumferencia de raioc a e )
i rectificada; nos extremos d’esta linha levan-

tam-se perpendiculares eguaes a al a/, altu-

1a do cylindro; unem-se os extremos das per-
~ pendiculares; e reunindo ao rectangulo cons-
* traido dois circulos de raios eguaes a ca
'éemos determinada a planificagdo do eylin- \
1o,
96. Cylindros similhantes sio os que téem
05 eixos proporcionaes aos diametros das ba-
#1°8es e egualmente inclinados sobre os planos
d'ellas, Fig. 54
- 97,4 seeedo feita n'uma esphera por um
plano é wm givenln, Seja a esphers representada na fig. 55
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e
e 4 D Bo plano que corta a esphera. Tragando os raiog (
O]_) e OB que sdo eguaes, visto serem raios da esphey, i
baixando do ponto O sobre o plano 4 D B a o
0 C, temos que as linhas 3
desviar-se-hdo egualmente do po {
0 C, e teremos 4 C=D C =B C; logo os pontos 4, D yjf
distam egualmente do ponto C, pelo que concluimos quegs
plano 4 D B é um circulo da esphera, o que se desejaya N
monstrar. B
98. Qualqum: circulo mazimo da esphera a divide en s
partes eguaes. Seja a esphera 1'epresent::1da na fig. 55; yoltyf
" do, pols, a parte da esphyf |
EI'MGH para a partegf
perior de maneira que ¢f
possa ajustar a base BRG]
sobre a base E FGHl
parte superior du esphyf -
B FBGH, as duas susl
ficies coincidem perfef
mente, o que nio pode di
xar de acontecer, alifs
pontos da superficie dagf
phera nio estariam egu
mente afastados do centf
portanto as duas superfis}
ajustam-se, o que demonsif f
o theorema. d
99. Todo o pluno tanga!
& esphera é perpendicular ao raio tirado para o ponlo delu
gencia. E’ evidente que a menor de todas as rectas quepf is
dem ser tiradas do centro da esphera para o plano tangef b
é o raio; e, como sabemos (20), que a perpendicular baixd’

cta conduzida do mesmo ponto para o dito plano, concluini d
que o raio ¢ perpendicular ao plano no ponto de tangenciyl
que demonstra o theorema.
Temos pois que para determinar um plano tangente fef
phera, em um ponto, basta tirar um plano perpendiculars 8
raio dirigido a esse ponto. ‘
100. Todo o plano conduzido pelo ponto de tangeii)
que ndo é perpendicular ao rato, é um plano secante. B aif
dente que o plano é obliquo ao raio dirigido ao pontodatu |
genciaj e, 88 para esse plano tirarmos do centro da esphei| gt
uma perpendionlar, esta recta serd menor que o raig 001

]
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va que o plano passa entre a superficie da esphera, isto 6,
g plano corta a esphera, o que demonstra o theorfamﬂ.. ;

1 101, Duas espheras sflo tangentes, guaudo a distancia en-
o 0s centros é egual & somma dos raios, ou egual 4 sua dif-
ferenca. ; ] i
elf 1 102. Dada uma esphera, delerminar o sew diametro. Seja a
gsphera representada na fig. 56. Determinando qualquer pon-

I'ig. 56

fo 4 e fazendo centro n’este ponto e com qualquer abertura,
\descreve-se com um compasso curvo o circulo menor C E D '
@ marca-se sobre a circumferencia 'K = (' F,

Com as cordas C'Zi, C I e I F construa-se o triangulo
Bhosceles ecf; do vertice ¢ tire-se a perpendicular ¢ d so-
‘bre ¢f, e de qualquer dos outros vertices e ou f tirem-se as
Jerpendiculares e d ou fda ceou fe, que intercepta a per-
pendicular ao meio de ef no ponto d; temos assim determi-
~do o diametro do circulo menor, que é a recta ¢ d. Com as
" tordas eguaes 4 C, AD e a recta cd, construa-se outro
iangulo isosceles a ¢/ d/, de a tire-se a perpendicular a b
gobre ¢! d/; e de qualquer dos outros vertices ¢/ ou d/ tirem-se
s perpendiculares ¢/'b ou d/b aos lados ac/ ou ad/, que in-
{tercepta a perpendicular ao meio de ¢/ d’ no ponto b; temos
L.esim determinado o diametro da esphera que é a recta a b.

1 108 Planificagdo da superficie da esphera. Rigorosamente
i | Do se pode planificar a superficie de uma esphera; porém, se
e | Juizermos obter approximadamente a sua planificagdo, resol-
Veremos o problema da seguinte maneira.
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Seja a esphera representada na fig. 57 pelas suas pujy,
¢des nos dois planos, horizontal e vertical; traga-se uma et
egual 4 circumferencia de raio 4 O rectificada, e sohre ol
marcam-se doze divisdes, isto é, um numero egual de pary
em que estd dividida a circumferencia.

Levantando perpendiculares (fig. 58) ¢ m, I !, U/l ml!, Yiai

v ' " " i
o v arv o

Fig. 58

ao meio de cada uma das divisdes a b, ¢ d, ¢ d, d e, detemt
nando a grandeza d'essas perpendiculares respectivame
eguaes a metade da circumferencia rectificada e tragandog
arcos de circulo Lam, Lbm, Ubm!, trem!, Ulcm!l, Ulds
ete., temos a planificagio de doze fusos, que ¢ approximid
mente a superficie da esphera planificada. Na fig. 58 i
apenas representados quatro fusos; do mesmo modo, como i
ma dissémos, se completariam os doze, ficando assim e
vido o problema. ‘
104. Angulos esphericos.— Angulo espherico é a inclin)
cilo reciproca de dois arcos de circulos maximos da esphen
O ponto 4 (fig. 59), onde os arcos se incontram, denomin
vertice do angulo; € os arcos 4 B e A C, lados do angulo.
Um angulo espherico designa-se por tres lettras, designe
do a do meio o vertice. Os angulos esphericos dizem-se egudf )
quando os lados de um se podem ajustar perfeitamente sl
os lados do outro. Os angulos esphericos gozam das mesui|
propriedades dos angulos diedros ou dos angulos rectilines
agsim temos aos angulos esphericos a comp.eta applicagiods
seguintes principios. : ;
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Um arco de circulo maximo incontrando outro arco de eir-
culo maximo, férma dois angulos esphericos cuja somma &
pgual a 1800; se estes angulos sfio eguaes, dizem-se rectos e
tada um tem 900 e os arcos siio perpendiculares. Se um arco de
tireulo maximo for perpendicular a outro, este tambem é perpen-
dicular a0 primeiro. De um ponto de um arco de circulo ma-
simo, 86 se pode levantar um arco de circulo maximo perpen-
dicular ao primeiro. Os angulos esphericos verticalmente op-
‘nostos sflo eguaes. Assim como estes se applicariam todos os
putros principios.
| 105. O angulo espherico mede-se pelo rectilineo formado pe-
M tangentes aos lados tiradas dos vertices, ou pelo arco de cir=
- pulo mazimo, descripto do vertice como polo, e intercepto pelos
lados do angulo. Seja I A D o angulo espherico representado
" na fig. 605 temos que o angulo 7" 4 7' formado pelas tangen-
tes aos lados do angulo espherico é egual ao rectilineo D O E |
' determinado pelos raios da esphera O D e O H, que siio per-
" pendiculares a A B assim como o sfo as tangentes 4 7" e 4 T';

" s raios da esphera existem nas faces do angulo diedro
.\ DABEcuja medida é expressa pelo arco D I, que é egual-

i

i
1
1
1
1
1
]

=5

Fig, 59 Fig. 60

mente a do rectilineo D O I, e do angulo que lhe & egual

AT, como este & do angulo espherico B 4 D. Egualmente

- como 0 angulo diedro D 4 B E é a medida do angulo esphe-

¥1¢0 proposto, e a medida do primeiro é o arco de circulo ma-

- ximo descripto de A como pélo, temos que este arco 6 tam-
em & medida do angulo espherico.
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106. Dado um arco de g
culo na superficie da esphen |
determinar um dos pdlos (l’m;
circulo. Seja C D (fig. 61) of
arco de circulo e determines
o seu diametro B F, comojf
dissémos (102); determinal
o circulo maximo 4!/ EBF
traga-se o diametro 4' B pa
pendicular a X F; fazend
centro em C e em qualquy
outro ponto H do areo (]f
descrevem-se arcos de cirelf
com o raio de grandeza 4'[
08 quaes se interceptam n'w
ponto P, que dista egualme
te de D, de C e de H;t
mos que esse ponto éo pil
do circulo cujo arco eraw|
nhecido. 3
107. Os angulos espherii|
Fig. 61 estio entre st como o0s anguli
diedros determinados pelos plif
nos dos seus lados. Enunciando este theorema, pareceny
comtudo dispensavel a sua demonstragdo n'este logar pors
perfeitamente identica & que apresentimos no § 40.
108. Construir um angulo espherico egual @ outro angulos
pherico dado. Seja o angulo espherico dado D A E (fig. i)
do vertice 4 como pélo descreve-se o arco do circulo main
D E, e do ponto 4’ como pélo (fig. 61) descreve-se o arco
cireulo maximo C C'; e marcando C D egual a D E (fig. i)t
fazendo passar por D um arco de circulo maximo, temos o
gulo espherico C A/ D egual ao angulo espherico DAE,!JI‘
que se desejava. |
109. Dividir wm angulo espherico em duas partes equfs
Seja o angulo espherico C 4! D (fig. 61); do ponto A’ coufs
pélo descreve-se o arco de circulo maximo C D; dividindoes
te arco 20 meio pelo ponto @ e fazendo passar por este poil
o arco de circulo maximo 4/ @ B, temos por este arco0ig
gulo espherico dividido em duas partes eguaes. j
110. Triangulos esphericos.— Triangulo espherico ol
gura determinada na superficie da esphera por tres arcs i
circulo maximo, a cada um dos quaes se d4 o nome de lads
Os triangulos esphericos distinguem-se emquanto aos geus s

e

.,.
]
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7| dos pelos seguintes nomes : equilateros, isosceles e scalenos,
b egundo téem todos os seus ladgs eguaes, 86 dois eguaes, ou
901 4odos deseguaes. Os arcos de circulo maximo que formam o
esi ,-i;mgu]o espherico, limitam as faces de um angulo triedro

) o ujo vertice estd no centro da esphera.
]

e& i Dé-se o nome de polygono es-
0jifs pherico 4 figura determinada na
o superficie da esphera por differen-
3R tes arcos de circulo maximo que se
per }f interceptam dois a dois.

ndy
e
0D

111. Em todo o triangulo esphe-
rico, qualquer lado é menor que a
somma dos outros dois e maior que

'?“h E a sua differenga. Seja o triangulo
[’EI 4 espherico 4 B C (fig. 62), e o trie-
i

dro correspondente O 4 B C. Como

j& demonstrdmos (50), sabemos que
;g? ] Vig. 62 n'um angulo triedro qualquer das
Py faces ¢ menor que a somma das
‘6 butras duas e maior que a sua differenga; temos, pois, que o
i Cangnlo AOB<LAOCH+BOC, BOC<AOB+A40C, e

ne|

“E004<40B4 BOC; mas a medida do angulo 4 0 B &
kS = ~
P B, do angulo B O C 6 B C, e do angulo C 0 4 & 4 C; logo

N e =
temos tambem 4 B<{ A C+ B C'BC< 4B+ AC, e
= N e e
AC0< A B+ B C, d’onde tiramos'd C >'4 B — B C,

) S TN

B>@—A Ce BC >4 C— 4 B, isto & qualquer la-

to menor que a somma dos outros dois e maior que a sua dif-

ferena, o que se desejava demonstrar.

| 112. Em todo o triangulo espherico a somma dos tres lados

€ menor que a circumferencia de um circulo mazimo da esphe-
~ra, isto &, menor que 360°. Seja o triangulo espherico 4 B C

uafig. 62) e o triedro correspondente O A B C. Como j4 demons-

o trdmos (51), sabemos que a somma das faces de um angulo

&8t polyedro convexo é menor que quatro angulos rectos ; temos,

i poig, que 4 O B+ B O C+ C 0 A< 3600; mas a medida do
Al RS N

- angulo 40 B é 4 B, do angulo B O C é B C, e do angulo
#0046 C; logo A8+ B 044 < 360 o que se de-

i

i fejava demonstrar,
;0| 18 Nos triangulos esphericos neunhm lado pode ser egnal

By

sl

)
A

|
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a 1800; pode, comtudo, nos triangulos esphericos haver |
lado maior que 1800. !
114. Os triangulos esphericos tragados em espheras eguy
ou na mesma esphera, apresentam os seguintes casos de egu
dade: quando os seus lados sfio eguaes e similhantemente
postos; quando téem dois lados eguaes e similhantemente fif
postos, e egual o angulo formado por esses lados ; quando flaf
dois angulos respectivamente eguaes e similhantemente fif
postos, e egual o lado adjacente a esses dois angulos; e quuf |
do téem tres angulos respectivamente eguaes e similhuf
mente dispostos. Determinando os triedros que correspond ‘
aos triangulos esphericos, como acima ji fizemos, facilmen}
com applicaciio do que dissémos quando tratimos dos tried
(52 e 53) se demonstram os casos de egualdade dos triang|
los esphericos.
115. Se tivermos um triangulo espherico, e se dos seus yaf
tices, como pélos, deserevermos arcos de circulos maximgl
estes arcos determinam outro triangulo espherico, em queyf =
seus vertices sdo reciprocamente polos dos lados do primey
triangulo; os triangulos esphericos que satisfazem a el
condi¢des denominam-se;triangulos polares. I

1
1
(
J
(

POLYEDROS INSCRIPTOS ¥ CIRCUMSCRIPT0§
A’ PYRAMIDE CONICA, AO CYLINDRO -
E A’ ESPHERA

lygono regular e unindo os vertices d’este polygono comif 5
vertice da pyramide conica, temos uma pyramide inseriph
que serd regular se a pyramide conica for recta, e assi
arestas sio geratrizes do céne. Circumscrevendo na based
uma pyramide conica um polygono regular e unindo os i
tices d’este polygono com o vertice da pyramide conica, ftf
mos uma pyramide circumscripta que serd do mesmo meil
regular se a pyramide conica for recta. Os apothemas daspris
ramides regulares circumscriptas 4s pyramides conicas rechif
sho geratrizes do céne. Temos, pois, que uma pyramide e
inseripta ou circumscripta a uma pyramide conica, quani i
sua base estd inscripta ou ecircumseripta na base do couet
ambas téem o mesmo vertice. ‘
11%7. Inscrevendo ou circumserevendo a-cada uma das b ’M'
ses de um cylindro um polygono regular de egual numenf
de lados respectivamente parallelos, e unindo os vertices dif
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angulos do polygono superior com og vertices do polygono in-
ferior, temos inscripto ou circumseripto no cylindro um pris-
ma. As arestas do prisma inscripto sio geratrizes do cylin-
+fdro. Temos, pois, que um prisma estd nscripto ou circumseri-
S Bto a um cylindro quando tem as suas bases inseriptas ou
" cireumseriptas nas do cylindro,
I 118. Inscrevendo ou circumsecrevendo n'um cireulo maximo
| e uma esphera um polygono reguiar de numero de lados mul-
1 tiplo de quatro, e fazendo o semi-polygono uma revolugio in-
“toira em-torno do seu diametro, que se conserva immovel, te-
mos inseripto ou cireumseripto na esphera um corpo compos-
Ao de duas pyramides conicas rectas (a primeira e a ultima)
e de troncos de cdéne; e se inscrevermos e circumsereyermos,
| o cdaes e aos troncos de céne, pyramides regulares-e tron-
| o3 de pyramides (116), do meésmo numero de faces e onde
| 0s1ados das bases sejam respectivamente parallelos, temos fi-
" halmente inscripto ou circumseripto na esphera um polye-
¢Wiro, cujas faces sdo triangulos e trapezios, e que & composto
“"88e duas pyramides regulares (a primeira e a ultima) e de
i roncos de pyramides. Temos, pois, que um polyedro est4 ins-
oriplo quando o8 geus vertices estdo na superficie da esphera
14, e circumscripto quando as suas faces sio tangentes 4 es-
.\ phera. :
; 119. Im um prisma triangular a somma das dreas de quaes-
\quer duas faces” é maior que a terceira. Seja o prisma trian-
plar ABCDEF (fig. 63); deseja-se demonstrar que as fa-
tes AF -+ BF>> A E. Conduzindo por um ponto G' da areg-
P80 4D um plano G A I, perpendicular a 4 D, este plano se-
1 tambem perpendicular 4s arestas B I o C F que sdo pa-
nllelas a 4 D, visto que (283), se uma de duas parallelas for
“perpendicular a um plano, tambem a outra o sers. Conside-
| tando os parallelogrammos 4 ' e B F de bases ADeCFe
{Srespectivas alturas G L e L H, e sabendo que a drea de um
panallelogrammoé egual ao producto da base pela altura, te-

BE=CF<XLH

_ AFP+BF=A4D>GL--CF<LIO

I visto ser AD— C°F.
| AF—}~BF=AD><(GL—]—LH)(CL);
10 mesmo modo a 4rea do parallelogrammo
AE=4D>GH (b)

Mas em virtude de ser G I, + L H> G H, comparando ag
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egualdades (a) e (b), concluimos que AR+ BF>AR,
que se desejava demonstrar.

120. A superficie conveza do cylindro é sempre maior queg
superficie do prisma_inseripto e menor gue @ do circumscriply
Seja o cylindro de base £ FGH representado na fiz, 64
insereva-se no eylindro um prisma 4 B CD EF G H; e
signando por Ca superficie convexa do cylindro e por Py
superficie do prisma, vamos demonstrar que RO

Se a superficie convexa do cylindro no for maior quead
prisma, serd menor ou egual; isto & O Pou C=F

Suppondo o cago de ser C<_Pe designando por & a diff

Fig. 63 Fig, 6°

renca, evidentemente serd €'+ 8 = P (a); duplicando om S
mero de lados do polygono base do prisma, temos os polyg: 3
nos bases AaBbCcDd e EeFfGgHh de um novopizfs
ma P/, as quaes bases differem da baze do cylindro uma grir £

1 £
deza s de modo que seja s<-~2— 5. Mas, como a porgio &=

superficie convexa do eylindro 4 a g H & maior que o pan |

lelogrammo A g face do prisma inscripfo P!, agsim como
das as outras porcSes da superficie convexa do cylindro et

i

ssdtedloen sy

=s)

St sl A

S

SR

L e

R =]
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a0 Eyuradas com as faces I'ateraes do prisma Ij’, temos que cada
" P lice deste prisma serd menor que a porgio da superficie do

§ ylindro que lhe corresponde accrescentada de dois segmentos

| e circulo das duas bases, e portanto C-} 25> P/, Mas vis-

L f oser /> P, e como suppuzemos (a) C' 4§ == P, evidente-
¥ 1

gei Dente ‘serd € --2s> C-1-8 d’onde tiramos s > 5 3,

¥

1
"0 que é impossivel, visto ter-se feito s <C oy 3.

i Concluimos que ndo pode ser ' < P, nem C'= P, porque,
sendo P! > P, teriamos C< P/, o que é absurdo, como aca-
huios de mostrar; lego 6 € > P, o que se desejava demons-
‘trar, e considerarmos agora o prisma circumscripto, deseja-
e demonstrar, designando por C a superficie convexa do cy-
lindroe por P a do prisma circumseripto, que é C < P. Mais
esumidamente demonstraremos esta parte do theorema at-
tendendo ds consideracdes que j4 acima fizemos.

Se ndo ¢ <P serd C>P ou C'=P; considerando
0> P ¢ designando por & a differenca, temos €' — P —+ 3 (a).
-~ Duplicando o numero de lados do polygono base do prisma P
- determinames o prisma P/; e designando por s a differenca
‘cutre a drea da base d’este polygono e a do circulo, base do

, 5 1 .1
\cylindro, de modo que seja s <C = 9, evidentemente serd
'+ 95> C.
¥ B Mas visto ser P> P/, e como suppuzemos (a) C= P39,
5 ; 1

Mtemos P +- 25> P -I- §, d’onde tiramos s S5 = 8,0 que é ab-
/.

A
=

L v 1
* surdo, visto termos considerado s <5 Y 35 logo nilo ¢ C> P

Wi Juen C'= P, porque sendo P! < P teriamos C> P!, o que &
S absurdo como se acaba de mostrar; logo é C <P, o que se
rmIr desqava demonstr‘{tr. 4
| 181, 4 superficie comvexa da pyramide cdnica ¢ sempre
0 na%m' que a da pyramide inscripta e menor que a da circum-
- Soripta. A demonstragdio d’este theorema nfio Jjulgamos de ne-
o | cessidade apresentdl-a, visto que para chegarmos 4 conclu-
o PR do principio ennunciado se pode seguir exactamente a
o ;_‘i'monstmgao que démos no theorema anterior.

)

Ll
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122. 4 superficie da esphera é maior que a do polyy
wnscripto e menor que a do circumscriplo. Se tirarmog y
plano pelos pontos em que as pyramides cénicas (inseripy
ou circumseriptas) tocam na esphera, determinadas essasy,
ramides como jad vimos (118), temos que determinario deyf
e de outro lado na cireumferencia da secgfio duas superfio
das quaes a exterior é maior que a interior; portanto a sy
ma das primeiras (isto ¢, a superficie espherica) é maior g
a somma das segundas, que sfo as superficies convexas iy
cénes inscriptos, e menor que a somma das superficies g
cénes circumseriptos. Temos, pois, que a superficie do polyf
dro é maior que a superficie cénica inscripta e menor queif
eircumscripta; logo concluimos que serd maior que a super|
cie da esphera inseripta e menor que a da circumseripta, oquf =
se desejava provar. ‘

128. Designando por Z o lado do polyedro regular ingerif"
pto n'uma esphera de raio » conhecido, damos a8 seguinti|
formulas que sdo de conveniente exercicio e applicagio Nt
tetraedro temos

no hexaedro Vfe el Sl oy
no octaedro

no dodecaedro

e no icosaedro

Areas e volumes

124. A drea de qualquer pyramide regular, avalia-sennil;__
tiplicando metade do perimetro da base pelo apothena dujt
ramide. Seja a pyramide VA B CD E I’ (fig. 31); demgniuf
do por 4 a sua érea, por P o perimetro e por a 0 apothema (¥l

ig
temos que serd 4 = —2- >< a. Como sabemos, as faces deu
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yramide regular sdo triangulos isosceles eguaes entre si (59}
o temos tantos triangulos quantos sfio os lados do polygono
BC D E F, base da pyramide; portanto, a 4rea da pyra-
ide serd a de um dos triangulos 4 V' B multiplicada pelo
" umero de lados do polygono base. Mas a 4rea do triangulo

AB
0 AVBéegual a oo multiplicada pela sua altura (que desiz

i} enamos por @, e que éo apothema da pyramide); logo designan-
i} do por » 0 numero de lados da base, temos a drea da pyrami-

j AB 18 :
;deA='-_2“' XaxXnoud= > > a, 0 que se desejava pro-
) var.
125, A drea do tronco de qualquer pyramide regular ava-
il lia-se multiplicando metade da somma dos perimetros das duas
bases pela altura de um dos trapezios, faces do tronco. Seja
o tronco da pyramide regular representado na fig. 31, as suas
faces lateraes Aabd B, Bbc C, ete., so trapezios isosceles to-
" dos eguaes entre si.
~ Unindo o ponto o com b, ¢, d, e, f, é evidente que os trape-
~ zios rectangulos oa 4 O, 0b B O, ete., sdo todos eguaes en-
Itre gi, temos a A =0 B=c¢ C=d D=¢E = fF, logo as
faces lateraes do tronco silo todas eguaes entre si. Designan-
“dopor a a altura de uma das faces, temes que a 4rea de uma

i AB+ab
~ d'ellasd a b Beré egual a T
Y
~ deum trapezio egual 4 semi-somma das bases multiplicada
: * pela altura); sendo % o numero de faces do tronco, serd a sua
N 4AB-lab ABX<Xn-+abx<n
1 Aot o X a>xnou 2 > a; e, co-
" modBXneab>mnsio os perimetros das bases que po-
- demos designar por P e p, temos a 4rea do tronco de pyra-
K
" ISR .
B mide 4 = 5 o que desejavamos demonstrar.
e P
Y ! Cortando o tronco da pyramide por um plano perpendicu-
nil: I lar e a0 meio do eixo 0 O, o perimetro da secedo produzid:
| i
:

> a (visto ger a 4rea

(5

P
10 tronco por esse plano ¢ egual a (como se viu no

un
00 139 da Geometria Plana); logo pode avaliar-se a drea do
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tronco do cone, multiplicando o perimetro da seceéio parally

ds bases e a egual distancia d’cllas, pela altura de wmg jyf

Jaces.

128. 4 drea de qualquer prisma avalia-se multeplicando py
wina das aresias lateraes do prisma o perimelro da seccdo por f

pendicular a essa aresta. Seja o prisma A B CD I F (fig. 63

e G HL asecgio recta, cujo lado G L serd a altura da finf

A F, L Ha altora da face CE, e H G a altura da face 4}
Temos, pois, que a drea de cada uma das faces é
AF=A4D><GL
CE=CFx<LH
AE=BEXHG
logo a érea lateral do prisma serd egual a
ADX GL+CFX<XLH-+BEXHG

Mas visto ser 4 D= C F= DB K, que sio as arestas lafe
raes do prisma, temos que a sua 4rea, designando-a por 4
serd A=AD><(GL-+LH-+ HG,

o que se desejava demonstrar.

Pelo gue acabamos de demonstrar concluimos que a din
de um prisma recto avalia-se multiplicando o perimetro dy b
pela altura do prisma.

Notaremos que nos corpos que temos considerado ndo
tram as 4reas das suas bases.

127. A drea de qualquer polyedro avalia-se, sommandos|

dreas das suas faces,
128. A drea da superficie lateral de um cylindro avali

se multiplicando a circumferencia de wma das bases pela dii |

ra do cylindro. Como sabemos, as bases do cylindro sdo osl
mites dos polygonos regulares inscriptos e circumscript
quando se duplicam successivamente o numero de lados d'es

ges polygonos, com os quaes podemos determinar prismas e |
gulares inseriptos e circumseriptos ao cylindro (que se polif
considerar um prisma regular de um grande numero de lado)|
e cujas faces quasi se confundem com a superficie lateral di|-

cylindro. Temos, pois, que designando por 4 a 4rea da super
ficie lateral do eylindro, por C'a circumferencia da base, e pir
a a altura do cylindro, temos

A=Cx><a

Para obtermos a superficie total do eylindro, teremos & |

accrescentar a drea das bases. Designando egualmente poré

a superficie total do cylindro, temos
A=2xzr24+Cx<a

ou A=2Xar++2xrXxa

d'onde tiramos 4=2xr(r-+ a),

——

e e A R Al i
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isto é, a drea total do cylindro avalia se multiplicando' a cir-
- cumferencia. da base, pela somma do raio da base com a al-
* tra do cylindro.
| 129. A drea de um tronco de cylindro recto avalia-se mul-
 tiplicando a circumferencia da base pelo eixo.
. 180. 4 drea da superficie convexa de wm cdne avalia-se
- multiplicando metade da circumferencia da base pela aresta.
| Se inscrevermos € circumscrevermos na base do céne polygo-
| nos regulares, e se duplicarmos successivamente os lados d’es-
ses polygonos, temos que a mencionada base ¢é o limite para
| que tendem_esses polygopos com 0s quaes podemos deter'ml-
' nar pyramides regulares inscriptas e circumseriptas ao céne,
que podemos considerar uma pyramide regular de um grande
' numero de faces que quasi se confundem com a superficie
convexa do cone.
Temos, pois, que designando por 4 a 4rea dasuperficie con-
| vexa do cone, por C' a circumferencia da base e por I a sua

¥ 1
mf 0 aresta, temos 4 = - X Lourr>xL

Z

Para obtermos a superficie total do edne, teremos de aceres-
centar & expressiio acima determinada =22 que é a da base do
eone; logo, designando egualmente por 4 a superficie total do
cone, temos

=mrXL-txr?
o A=xr(L+r)
isto & a superficie total de um cdne avalia-se multiplicando
| metade da, circumferencia da base pela somma da aresta com
0 raio da base.

181, 4 drea de um tronco de cdne recto avalia-se multipli-
cando metade da somma das circumferencias das bases pela
. aresta, do tronco. Seja o tronco de céne 4 B C D (fig. 65); e
. designemos por 4 a 4rea da superficie lateral, 2 o raio O C
da base, e r 0 paio 0 4 da outra base. Temos que inscrevendo
¢ circumserevendo nas bases do tronco do eéne polygonos re-
 gulares, e se duplicarmos successivamente os lados d’esses
* polygonos, as ditas bases sdo os limites para que tendem

esses polygonos, com os quaes podemos determinar (fazendo

passar planos pelos lados parallelos dos polygonos) troncos de
pyramides regulares inscriptos e cireumseriptos no trenco do
| c0ne, que podemos -considerar um tronco de pyramide regu-
lar de um grande numero de faces que quasi ge confundem
com a superficie convexa do tronco do céne. Mas,como acima
dissémos, a drea do tronco de uma pyramide regular avalia-se
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e
multiplicando metade da somma dos perimetros das baseg peli

altura de um dos trapezios faces do tronco; serd a drea g |

superficie lateral do trong
de cone determinada pelaex.
pressio 4 = (z R - m1)X

das hases pela aresta 4 (
tronco.
A area de um troneo

aresta do tronco a circunt
rencia da seccio equidisian

temos a expressdo da frea
Fig. 63 A=2x><0E >x<40()

Como se vé O' B é o mif

da circumferencia da secciio parallela que podemos designn
por r; temos pois 4 =2mr>< 4 C.

182. Podemos tambem determinar a drea da superfiote lu |

teral de wm tronco de cdne multiplicando a altura do troy
pela, circumferencia, cujo rato ¢ a perpendicular ao mei i
aresta, comprehendida entre esta e o eimo do tronco. Sejag
tronco de cone 4 B C'D (fig. 65), do ponto A4 baixe-ge a per
pendicular 4 % sobre a base, e do ponto % que divide aomé
a aresta A C tire-se a perpendicular % M ; temos detemi
nados dois triangulos rectangulos similhantes 4 # C'e 1 0}
d'onde tiramos
EM OE
: AC AR
multiplicando ambos os membros por 2= temos
20 X0 EXAC=2cX}XEM>x<AF
mas 27 >< 0' 5>< 4 Céa frea do troneo (a) (181); logooss
gundo membro da egualdade serd a 4rea do tronco, isto é,
A=2c}XEMX<AF
a circumferencia do raio ' M multiplicada pela altura A7
do tronco, o que se desejava demonstrar.

w0 EXAC=EMX<AF

188. 4 drea da esphera avalia-se multiplicando o seu dit- |

metro pela circumferencia de um circulo maximo. Pelo que te
mos dito, facilmente se applica o principio de que a drea
esphera é o limite commum das 4reas dos cénes e troncos d¢
cénes inscriptos e circumseriptos produzidos duplicando sue

ST >4 C, isto & metade i}
somma das cireumferengyf !

céne recto tambem se pif
avaliar multiplicando pisf

: - das bases dotronco, peloquf

p— .
e . o = =

———

!
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egsivamente 0 numero de lgdos dos polygonos inscriptos e
circumscriptos ao circulo maximo, e avaliando as dreas d’es-
ces cones e troncos de cdnes, como fizemos no numero ante-
rior, sommando-as e tirando a cn'cumfc(encxa do circulo ma-
simo, que ¢ factor commum, temos, designando por 4 a 4rea
(aesphera: A =27 X2=r. i :

| Dlesta expressdo tiramos A=4 =12 (a);isto é,a superficie

r

“da esphera € .egual a quatro circulos maximos. Egualmente
da expressio A=27r><2xr tiramos 4 = = > D?, designan-
"o D o diametro, pelo que concluimos que a 4rea da esphera
¢ egual a0 producto de = pela segunda potencia do diametro.
| Da expressdo (a) conhecida a superficie da esphera pode-
‘mos determinar o raio, isto &,

: \/i
1 (Lo 4r

4

| 134, As dreas das espheras estdo entre si como os quadrados

\dos raios. Da expressio 4 = 4 = 12 e designando por a a 4rea
\de outra esphera de raio 1/ temos a = 4 = 7/2, d’onde tiramos:
|4 4mr?

o 4rmrl2

185. 4 drea de uma calotte avalia-se multiplicando a sua
altura pela circumferencia de um dos circulos maxzimos da es-
phera. Designando por 4 a drea da calotte de altura %, temos
‘A=2mr >k, o que facilmente se demonstra attendendo ao
\que dissémos quando tratimos da esphera.

186. 4 drea de uma lunula avalia-se multiplicando a da
esphera pela relagdo entre o angulo espherico da lunula e qua-

tro angulos rectos. As lunulas esphericas silo proporcionaes
17

A ee
d’onde— =— o que se desejava demonsirar.
@

08 seus angulos esphericos; temos pois que as superficies da

lunula e da esphera estdo entre si como o numero de graus

. do angulo correspondente 4 lunula e quatro angulos rectos; e

(designando por L a superficie da lunula, 4 a da esphers, e
n° 0 numero de graus do angulo espherico da lunula, temos:

L no

nO
—— d'onde tiramos

360°’
187. Sendo a zona egual & differenga de duas calottes a

o que se desejava demonstrar,
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B
sua drea avalia-se multiplicando o sua altura pela circunjy
rencia de um circulo maximo.

138, 4 drea de wm triangulo espherico é expressa pelyg

cesso da somma dos tres angulos do triangulo sobre dois Tect
ht4/ |

sendo o angulo recto a unidade angular e o triangulo tri-vegy, |
gulo a unidade de superficie. Seja 4 B C o triangulo espheriyf |

(fig.66), e prolonguem-ge os lados até completarem as ciroyy

ferencias; temos que ACB -+ 4 CB' é egual & lunulajf

ACB+4ABC! é egual & lunula C, e A CB -+ A (B¢
egual 4 lunula 4 ; sommando estas egualdades temos,
2ACB+ (ACBACB 4+ AB(C' 40 B)=
=2 (B + C+ 4), d’'onde tiramos 2.4 C B 4 4=
=2(B+C+4)ou ACB=B-+4 C+4 4—2, o que seg
gejava demonstrar.

139. Designando por 4, 4/, All, A!ll e A!ll ag 4reas doty
traedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro ins:
ptos n’uma esphera de raio conhecido, as seguintes expre
soes determinam o valor d’essas dreas :

4 8X7*2XV23—

M S il
3

Al =82

A=a>2xV/3,

4 =2 5<123 (5V/3—V15)

140. Medir o volume de um corpo é conhecer quantas
ves este contém outro conhecido, o qual se considera con
unidade. A unidade de medida é o cubo cuja aresta é ezl

4 unidade linear, e divide-se esta unidif

de em mil decimetros cubicos, cada det
metro em mil centimetros cubicos e ci

ferentes.

pedos quando téem wma face commum e
Jfaces oppostas a esta n'um mesmo plan
Fig. 66 comprehendidas entre duas parallelas. S
jam os parallelipipedos 4 B 0 D EFGI

um d'estes em mil millimetros cubiwi
D4-se o nome de solidos equivalentes i
que t@em volumes eguaes sob formasdi|

141. Sdo equivalentes dois paralldip|

b T — i ya S

T
d

N T et SRS S
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il le LBOONMGH (fig. 67), que téem a face commum
\BG H C e as oppostas ADEF e LMNO no mesmo pla-
‘no e comprehendidas entre as parallelas 4 O e BN, Te-
mos que o parallelipipedo 4 BCDEFGH compde-se do
'ipriama triangular 4 B L G F M e do tronco B CDLMEHG,
‘e 0 outro parallelipipedo Z B C O NMG H compde-se do
| mesmo tronco e do prisma triangular D C' O £ N H; mas, vis-
b to os dois prismas serem eguaes (72) concluimos que os dois
3| parallelipipedos considerados siio equivalentes, o que se de-
‘gejava provar.
| 14R. Os volumes de dois parallelipipedos rectangulos séo
‘i(oroporcio7zaes aos productos das suas bases pelas suas alturas.
&} ‘A demonstragdo € similhante & que apresentamos em o n.c 182
da Geometria Plana. Este principio pode generalizar-se con-

te' %aiderando quaesquer parallelipipedos, visto poderem-se de-
o) terminar parallelipipedos rectangulos e equivalentes s, estes,
e bases equivalentes e da mesma altura.
| 143. O volume de um parallelipipedo avalia-se multiplican-
o a base pela altura. Designando por P o volume de um
parallelipipedo de hase B e altura H, e p outro parallelipi-
pedo de base b e altura %, temos, pelo que acima dissémos,

' B e Pt B lET

i F SbaCHR S 4Pl Abi T

- Se for, porém, o parallelipipedo p a unidade de volume, se-
i a sua base a unidade de superficie, e a sua aresta a uni-
dade linear; logo temos
| SR e A
v b
) dsto &, P=B < I, o que se desejava demonatrar,
ul [ Pelo que acabamos de dizer se de-
St dug que o \7olulm<23 de uin parallglipi-
1 AT pedo rectangulo ¢ egual ao producto

v Z7 das tres arestas de um dos seus angu-

|

R B R

¢ Vo i .
s 1 ‘./ los solidos, € o volume de um cubo
i W A egual 4 terceira potencia da sua aresta.

|
|

=l

33

it | L_J/ g 144. O wvolume de wm prisma trian-

B ¢ gular avalia-se multiplicando a drea
i da base pela sua altura. Qualquer
o[ " Fig. 67

prisma triangular é metade do paral-
- lelipipedo de base formada por dois
§¢ | triangulos eguaes 4 base do prisma e que tenha a mesma al-
| tura; logo o seu volume é metade da base d'este parallelipi.
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pedo (que é a base do prisma) multiplicada pela sua altyf
o que se desejava provar. :

145. O wolume de qualquer prisma avalia-se multiplion),

a drea da base pela sua allura. Todo o prisma se pode:
compdr-em prismas triangulares da mesma altura ; e, avaliuf
do a 4rea de cada um d’estes prismas, temos que a souy
d’essas 4reas, isto ¢é, a drea do prisma proposto, & egualy
producto da sua base pela altura.

146. O wolume de um tetraedro é a terca parte do prin
triangular da mesma base e da mesma altura. Unindo o puy
¢ com D e E (fig. 63) e o ponto D com B, facilmente serfis
o tetraedro C' D F E, que tem a mesma base e & mesmalfis
tura o prisma 45 C D EF; temos mais os tetraedros CABIE
e O B D B, que téem egualmente a mesma base e altura;
tanto o prisma compde-se de tres tetraedros equivalente
to &, o volume de um tetraedro é a terga parte do prisma tri
gular da mesma base e da mesma altura, o que se desejr]
provar. Pelo que dissemos, temos que 0 volume de um tefr
dro é egual 4 terca parte do producto da base pela sua altuif

147. O volume de qualquer pyramide é egual & tereapui I
do producto da base pela sua altura. Qualquer pyramide pi ’
decompor-ge em tetraedros cujos volumes sfio respectivaneaf
te eguaes a um terco do producto da base pela sua altuf =
(148); e, visto o volume da pyramide ser equivalente 4 suf
ma dos volumes dos tetraedros, concluimos que o seu volf =
serd egual & terca parte do producto da base pela sua |
ra. O volume de um tronco de pyramide é egual ao produt
de um terco da altura pela somma das dreas das suas b
e da meia proporcional entre estas.

148. O volume de um cylindro avalia-se multiplicando adt
da base pela sua altura. Deduz-se facilmente a verdade de s
te principio, attendendo a0 que dissemos no § 145.

149. O volume de um tronco de cylindro recto avalia-sem =
tiplicando a drea da sua base pelo eixo. Ajustando sobre ot
co de cylindro dado um outro egual, de maneira que fiqueds
terminado um eylindro, teremos um cylindro com a base
tronco cujo volume queremos eonhecer; seu eixo serd d
do eixo do tronco assim como o seu volume; concluimos, i
tanto, que o volume do tronco ¢ egual ao producto d& i
da sua base pelo eixo. s

150. O volume de um cdne ¢ equal a um tergo da suaalt!
multiplicado pela drea da sua base. Deduz-se facilmenteat
dade d’este principio, attendendo ao que dissemos no S 141
tronco de um edéne, cujas bases sfio parallelas, é egual 2

P S B

LB
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ieroo da sua altura multiplicado pela somma das suas bages
" da meia proporcional entre ellas.
" 151. Os volumes de eylindros similhantes e de c¢énes simi-
lhantes estdo entre si como os cubos dos raios das suas bases
" ou como os cubos das suas alturas ou eixos.
| {52. Se considerarmos uma esphera constituida ou forma-
" da por muitas pyramides cujos vertices concorram n’um mes-
"o ponto (centro da esphera), e determinando cada uma das
hases d’essas pyramides uma pequena porc¢do da superficie ex-
Wierior da esphera, cujo raio serd a altura de uma e de todas
as pyramides, temos que o volume de uma das pyramides que
consideramos serd egual 4 base multiplicada por um tergo do
raio; concluimos que o volume da esphera, egual 4 somma dos
" olumes de todas as pyramides, serd egual ¢ sua drea multi-
licada pela terga parte do raio. Designando por V o volume
de uma_esphera de raio r, sabendo que a expressio da sua

’ 1 4
rea & 4w 22, temos V=4x12 X< TRE R 3. Se desi-
“;guarmos por D o diametro da esphera, serd r = o e o seu

« 1
| volume V= o w0 D

" 158. Sendo conhecido o raio r de uma esphera, podemos
Ccaleular pelas seguintes expressdes o volume V' do tetraedro,
hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro, inscriptos n'essa
“esphera; e, designando pela ordem acima indicada as expres-
sies dos volumes dos mencionados polyedros, temos;

i
8 —
'p7= E ).3 3 '

X

V= % r3 g/—gf

g T S
i 3’

=P
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2 gl bt feiden s
V=5 "Vio+ay/5

154. Os volumes da esphera, do cylindro e do cone equils
ros circumscriptos, estdio entre st COMO 08 NUMETOS 4,6e9y
mos que 2773 serd o volume do cylindro circumseripto, 3z

4
o do céne. Teremosg, portanto, ol 73 :2mr3: 3mrd, Intod
volume da esphera, do eylindro e do céne cireumseriptos
4
tio entre si como — : 2: 3=4:6:9, o que ge desejaya,
(9]

155. Os volumes da esphera, do cylindro e do cone equilaifs

ros inscriptos, estdo entre si como 32, 12 V' 2 e 9. Designui
seguidamente ao volume da esphera, o do cylindro equilafefs
inseripto e o do céne, temos:

4 =3t)9 '3

—5'.774: ‘/Q:ﬂ:32:12v2:9

2 8

o que se desejaya provar.
158. O volume de um sector espherico avalia-se multiplion
do pelo terco da drea da caloite o raio da esphera. Desigu
do por V o volume de um sector, temos

1
V————gr><2wr><h

22
——><ih

isto &, V=

15%7. O volume de wm segmento € equal & differenca et
volume do sector e do céne que Uhe corresponde. Designaniop
R o raio da esphera, h a altura do segmento e r o raiod
base, temos representado por V o volume do segmento:

9 R2 =2
V:"‘—3—><h— 3(R—71)

d'onde tiramos

i}
V————Eﬂ'h? (BR—T)
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- 158. O volume de uma cunha espherica avalia-se multipli-
undo o ter¢o da lunula correspondente pelo raio da esphera.
| 159, Pelo que acima dissémos, concluimos que o volume
'fido cylindro recto circumscripto 4 esph('era ¢ meio proporcio-
nal entre o volume da esphera e o do céne, e do mesmo modo
volume do cylindro inscripto é meio proporcional entre o
olume da esphera e o do cdne.

160. Os volumes das espheras sfio proporcionaes aos cubos
05 seus raios.
| 161. Os volumes de pyramides similhantes sio proporcionaes
“uos cubos das suas arestas homologas. Considerem-se as pyra-
: i{midea similhantes VABCDEFe Vabcedef (fig. 31) cu-
Jjas alturas V' O e Vo sdlo linhas homologas, e teremos

vo_45
(@ Vo ab

designando por ¥ o volume da primeira pyramide que con-
‘sideramog, e por ¥ o volume da segunda, temos

d V_ABCDEFXVO

v abedef<Vo

3 {Mas, visto ser A
] ABCDEF AR

= —— teremos ()

can*? abedef a b?

V _AB2x<VO0

v " ab x Vo
Logo (a) vem o que se desejava demonstrar, isto é,
i V 4B

Y a b’

Decompondo polyedros similhantes em egual numero de
tetraedros similhantes, cujos volumes sdo proporcionaes a0s
szubos de arestas homologas, facilmente se deduz o seguinte
‘principio: Os wolumes de dois polyedros similhantes sio pro-
porcionaes aos cubos das suas arestas homologas.

. 162 Para se determinar o volume de qualquer polyedro
irregular, decompde-se em outros, cujos volumes se possam
determinar pelos principios estabelecidos.

FIM
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