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GEOMETRIA DESCRIPTIVA

PREFACIO

A Geometria Descriptiva pode considerar-se eomo arte ou
(00 SCIencid.

(s processos empregados pelos apparelhadores da pedra
¢ pelos carpinteiros para tragarem as suas figuras sfio verda-
deiramente ingenhosos e conhecidos desde muito tempoj;
pertenciam & arte das projecgdes. Mas £6 depois dos traba-
Jhos do celebre Monge, no fim do ultimo seculo, 2 Geometria
Descriptiva foi considerada como sciencia. Foi Monge quem
primeiro demonstrou que, no que se chamavs a arte das pro-
jeccdes, existia verdadeiramente um methodo, que permittia
descobrir e demonstrar as propriedades do espago figurado.
Monge empregava, na investigagdo das propriedades das fdr-
mas geometricas, o methodo das projecgdes, como Descartes
empregava a analyse, na investigagio das verdades da Geo-
metria. ;

Se notarmos gue as superficies sio compostas de li-
nhas e que estas sfo formadas de pontos, e que o papel que
o plano representa, junto das outras superficies, é muitas ve-
2 de grande importancia, dando em muitos casos uma idéa
bem clara das superficies cujas propriedades se estudam, e
em relagdo 4s quaes elle é considerado como plano tangente
ou secante, ou quando se considera como plano tangente ou
normal de qualquer curva tragada sobre a superficie que se
pretende estudar, convencer-nos-hemos facilmente de que,
quando se souber representar um ponto, uma recta ou um
plano, pelo methodo das projecgdes, e iesolver por este me-
thodo as questdes que se podem propdr relativamente ao
ponto, 4 réeta e ao plano, nflo devemos ter duvida em affir-
mar, como muitas vezes o aflirmon Monge, que se sabe a
Geometria Descriptiva.

Devemos ainda accrescentar que a Geometria Deseriptiva
e a Analyse se completam, rerolvendo a primeira especial-
mente o8 problemas de relacgdio de posi¢do, emtanto que a se-
gunda vesolve os de relacde meirica.

Ponderava Munge que, seado a (Geometria Deseriptiva a
linguagem ‘do ingenheiro, & necessario aporesder =z lél-a e es-

vevél-a.
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CAPITULO I
NOC}@ES PRELIMINARES
Generalidades

{bjecto da Geometria Descriptiva.— Para que a rapides
admiravel dos progressos das sciencias e das artes seja pro-
veitosa, ¢ indispensavel que, apar d’esses progressos, sg
desinvolvam e aperfeigoem, sem cessar, 08 meios de trang-
miftirmos e fazermos comprehender mutuamente, entre nds,
as formas dos differentes corpos, para que aquelle que n'el-
les descobrir novas relagoes geometricas, as possa manifes-
tar aos outros homens, podendo mais guniar o artista na exe-
cucfio da reproducgdo d’esses corpos, n'uma dada eseala.

Para chegar a este resultado, pode-se empregar & deseri-
pedo graphica dos corpos; e 6 n'esta mesma deseripedo gra-
phica que se incontra o primeiro objecto da Geometria Des-
criptiva, cujos methodos se generalizario, em seguida, tor-
nando-se, por um lado, excellentes meios de descobrir novas
propriedades da extensdo, e, por outro lado, fornecerfio pro-
cegsos simples, para resolver numerosos problemas de estereo-
tomia, fortificagdo, perspectiva, ete. 4

Nada mais simples que executar as construcgoes graphi-
cas nos problemas de Geometria Plana, visto que, ahi, as li-
nhas e 08 pontos se acham todos sobre a mesma folha do de-
senho ; mas quando deixamos de considerar apenas os pon-
tos e as linhas planas, para nos occuparmos dos corpos e das
linhas de dapla curvatura (linhas curvas que nfio tesm todos
08 seus pontos no mesmo plano), ver-nos-hemos obrigados &
fazer tracados no espacgo; notemos que, falando em abzoluto,
esses tragados nfdo sdo impossiveis, e em muitas artes se tem
visto operar d’esse modo, mas 86 excepcionalmente. E, de
ums maneira geral, podemos dizer que, para que ums ques:
tdo proposta possa ser resolvida graphicamente, é indispen-
savel que, por qualquer meio, ella seja reduzida a um pro-
blema de Geometria Plana. B’ pois necessario um methodo
que permitta representar sobre um unico plano, e sem indeter-
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minagdo, figuras situadas no espago, e resolver, sobre esse
plano unico, todos os problemas que seja possivel propor,
relativamente a essas figuras.

Por outro lado, 0 methodo que empregarmos, longe de ser-
vir apenas para- estabelecer theorias puramente especulati-
vas, 6, pelo contrario, destinado a executar operagdes reaes;
é pois indispencavel que, tanto na maneira de exprimir og
dados de cada questiio, como os seus resuitados graphicos, o
methodo seja de nma perfeita precisiio. 2 n'isso mesmo eon-
siste a sua differenga a respeito do methodo que se emprega
pa «Geometria no espago», onde as figuras slo apenas desti-
padas a servir de guia ao espirito, na serie de raciocinios em-
pregados no decurso da demonstragio de umn theorema, sen-
do tracadas sem rigor algum, e satisfazendo apenas a certas
condigbes convencionaes e muito arbitrarias.

Para nos certificarmos do que acabamos de dizer, basta
recordarmo-nos dos processos que, em «Geometria no espa-
¢0», se empregam para resolver a maior parte dos problemas,
que a essa sciencia se referem. Assim, por exemplo, vejamos
como, na «GFeometria a tres dimensdes», se resolve o problema
da mais curta distancia entre duas rectas, nfo existentes no
mesmo plano. Sendo 4 B e C D as duas rectas (fig. 43), por
um ponto qualquer B de uma d'ellas 4 B, tiramos a recta
B E parallela a CD e completa-se o plano 4 B &; por um
ponto qualquer D da recta C D, tira-se a perpendicular DF
ao plano 4 B E, e pelo ponto F, em que esta perpendicular
incontra o plano, conduz-se a recta # G parallelamente a
DB E e portanto a C D; e finalmente, pelo ponto &, tira-se a
recta G H parallelamente a D F, e esta recta G H é a per-
pendicular commum 4s duas rectas, e representa a mais cur-
ta distancia pedida; mas, como se vé, todas as operagdes
necessarias para resolver o problema foram apenas indica-
das, sem que nenhuma fosse realmente executada, seniio de
ums maneira muito arbitraria,—emtanto que a Geometria
Descriptiva, como teremos oceasifio de vér, resolve este pro-
blema, ainda empregando a serie de operagdes indicadas, pras
fazendo realmenfe as construcgdes graphicas, sem indetermi-
nacéo ou arbitrariedade de qualquer especie. O mesmo pode-
riamos fazer sobresahir a respeito de muitos outros proble-
mas de «Geometria no espaco»: citamos, para exemplo,aquel-
le em gue se trata de achsro ceutro e oraioda esphera, obri-
gada a passar por quatro pontos dados; indica-se, 6 verda-
de, a serie de operacdes que serfs necessario executar, pata
chegar & resolugdo do problema, mas ag operagdcs ndo sio
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effectuadss, sendo de um modo vago e convencional, sem que
2 Geometria dé meios de effectuar realmente as construe-
¢des e de obter, no primeiro problema que apontimos, um
resultado determinado para a grandeza e posi¢lo da mais
curta distancia entre as duas rectus dadas, ou paia o com.
primento do raio e posigilo do centro da esphera, no segundo
problema a que nos referimos ha pouco.

Em resumo, vémos que a Geometria Descriptiva precisa
adoptar um methodo de construcedo que, além de ser de um
perfeito rigor, ndo deizando nada de arbitrario na represen-
lacdo dos dados e resultados de cada questdo, permitta effectuar
todas as operagdes graphicas n'um so e mesmo pluno.

Estas duas vantagens estfo reunidas no meikodo das pro-
Jecgdes ; antes porém, de passar a expdr os principios d'este
inethodo, diremos duas palavras sobre a importancia da Geo-
metria Descriptiva, afim de que o leitor possa bem compe-
netrar-se da importancia do estudo que vamos imprehen-
der.

Importancia da Geometria Descriptiva.—Do que temos
dito, conclue-se que a Geometria Descriptiva € a sciencia-que
permitte representar n'um plano, sem indeterminacdo figuras
situadas no espago e resolver, por tragados sobre o plano, tudos
o0s problemas relativos a estas figuras; ella permicte estudar,
sobre duas projecegdes, todos os accidentes de fxgm e todas
as propriedsdes geometricas, que se poderiaw obseIvar sobre
o proprio objecto, dotado das tres dimensdes..

D’aqui se dedus logo qual é a inportancia d’esta ecien-
cia.— Tanto o ingenheiro, como o ¢ ustructor mechsnico,
e ainda mesmo o architecto, ndo incontram imbarsgo al
gum, quando ella se lhes torna familiar, para nos seus
gabinetes discutirem todos os detalhes dos projectos que ela-
boram. Os seus desenhos definitivos bastam para a execugdo
completa das suas idéas, tdo bem e, muitas vezes, melhor doque
o poderiam fazer os melhores modelos ¢m relevo.— Este alto
erau de utilidade da Geometria Descriptiva, que torna o geu
estudo tio necessario, ndo ¢ a sua unica propriedade caracte-
ristica; os seus methodos practicos ndo poderiam ser ignorados
por artista algum; mas, além d’isso, ella ¢ para o geometra
ums sciencia de investigagio, em toda & aceepgio da palavraj
e, se os meiog de yue ella dispde offerecem, muitas vezes, me-
nos generalidade que os recursos da analy:e, ella gosa, em
evmpensacdo, da immensa vantagem de ferir mais vivamente
a imagineglo, e chegar muitas vezes 80 mesmo resultado,
por methodos mais elegsntes e mais simples.
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kethodo das projeccoes

Representagdo de um ponto.— Como as superficies sdo
compostas de linhag e estas formadas de pontos,— conecluimos
que para covhecer um corpo, ums superficie, on uma linha, é
sufliciente que, por meio dos dados da questdo, se possam achar
todos os pontos que, pelo seu conjuncto, constituem o corpo,
& superficie, ou a linha.

Por conseguinte, a primeira cousa de que trataremos é fi-
xar 8 posigdo de um ponto no espago.

O methodo mais simples para conseguir este resultado con-
siste em considerar doig planos 4 7' e 7' B (fig. 46) que se
cortem.em angulo reeto. Suppde-ge
que um d’elles 7' B & horizontal;
o outro 4 T & entdo vertical. Sua
intercessido L 7' toma o nome de
. linha de terra. Estes dois planos
que se imaginam prolongadosin-
definidamente, em todos os senti-
dos, cortam-ge mutuamente em
duss partes ou regides. A parte
T' B-do plano horizontal, situada
4 frente do plano vertical, chama-
se parte anterior; a parte do mes-
mo plano horizontal, situada pos-
teriormente ao plano vertical, cha-
ma-ge parte posterior. A parte 7'4 do plano vertical, situada
acima do plano horizontal chama-se parte superior; a parte do
mesmo plano vertical, situada abaixo do plano horizontal,
chama-se parte inferior. Os dois planos horizontal e verti-
cal formam entre si quatro angulos diedros, todos rectos, e
cujos nomes sio derivados dos nomes das partes d’aquelles
planos que os comprehendem. Assim o angulo de 4 7"com 7'B
chama-se angulo anlerior superior por ser formado pela parte
anterior do plano horizontsl e pela superior do plano vertical.

(T

O angulo anterior superior designa-se pelas lettras AS.
O angulo diedro verticalmente opposto a este, e formado
pela parte posterior do plano horizontal e pels parte inferior
do plano vertieal, chama-se sngulo posterior-inferior e é de-

e
signado por PZ, O angulo formado pela parte anterior do
plano horizontal e pela inferior do plano vertical, cha-
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o
ma-se angulo anterior-inferior, e designa-se por AI. O an-
gulo verticalmente opposto a este ultimo de que faldmos, e
que é formado pela parte posterior do planc horizontal e pela
superior do plano vertical, chama-se angulo posterior-supe-

: T
rior e designa-se por P S.

Postas estas nogoes, se de um ponto C do espaco baixar-
mos uwa perpendicular C ¢ sobre o plano horizontal TB, o
pé c d’esta perpendicular é a projec¢do horizontal de ponto
C; do mesmo modo, se baixarmos ( ¢/ perpendicular ao pla-
no vertieal A 7', o pé ¢/ d’esta recta é a projecedo vertical do
ponto C; a perpendicular € ¢ ao plano horizontal & & linka
projectante horizontalmente do ponto C; a perpendicular C ¢/
a0 plano vertical € a linka projectante verticalmente do ponto
0.8e econduzirmos um plano pelas rectas Cc e Cd, a figura
CcM ¢! contida n’este plano & evidentemente um rectangu-
lo; além d’isto, como este plano passa por duas recias respe-
clivamente perpendiculares aos planos de projecgdo, pode-
mos concluir que elle é perpendicular a estes dois planos, e
por conseguinte 4 sua intercessdo L 7. Portanto podemos ti-
rir 88 seguintes conclusdes :

1.« A distancia C'c do ponto C a0 plano horizontal 6 egual
4 distancia ¢/ M da sua projecgdo vertical 4 linha-de-teria
i

22 A distancia C¢/ do ponto C ao plano vertical é egual
d distaneia ¢ I da sua projec¢do horizontal & linha-de-terra.

3. Se dss duas projecgdes ¢ e ¢/ de um mesmo ponto C'
do espaco ge baixam perpendiculares ¢ M e ¢/ M 4 linba-de-
terra L 7', estas duas perpendiculares incontram-n’a em um
mesmo ponto M.

4 posiciio no espago de um ponto C ¢ determinada pelo co-
nhectmento das projeccdes ¢ e ¢! deste ponto.— Effectivamente,
0ponto deve achar-se sobre uma perpendicular Cc ao plano
horizontal 7' B, elevada pela projecgdo horizontal ¢, e a uma
distancia egual a M el; logo tomando ¢ C= M ¢/, o ponto C
to ponto procurado. Tambem se obteria o mesmo ponto C
do espaco tomando ¢’ C— M ¢, sobre uma perpendicular ele-
veda, no ponto ¢/, a0 plano vertical 4 7. Finalmente, vimos
que as perpendiculares aos planos 4 7' e B T estio no mes-
mo plano, quando pasgam respectivamente pelos pontos ¢ e
¢; logo ellag cortam-se n’um porto C, de que os pontos ce ¢!
830 a8 prejeccdes, ’

Um ponto & tambem determinzdo pela condicio de es-
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r [ ] £y x C .
tar ‘situade, 80 nesmo tempo, sobre duas rectas, obre tres
planocs, ou sobre uma recta e um plano; e o proprio facto
de.-aspipper ® poticdo de um ponte pelas posicdes das suas
duas projecybes; eguivale & dizer que o ponto estd sobre
doae -rectas réspectivamente perpendiculares sos planos
de projecgfio, e condazidas pelas projecgdes dadas d'esse
posto.

Como se vé, 8té agora, temos considerado dois planos per-
perdicalares entre si, mas dissémos que a Geometria Descri-
ptiva trata de reduzir ss construcgdes a serem executadag
n’umn unico plano; temos pois que procurar executdl-as todas
sobre s folha do desenho ; para chegarmos a esse resultado,
supporemos que o plano vertical 4 7' gira em-torno da linha.
de-terra L T, como charneira, para se rebater sobre o plano
horizontal 7" B, de tal meodo, que a parte superior 4 7" do
plano vertieal assente sobre s parte posterior do plano hori-
zontal, e que a parte inferior do plapo vertical assente so-
bre a parte anterior B T do plano borizontal. N’este movi-
mento ds rotagdo, qus se effectun em-torno da linha-de-terra
L T, eomo charneira, a projeccds vertieal ¢! do ponto C do
espago dercreve um zreo de ecirculo, cujq raio € & perpendi-
cular ¢/ M & linha-dé-terra ; depois do rebatimento do plano
vertical schre o horizontsl, o ponto ¢/ toma & posigdo ¢! so-
bre a recta ¢ M, gue entdo fica no prolongamento de ¢/ M;
vé-se ussim que, depois de effectuado o rebatimento, como
foi dito, ss duus projecgdes borizontal e vertical ¢ e ¢ do
mesmo ponto € do espago, ficam situadas sohre uma recta
¢!, gue é perpendicular 4 linba de-terra L 7. Vé-se pois
gue dois pontos tomados arbitrariamente scbre os dois pla-
nos de projecedo, niio representarfo, em geral, as projeegdes
de um mesmo ponto do espago, e que, por comseguinte : para
que dois pontes ¢ e ¢!, situados um sobre o plano horizontal, e ¢u:
tro sobre 6 plano vertical de projecgdo, possam representar as
projecgdes de wm unico ponto C do espago, é necessario que am-
bos estejam sobre uma mesma perpendicular ¢ ¢l & linha-de-
terra.

Como verificaglo, guando tivermos achado, independente-
mente uma da cuira, a8 duas projecgoes de um mesmo pouto
do espago, ellss devem estar sobre a mesma perpendiculsr 4
livha-de-terra.

Designaremos um ponto no espago por uma lettra maius-
cula, a sua projeccio horizontal pela letira correspoudente
winuscula, e a projecgdo vertical pela mesma lettra minus-
cula com uma plica. Assim o ponto C do espago é aquelle
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que tem para projecgdes horizontal e vertical respeciiva-
mente os pontos ¢ e ¢/ e designa-se por (¢, ¢)-

Olivier segue outra notagdo que ecnvem conhecer, posto
que, por ndo ser mais simples, nem mais clara que a prece-
dente, a ndo adoptemos; designa vm ponio po espage por
pma lettra minusculs, e as suas projecgdes péla mesiaa let-
tra com o indice superior (em forma de expoenie) k ou v, con-
forme se trata da projeccio horizontal ou da vertical.

Como em Geometria Deseriptiva um ponto é determinado
pelas suas duas projecgdes, quundo se diz que wm ponto ¢
dado, deve intender-se que se tem o conhecimento tanto da
projecgiio horizontal como da vertical d’este pomio. De wm
maodo identico, quando se pede para achar um ponto no espa-
o0, intende-se que se pede para achar as duas projecgles, a
horizontal e & vertical d’este ponto.

B’ indispensavel habituarmo-nos & conhecer immediata-
mente & posicdc que um poato oceupa no espaco, quando co-
phecermos as suas duas projecgdes; e reciprocamente & pre-
ciso saber deduzir immediatamente, da posicio conhecida de
um ponto no espago, as suas duss projecgdes.

Vejamos agora quaes s3o as posigdes distinetas que um
pouto no espago pode ocenpar, em relagio aos dois planos do
projecedo, e qual o modo por que sio modifieadas as duas pro-
jeccoes do ponto, para cada uma das posigdes que elle pode
0CCUpAT MO eSpago.

Alphabeto do ponto.— As diversas posigdes que um poufo
pode occupar no espago sio indicadas pelas posigles das suas
duss projecgoes, em relagdo 4 linha-de-terra. Antes de ver
quaes sdo essas posighes, convem sazber que os quatro die-
dros formados pelos dois plancs de projeceio prolongados in-
definidamente tambem siio chamados quadrantes. Assim o an-
gulo anterior-superior constitue o primeiro-quadrante; o an-
gulo posterior-superior é o sequndo-quadranie; o angulo poste-
rior-inferior & o terceiro-quadrante; e o angulo anterior-in-
ferior é o.quarto-quadrante.

Postas estas nogles, vejamos quses sfo as posigdes dis-
tinetas de um ponto no espago em relagic aos planos de pro-
Jeegio.

1.2 O pounto pode estar n'um dos quatre angulos diedros fox-
mados pelos planos de projecgiio (isto é, pode estar n'um dos
quatro quadranies). Quundo o ponto estd no primsiro gua-
drante, é represeniado evidentemente com a projecgdo verti-
cal seima da linha-de-terra e com a projecgdo horizoatal abai-
0 da mesma linhaj tal é o poato (¢, ¢/) da fig. 1. Se o ponto
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estd no segundo quadrante, e se attendermos a0 modo por que
se faz o rebatimento do plano vertical sobre o horizontal de
projecgdo (ficando a parte superior do plano vertieal sohco g
parte posterior do plano horizontal), facilmente comprehende-
remos que tanto a projecgdo horizountal como a vertieal do
ponto estario, n'este caso, acima da linha-de-terra ;€ 0 que
succede a0 ponto (n, n') da fig. 1. Se o ponto, no espago, est4
no terceiro quadrante, facilmente se percebe gue depois do
rebatimento do plano vertical sobre o horizontal, a projeceio
horizontal fica acima da linha-de-terra e a projecedo vertical
abaixo, como succede a0 ponto (0, 0') da mesma fig. 1. Final-
mente, se o ponto estd no quarto quadrante, & evidente que
tanto a sua projecgfio horizontal como a vertical ficam abaixo
ga linha-de terra, como se vé para o ponto (p, p’) da mesma

e by

2.2 Um ponto assim situado no interior de um dos quatro
quadrantes, pode, n’esse quadrante, ter uma posiedo especial,
distando egualmente dos dois planos de projecciio (isto &, es-
tando sobre o plano bissector do diedro em que esté situado)

)

n’este caso & evidente que as projecgbes do ponto distam
egualmente da linha-de-terra ; o pouto (d, d') da fig. 1 é um
ponto do primeiro quadrante e que est4 situado sobre o plano
bissector do diedro anterior saperior ; s6 mudarmos a plica

para a projecgio horizontsl, as projecedes representario, co-
mo em (f, f'), um ponto situado sobre o plano bissector do ter-
ceiro quadrante (isto &, do angulo posterior-inferior), e que é
o prolongamento do plano bissector do angulo anterior-supe-
rior ; se 0 ponto estd situado no plano bissector corresponden-
te a0 segundo quadrante, é evidente que as duas projecgies
(horizontal e vertical) se confundem n'um ponto uaico acima
da linha-de;terra, e este ponto unico designa-se entdo pelas
duas lettras correspondentes &s duas projecgbes, como em
(e, €'), fig. 15 se finalmente o ponto ests no plano bissector do
diedro anterior-inferior (isto ¢, do quarto quadrante), as suas
duas projecedes confundem se n’am unico pouto eollocado
abaixo da linha-de-terra, e que s& designa pelas duas lettras
correspondentes 45 duas projecedes do ponto no espago; 60
que suceede ao ponto (g, ¢/) da fig. 1.

3. Se o ponto est4 sobre a linha-de-terra, confunde-se com
as suas duas projecgdes; é o que succede ao ponto (m, m') da
fig. 1.

g4.° Se o ponto estd situado sobre um dos planos de projee-
¢do, elle é projeceiio de si mesmo sobre este plano, estando
evidentements a outrs projecgiio sobre a linka-de-terra. Se,
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pleste caso, o ponto estd sobre a parte anterior do plano ho-
rizontal, elle & representado como em (h, h') da fig.1; se estd
na parte posterior do plano horizontal, tem a projeccdo ho-
rizontal confandida com elle proprio acima da linha-de-terra
¢ a projecgo vertieal na linha-de terra; é o que succede 50
ponto (2, ¢') da fig. 1; se o ponto estd na parte superior do pla-
10 vertical, tem a projecedo vertical confundida com elle pro-
prio acima da linha de-terra e a projeceio horizontal sobre
aquella linha, como succede ac ponto (k, k') da fig. 1 se o pon-
fo esth ne parte inferior do plano vertical, é representado
como em (7, ') da fig. 1.

Em resumo, vemos que um ponto pode occupar no espacgo
freze posi¢Oes motaveis, bem distinctas, em relagfio aos dois
planos de projecgfo; quatro d’estas posigdes correspondem
a0 1.0 caso, quatro 80 2.° uma ao 3.%, e quatro ao 4.0 caso.

Representacdo da linha recta.—Imagine-se que se baixam
perpendiculares de tedos os pontos de uma recta sobre o pla-
po horizontal; cs pés d’estas perpendiculares siio, como se
disse, a8 projecgdes horizontaes dos differentes pontos da re-
cta, e & linha que os une a todos é a projecedo Rorizontal da
recta. Como todas estas perpendiculares estéio n’um nnico pla-
no, passando pela recte, e perpendicular ao plano horizontal
de projeccdo, podemos dizer que a projecgiio da recta é a in-
fercessGio do plano de projecedo com wm plano que the é perpen-
dicular e passa pela recta. Como isto mesmo é verdadeiro
para qualquer plano de projecciio, podemos dizer que a pro-
jecglio de uma recta é outra recta.— Se quizermos pois ter as
duas projecgdes de uma recta, nfio temos mais que conduzir
por elia, planos respectivamente perpendiculares acs planos
de projeceiio, e procurar a intercessio d'estes com aquelles.

D’estes planos que, passando pela recta, sfio respectivamen-
te perpendiculares aos planos de projecgio, chama-se plano
projectante horizontalmente da recta o que é perpendicular ao
plano horizontal, e plano projectante verticalmente da recta o
que & perpendicular ao plano vertical de projecgéo.

D’esignaremos uma recta no espago pelas lettras maiuscu-
las de dois dos seus pontos & as projecgdes da recta pelas
lettras correspondentes 4s projecgbes d’estes dois pontos; as-
sim & recta 4 B no espsco é aquella que tem para projeec-
gbes horizontal e verticsl respectivamente as rectas abe
b e serd em geral designada por (ab, a/ ). Estes dois
pontos serfio, na maior parte dos casos, os dois pontos em que
a recta incontrs ‘s planos de projecedo, e que efio chama-
dos o8 tracos da recta w'aquelles planos, designando-se por
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irage verlical o ponto em que a recta incontra o plauo
fiesl, @ por iraco horizontal da recta o ponto em que ella atra-
vessa ¢ piapo borizontal.

Rinites vezes & msis simples adoptar a notagfio de Olivier,
designande uma reeta no espaco por uma lettra maiusculs e
a8 suas projeceoes horizontsl e vertical pela mesma lettra,
com o indices superiores b on v, em férma de expoente.

As duas projecedes de uma recla definem a posi¢iio da rectq
no espago.— Com cffeite a reeta no espaco ¢é a intercessiio de
dois planos passando um pela projecgfio horizontal, e outro
pela projecgsio vertical da rects e sendo respectivamente per-
pendicalares a0 plano horizontal e 2o vertical de projeccio;
de modo gue dizer que uma recta ¢ dada pelas suas duas
projeeces, equivale realmente a dizer que ella satisfaz 4 con-

do de existir sobre dois planos determinados, sendo por
conseguinte s sus intercessiio. Uma recta tamabem & definida
por dois £os sens pontos, visto que estes nos fornecem dois
pontos de eada projeceiio. Bm gerzl estes dois pontos silo os
iracos da rects, como ja se disse.

fiegras a_observer ma maneira de represenfar as rectas nos
desenfios.— ' conveniente estabelecer algumas regras; de
constante applicacio, no tragado das figuras da Geometria
Deseriptiva. Sendo os desenhos destinados a representara
forma dos objeetos, é neeessario que as diversas linhas dles-
ses deeenhos sejam tracadas por modo que tornem bem /egivel
0 desenho, de maneira que se perceba facilmente a situagio
relativa das differentes partes do ohjecto representado, dis-
tinguindo-se com facilidade as partes d’elle que sdo visiveis,
das que sio cecultas, para o observador que se suppde em
geral no 1.° quadrante, olbando para o chjecto segundo uma
perpendienlar ao plano de projeecdio e collocado a uma dis-
tapcia infinita d'esee objecto ; & mais necessario qne nos de-
senhos s distingam perfeitamente os dados e os resultadosde
cada problema das linhas gue 86 foram ewpregadas como au
xilinres para obter esses resuitados.

Posto isto, apontaremos us seguintes repras:

1.2 Chamam-ge linkas principaes as que representam os da-
dos ou s resuliados de um problema; estas linhas podem ser
visiveis on dnvisivels; no primeiro easo serfio representadas
por um {raco cleio e continuo nas suas projecedes; no segun-
fo eago serdo ponfuadas (isto é, representadas por pontos re-
CONsGoE ),

2.0 Chamam-se linhas avxiliares aquellas que, apezarde nio
serem principaes, desimpenham ecomtudo ns figura um papel
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importante ; ellas sio representadas por linkas miztas (isto €,
formadas de pequenos tragos, separados zafre si pow wm, dois,
tres, ou mais pontos redondos).

3. Chzmam se linhas de construcgén wa de projecedn as qus
desimpenham na figura um papel pouve importante, stppon-
do se mesmo que ellas nfo existem ; #fo representadas por
linhas de trago interrompido ou linhas inferrompidas (isto &,
formadas de pequenos tragos mais curtcs e mais finos que og
das linhas mixtas). Estas differentes especies de linhas estio
representadss na fig. 47. S6 resta saber
como se distinguem as linhas ou partes
de linkas principacs que sfo visiveis e re-
presentadas por trago cheio, das que sdo
invisiveis e representadas por linhas pon-
tuadas. Como dissémos, imagina-se, quan- Fig. 4T
do se trata da projece¢éio horizontal, que o
observador estd collocado acima do plano horizontal, 4 fren-
te do plano vertical, e a uma distancia infinita do plano he-
rizontal. Do mesmo modo, suppde-se que a projeccio verti-
cal é vista por um observador collocado a uma distancia in-
finita, sobre uma perpendicular ao plano vertical, elevada pa-
1a deante d’este plano e acima do plano horizontal. Postas
estas convengdes, é facil de comprehender que se suppord im-
visivel toda a linha ou por¢do de linha situada quer atraz do
plano vertical, quer abaixo do horizontal, quer uma e outra
coisa; e uma tal linha ou porgdo de linha serd representada
como dissémos nas suss projecedes por pontos redondos.

Do mesmo modo, quando, como dado on resultado de um
problema, se suppée um plano realmente existente, tada a li-
nhs ou porgfio de linha que fiear incoberta pelo plane em
quest2o, para o observador, collocado como suppuzemos, serd
suppoeta invisivel e representada & pontos redondos, comtan-
to, porém, que ella seja uma linka principal do desenho, vis-
to que as linhas auxiliares e as de construegdio sio suppostas
sem existencia real.

Antes de passarmos a estudar quaes sio as posigSes distin-
ctas que uma recta pode occupar no espaco em relsc¢io sos
dois planos de projecgiio, 6-nos necessario ensinar a resolver
0 problema seguinte, afim de poder differengar as partes vi-
siveis e invisiveis de uma dada recta.

Problema I. Achar os tragos de uma recta de que se conhe-
cem as duas projecgdes. — Seja D a récta dada (fig. 2), cujas
projecgdes conhecidas sfio a b e a/ b. Como o trago vertical da
reta ¢ um ponto commum 4 recta e ao plano vertical, elle




deve ter a sus projeccio horizontal, 10 mesmo {empo, sobre
% pr ¢fio horizontal da recta e sobre a linhu-de-terra; lo-
20 essa projeccio horizontal estard no ponto a em que a pro-
jecglo horizontal da reciz inconira a linka-de-terra L T @
como consequencis, o traco vertical procurado estard Ju per-
pendienlar a ol & lint s-teris g e como pot outro lado elle
ha-de estar na projecgdo vertical da recta, & & deixer
de estar no pouto a/ em que esta projeced outra & reela
a al.

Por conseguinte, para ter o trago vertical de uma recty
dads pelas suas projecedes, basta prolongar a prjecedo ho-
rizontal até. & linka-de-terra, e pelo ponto de tncontro das duas
wltimas linhas, levantar wma perpendicutar & linha-de terra,
até que essa perpendicular vd incon!rar a projecgio verlical da
recta dada, w'um ponto al, que é exactamente o trago vertical
pedido.

Como o traco horizontal da recta é um ponto commum d
rects € ao plano horizontal, elle deve ter a sua projecglo
vertical 20 mesmo tewpa, sobre & projeccio verticel du re.
cta e sobre a linha-de-terra; logo & projeccdo vertical do
traco horizoztal da recta estard no pouto 0/ ¢ o proprio trago
horizontsl esterd n’um ponto quelquer da recta U b perpen-
diculur 4 linha-de-terra; como por cutro lado o trago hori-
zontsl deve estar sobre a projeceio horizontal da rects, nio
pode deixar de incontrar-se 1o ponto b, em gue a prejeceo
horizonial a b incontra & perpesdicular 00/ 4 lisha-de-terra,
Por cosseguinte podemos estabelecer a segulnie resra pard
determinar o trago horizontal de vma re ada pelas BuAS
duas projeccdes: prolongue-se a projecgdo vertical da recta dada
até incontrar a infa-de-terra, e pelo ponio de incontro levante:
se uma perpendiwular & mesma linka-de-terra ; esta perpendicu-
lur prolongadd inconlrard a projeccdo horizoutal da recta dada
wum ponto, gque serd o lrago horizontal pedido du mesma e
cla.

Reciprocamente, se fossem dados os dois trao:
wina rects, serfa facil coneluir d’uhi as suas proje
«Hsito, o ponto al pertence 4 propris recta, logo a
culer ala 4 linka de-terre dard um ponto du projeceis hort

o8 al ebde

serpeodi-

¢0es. Com
I

geu traco horizontal b, nio hi duvida que a b € a pegjet(do
horizontal Gu reeta; do-wesmo wodo, como 6 pouto b pertence
4 reeta cujas prejecgdes procuramos, 6 évidente gque projés
ctando b em b sobre a linha-de terra, a projecedio vertical
ds rectu paseard por o, ¢ como tambem passy eyideniemenlo

zontal da recta, ¢ c¢omo, p vo lado, & recta passa pelo
g
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pelo trsco verbical a/ da recta, ndo ha duvida que serd al ¥
psea projeecio vertical.

Ii' evidente que, sendo a recta parallela a um dos planos
de projecgiio, nia existe o trago correspondente s esse plano.
Assim se vé na fig. 3 que,sendo a recta dada D parallela ao
plano horizontsl, tem s6 o trago vertical ; sendo a recta da-
da D parallela ao plano vertical (fig. 4), s6 existe o seu tra-
¢o horizontal b.

Se a recta fOsse ao mesmo tempo parallela ao plano hori-
sontal e ao vertieal, e portanto 4 sua intereessfio on lnha-
de-terra, nenhum dos traccs existiria; é o (ue sueeede 45 re-
etas D das fig. 5, 6 e 8. Aconsalbamos o leitor a exereitar-se
em proeurar os fracos de reactas dispostas de differentes mo-
dos.em relaclo aos dois planos de projecgio, como se vé nas
fig. 2, 3 e 4, tendo sempre em attenedo a regra estabeleeids.

Passemos agora s estudar as differentes posigdes que uma
reets pode tomar em relagio aos dois planos de projecgio.

Alphabeto da recta.— Uma recta no espago pode apresen-
far um grande numero de pogigdes distinctas em relaglo 2os
dois planos de prajecedo; e essas posigles sio expressas, 20
mesmo tempo, pelas posicdes das duas projecedes em relagio
& linha de 'a, e pela maneira por que é feita a sua pon-
tunedo. Vejamos quaes sdo essas posigdes distinetag:

1o Pode a recta ser obliqua aos dois planos de projecciio.—
N'este caso pode o segmento da reeta, comprehendido entre
o3 dois tragos, estar mo 1.%,°2.%, 80 ou 4.° quadrante, e tere-
nos assim as quatro disposigdes differentes que se ucham ve-
presentadas na fig. 2. E’ facil estabelecer a pontuagios; para
arecta que estd mo 1.0 quadrante, e que é a primeira da fig. 2,
§ evidente, gue no ponto (a,a') ella atravessa o plano vertical
eno ponto (b,0/) atravessa egualmente o plano horizontal ; por
corsaguinte o segmento (a b, al b') é visivel, porque fiea no 1.0
quadrante, & por isso esse segmento 6 representado a fraco
theio nas ‘suas projecedes; as outras partes indefinidas da
teofa, ficando uma atraz do plano vertieal, e outra abaixo
fo plano horizontal, séic invisiveis e por isso mesmo as suas
pwjegdes indefinidas so representadas a linka pontnada.

Do mesmo modo s8 percebs a pontuseds que convem adop-
lar para a3 oufras tres posigdes representadas na fiz, 2. Ve-
jimos agora eomo, pela simples pontuagio, podemos eonhacer
qual é a projecedo horizonial e qusl & a vertieal; conside-

nndo 8 qnarta recta da fie, 2, 04z vemos que ahi & parta da re-
s 4 esquerda do ponto (D, b') esid representada a trago oheio,

donde eoncluimes immediatsmonte que gssa poreldo indefini
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da de recta estd no 1.° quadrante, e portanto a projecgio que
éit4 acima da linha-de-terra é a projecgdo 7ertical, e & que
esté abaixo é a horizontal, d’onde se conelue tambem, atten.
dendo a regra indicada para achar os tragos de uma rects,
que o ponto b é o trago horizontal e o ponto a/ o trago verti.
cal; do mesmo modo se procederia para as tres primeiras re.
ctas representadas na fig. 2, determinando-se sempre com fa-
cilidade a direcgdo da recta. .

2.2 Pode a recta ser parallela ao plano horizontal; a pro-
jeccio horizontal da recta pode entdo ser qualquer, masa
projecgdo vertical tem que ser parallela & linha de-terrs,
visto que todos os pontos da recta estdo 4 mesma distancia
do plano horizontal.

A recta pode n’este caso ter tres posicdes, visto que pode
estar acima do plano horizontal, n'este plano, ou abaixo d’el-
le; estas tres posigdes estio representadas na fig. 3, onde
a pontuacdo € bem facil de perceber, segundo o que temos
dito até aqui.

8. Pode a recta ser parallela ao plano vertical de projec
¢lo; a projecedo vertical da recta pode entio ser qualquer
mas a projecgdo horizontal tem que ser parallela 4 linba-de-
terra, visto que todos os pontos da recta estio 4 mesma dis-
tancia do plano vertical. A recta pode n’este caso ter tres po-
sigées distinetas, visto que pode estar adeante do plano ver-
tical, n’este plano, ou atraz d’elle; estas tres posigdes estdo .
representadas na fig. 4, em que facilmente se comprehenderd
a pontuagio.

4.0 Pode a recta ser ao mesmo tempo parallela aos dois pla-
nos de projecgdo, e por consequinte ¢ linha-de-terra; entiio am-
bas as projecgdes sdo parallelas 4 linha-de-terra, visto quea
recta tem todos os seus pontos 4 mesma distancia do plano
horizontal, distando tambem todos egualmente do plano ver-
tical. N’este caso, a recta pode ter nove posigdes distinctasa
saber: quatro correspondentes aos quatro quadrantes; quatro
quando’ ella se acha na parte anterior ou posterior do plano
horizontal, ou na superior ou inferior do plano vertical ; una
quando se acha confundida com a propria linha-de-terra. As
quatro primeiras posicdes estdo representadas na fig. 5,as
quatro segundas posigdes na fig. 6, e a ultima na fig. 7. Po-
demos observar que estas nove posigies sdo correspondentes
4s move posigdes do ponto, representadas na fig. 1 em (c, o),
(n, nl), (0, 9), (p, P), (h, H'), (3, %), (k, k), (¢, ¥), (m, m)i
® por isso, para representar estas nove posicoes da rectd
basta n’aquella figura relativa ao ponto substituir os ponfos
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por linhas rectas parallelas 4 linha-de-terra, tendo em atten-
¢iio 8 pontusagio. g

Se ainda n'este easo, & recta estiver sobre o plano bisse-
ctor do 1.° & 8.2 quadrante, as suas projecgdes serdo distin-
otas ¢ egualmente dietantes dx linha-de-terra, visto que a re-
cta dista entdo egualmente dos dois plauos de projecgio; 8¢
a recta estiver mo plano bissector do 2.° e 4.° quadrante,
entio 25 suas duas projec¢des confundem-se n'uma 80, situa-
do acima da linha-de-teira, se a recta estd no 2.° quadrante,
ou sbsixo, se a recta estd no 4.° As duas ultimas posi¢des par-
ticulares estdio representadas na fig. 8.

5o Pode a recla ser perpendicular ao plano hortzontal.—
Neste eago, & projecgdo horizontal da recta reduz-se a um
ponto que ¢ o seu trago horizontal, e a projecgiio vertical re-
duz-se a uma recta perpendicular 4 linha-de-terra, pois sen-
do a projecgio vertical a intercessilo do plano projectante
verticalmenta da recta e do plano vertical, e sendo n’este ca-
so estes dois planos perpendiculares 2o plano horizontal, é
evidente que aquella intercessio & perpendicular ao plano ho-
rizontal, e por consegninte 4 linha-de-terra que existe n’este
plano. Pode n'este caso a recta ter tres posicdes distinctas,
conformme estd adesnte do plano vertical, n’este plano, ou atraz
d'elle. Estas tres posigdes estfo representadas na fig. 9.

6.0 Pode a recta ser perpendicular ao plano vertical.— Nes-
te caso & a projecgdo veriical da recta que se redos a um ponto
emtanto que a projecciio horizontal & perpendicular 4 linha
de terrz. Pode, n'este case, a recta ter ires posigdes conforme
esth acima do plano horizontal, n’este plavo, on abaixo; es-
tas tres posigoes estdo representadas na fig. 10.

7o Pode a recta ser perpendicular & linha-de-terra ; n’este
caso, as dums projecgdes confundem se em uma unica linha
perpendicular # ‘inha-de-terra, pois é evidente que n’este
easo os dois 108 projectantes se confundem n'um unico
plino, que, passando pela recta e sendo vertical, é perpen-
dicular » linha-de-terra e portanto intercepta os dois planos
de projecegio, segundo rectas perpendiculares & linha-de-ter-
13, ¢ que se incontram no mesmo ponto d’ella, 88 quaes
por conseguinte se confundem n'uma unica recta, quando se
rebater o plano vertical sobre o horizontal.

_ Neste caso excepcional, j& ndo sio sufficientes 2s duas pro-
jecgdes da recta, para determinarem a sua posigdo no espa-
05 e, para que a recta seja completamente determinada, &
preciso que sejam dadas as projecgdes de dois dos seus pon-
tos. N'este caso pode & recta ter qualro posigdes distinetas,

D —
= o s g

e —
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conforme a parte d'ells comprehendida entre os tragos estf
no 1.0, 2.2, 3.2 ou 4 ° quadrante; estas quatro posigdes acham-
8¢ representadas na fig. 11.

8.2 Pode a recta incontrar a linha-de-ferra; n'este eago,
ambos os tracos da recta estio no ponto em que ella incon-
tra a linba-de-terra; e pode suceeder que as duss projeccoes
da recta fagam angnlos agudos eom a mesma poredo da linha-
de-ferra, estando uma das projeccdes acima e outra abaixo
da mesma linha, o que suceederd quando a rects atravessar
0 1o e 3.° quadrante; se as projecedes formam angulos agu-
dos com 88 duas partes da linha de terra, a reeta atravesss
0 2.2 e 4.0 quadrante ; estas duas posi¢des estdo representa-
das nas fig. 12 ¢ 13; se na primeira d'estas posicoes os an-
gulos agudos siio eguaes, a recta estd no plano bisseetor do
1. e 3.2 quadrante ; se, na segunda destas posigdes, as pro-
jecedes se confundem n'unma s6 recta, & porque a recta no
€spago afravessa 0.2.° e 4.° guadrante, e existe no plano his-
sector d’estes dois diedros; este caso partieular eat4 repre-
sentado na fig. 14.

9.0 Pode a recta incontrar a linha-de-terra e ser-lhe perpens
dicular ; n’este easo, 6 bem evidente que a8 duas projecedes
da recta ge confundem em uma unies recta perpendicular 4
linha-de-terra, visto que os doig planos projectantes se con-
fundem, n’este caso particular, em um unico plano que, sen-
do 40 mesmo tempo perpendicular ao0s dois planos de projee-
cdlo, é perpendicular 4 sua intercessdo, isto ¢, 4 linha-de-
terra ; para que, n’este caso, a recta no espaco, fique deter-
minada, ¢ indispensavel que se conhegam as duas projeccdes
de um dos seus pontos, differente d’aquelle em que ella in-
contra a linha-de-terra; este caso acha-se representado na
fig. 15.

Do que temos dito, conclue-se que duss veetas quaesguer
obliquas & linha-de-terra podem SeMpre 8i. Hr-se projecedes
de uma recta no espaco, a qual seria a i. iercessdo de dois
planos, passando pelas vectas dadas. e respectivamente per-
pendiculares aos planos de prejeegdo. Quando as duas pro-
Jeecdes sdo confundidas n’uma unica recta perpendicualar &
linha-de-terya, segue-se, segundo o que diseémos, que a recta
Do espaco € indeterminads,

Quando uma das projecedes & perpendicular 4 linha-de-ter-
r3, a outra reduz se a um poxto.

Quando ambas as projeccoes sio perpendiculares 4 linha-
de-terra, devem incentrar esta n'um unico ponto.

Duas rectas situadas no e8pago pedem estar ou nfo no
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mesmo plano; no primeiro caso podem incontrar-se ou ser
parallelas. Se as rectas se incontram, as suas projecgdes in-
contram-se egualmente, € 0 ponto de incontro das projecgdes
Lorizontaes deve estar na mesma perpendiculur & linha-de-
terra com 0 ponto de incontro das projecgdes verticaes.

Reciprocamente se as projecgdes borizontaes e as verticaes
ge cortam respectivamente em dois pontos, situados na mesma
perpendicular & linha-de-terra, isso indica-nos que a8 duas
rectas 8€ cortam no espago € estdo portanto no mesmo plano.

Se duas rectas sio parallelus, as suas projecgoes sfo
respectivamente parallelas, visto serem parallelos os planos
projectantes correspondentes. Reciprocamente, quando as pro-
jecgdes do mesmo nome sdo paralielas, as rectas sdo paralle-
las no espaco, porque, sendo entdo os planos projectantes pa-
rallelos dois & dois, o mesno succede 4s suas Intercessoes que
sio, como se sabe, as rectas no espago. Se duas rectas nio
se incontram no espa¢o, o ponto de incontro das projecgdes
horizontaes ndo estd com o ponto de incontio das projecgdes
verticaes na mesma perpendicular & linha-de-terra.

Reciprocamente, quando as projecgdes de duas rectas se
corsam respectivamente em pontos ndo situados na mesma
perpendicular 4 linha-de-terra, as rectas nfo se incontram no
E8PACO.

Quindo duag rectas sfio perpendiculares & linha-de-terra,
48 deas projecgdes de cads uma d'ellas sio perpendiculares
dquella linha e confundem-se n’uma 86 recta; d'onde se se-
gue que, mesmo que &8 rectas no espago nio sejam parallelas,
sempre as suas projecgdes o 80 ; portanto, n’este caso, para
assegurar o parallelismo das rectas no espago, ¢ preciso re-
correr & outro meio.

Para melhor compreheuder o que vamos expor; julgamos
muito conveniente fazer acompanhar a figura que represen-
ta as projecgoes das duas rectas, por outra figura em gue
estas slo representadas em projecgdo sobre um plano per-
pendicular & linha-de-terra.

As lettras eorrespondem-se nas duas fizuras, de modo que
facil & comprehendél-as. Sejam 4 B e C D (tig.42), as duas
rectes que além de serem perpendiculares d linha-de-terra séo
parallelas entre si; tomemos sobre & primeira dois poutos 4 e
B projectados em (a, a/) e (4, /) e scbre a segunda dois pon-
tos C e D projeciados em (c,c) e (d, d/); tiremos a8 hori-
zontaes dos poatos B e D ¢ as verticaes dos pontos 4 e C; for-
mam-ge assim o8 dois triangulos rectangulos Ao B e Col D
que ddo: Bo:do:: Dol iCol ou ab:alll:i:cd:oddl
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que é uma condigfio necessaria para que as rectas sejam pa.
rallelas. E reciprocamente, se aquella relagio tiver logar
para duas rectas cujas projecgdes sejam perpendiculres § li-
nha-de-terra, essas duas rectas serdo parallelas; pois; cons-
truindo os dois triangulos rectangulos de que faldwmos, elle
serfo similhantes por terem cada um, um angulo recto e os
lados adjacentes proporcionaes; como os cathetos d’esses
triangulos rectangulos sdo respectivamente parallelos, o meg-
mo succederd 4s hypotenusas que sfo segmentos das duag
rectas no espaco.

Representacao das linhas curvas.— E’ conveniente saber
como, em Geometria Descriptiva, se representam as linhag
curvas.

Imaginemos uma curva no espaco; se de todos os seus
pontos, imaginarmos perpendiculares ao plano horizontal, os
pés d’essas perpendiculares, n'este plano, unidas por uma li-
nha continua, darfo em geral uma linha curva, que é & pro-
jeeedo horizontal da curva no espago.

E’ evidente que as perpendiculares de que falamos formam
uma superficie eylindrica ou o cylindro projectante horizontal-
mente da curva; e como se vé, a projeccio horizontal da cur-
va ndo é mais que a intercessiio d’este cylindro com o plano
horizontal de projeccio.

Do mesmo modo tirando pelos differentes pontos da curva,
no espacgo, perpendiculares ao plano vertical, férma-se o ¢y-
lindro projestante verticalmente da curva, cuja intercessio com
o plauno vertical de projecg¢io constitue a projecegdo vertical
da curva considerada. A curva no espago pode pois conside-
rar-se como a intercessfio dos dois eylindros projectantes;e
bastam as duas projec¢des de uma curva para que ella fique
determinada, visto que as duas projecgdes ‘determinam 03
dois cylindros de que a curva é intercessio.

E’ muito facil achar os tragos de uma curva dada pelas
suas duas projecgdes, isto é, achar os pontos em que a cur-
va no espago atravessa os planos de projecgdo. Pois, em vista
de razdes perfeitamente identicas dquellas que nos serviram
para determinar os tragos de uma recta, basta para ter o3
tragos verticaes de uma curva procurar os pontos em que &
projecgdio horizontal corta a linha-de-terra e por esses pon-
tos levantar a esta linha perpendiculares que irfio cortara
projecgdo vertical da curva em pontos que serdo os tragos
pedidos. Identicamente, para ter os tragos horizontaes, levan-
taremos perpendiculares 4 linha-de-terra pelos poutos em
que ella é incontrada pela projecgiio vertical da curya e es-
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tas perpendiculares incontrardo a projec¢io horizontal da
mesma curva nos pontos pedidos.

Notaremos comtudo que, por este meio, acharemos muitas
vezes pontos que realmente nfio serdo tragos da curva; mas
em geral, nio serd difficil distii: uir d’entre 0s pontos acha-
dog, pela eonstrucgfio indicada, quaes sfo realmente tragos
da eurva dada.

Representagao do plano.— Um plano pode ser definido por
tres pontos, por duas rectas que se cortem, por duas rectas
parallelas, por uma recta e um ponto; mas, em Geometria
Descriptiva, escolhe-se em geral para determinar um plano
duss rectas particulares que sflo zquellas segundo as quaes
o plano corta os dois planos de projecgdo e que se chamam
tragos do plano, e & claro que os dois tragos (o vertical e o
horizontal de um plano) cortam a linha de-terra n’um unico
ponto que é o ponto em que aquella recta incontra o plano.
E'muito simples o systema de fazer a designagio de um
plano por uma lettra maiuscula, por exemplo, P ou Q, desi-
gnando o traco horizontal do plano pela lettra H com o ex-
poente P ou @ e o traco vertical pela lettra ¥ com o expoen-
te P ou @ serd assim que designaremos em gersl os, planos
representados nas nossas figuras.

Alphabeto do plano.— Vejamos quaes sio as posicoes dis-
linctas que um plano pode occupar, em relagio aos planos
de projacedo.

Le Pode o plano ser obliquo aos dots planos de projecio e
neste caso ha a distinguir duas posi¢des, segundo os tragos
fazem angulos agudos com a mesma parte ou com partes dif-
ferentes da linha-de-terra (fig. 16).

2° Em qualquer d’estes dois casos, pode succeder que os
dois tragos fagam angulos egnaes com a linha-de-terra; e n’es-
to cago se os angulos sio feitos com partes differentes da li-
nha-de terra, os dois tragos confundem-se como se vé na
fig. 17

3° Pode o plano ser perpendicular ao plano horizontal ;
neste caso o seu trago vertical sendo a intercessio de dois
plinos perpendiculures 2o plano horizontal, é uma linha per-
pendicular a este plano, e portanto 4 linha-de-terra (fig. 18).

42 Pode o plano P ser perpendicular ao plano vertieal ;
neste caso vé-se como no caso antecedente que o frago bori-
zntal do plano serd perpendicular 4 linha-de-terra (fig. 19).

be Pode o plano P ser perpendicalar 4 linha de-terra; os
seus tracos merfio ambos perpendiculares dquella liuha, e de-
pois de rebatimento do plano vertical sobre o horizontal con-
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fundir-se-hio n'uma &6 linha perpendicular 4 lisha-de-terr
(fig. 20).

6.° Pode o plano P ser parallelo ao plano vertieal; n'este
caso, 0 sen traco vertieal nin existe,ou, 0 que ¢ 0 meamo, es.
t4 sitngdo a uma distaneis  ofinita; o reu trago horizontal é
entfio parallelo & linha-de-terra,

O plano pode n'este easo ter duas posices, conforme esth
adeante ou atraz do plano vertical (fig. 21).

7.2 Pode o plano ser parallelo ao plano horizontal; entioo
seu trago horizontal nfo existe, ou antes, est4 sitnado no in.
finita; o sen traco vertieal é parallelo 4 linha-de-terra;o
plaro pode ter duas posicdes conforme estd aeima ou abaixo
do plano horizontal (fig. 22).

8.0 Pnde o plano ser parallelo & linha-de-terra ; n'este eago
os seus tragos sdo parallelos 4 linha-de-terra; po's, se assin

‘pAo {0sse, esta ineontraria o plano, o que & contrario 4 hy-
pothese. O plano pede ter quatro posigbes bem distinctas,
conforme a porgio, comprehendida entre os dois tragos, esth
no primeiro, segundo, terceiro, ou quarto quadrante (fig. 24),

9.0 Pade na ultima hypothese, o plano ter egual'inclina
¢io sobre os dois planos de projecgilo; n’este caso, se a por-
¢io comprehendida entre os tragos estd no primeiro ou fer-
ceiro quadrante, os dois tragos ficam a egual distancia dali-
nha-de-terra e de um lado e outro d’ella; se a porefo dopla-
no comprehendida entre os tracos estd no segundo ou quarfo
quadrante, os dois tragos confundem-se n'um 86, acima ou
abaixo da linha-de terra (fig. 25).

10.° Pode o plano passar pela linha-de-terra; n’este caso,
os seus dois tracos confindem-se n'aquella linha e nfo sdo
sufficientes para determinar o plano.

Para que elle fique completamente determinado, ¢ neces:
gario que se conhegam as projecedes de um dos sens pontos
que serd designado pela lettra minuscula correspondente f
Jettra mainscula com que se designa o plano. Este plano po-
de ter duas posi¢Oes, conforme atraveesa o primeiro tercei-
ro quadrantes on o segundo e guarto (fig. 23).

11.°c Pode o plano ser um dos proprios p'anos de prajec-
cfio; n'este easo ainda passa pela livha-de-terra, e o ponfo
dado para definir a posi¢io do plano tem sua projeceiio so-
bre a linha-de-ferra.

Vemos pois que uma recta e um ponto sempre sio aufi-
cientes para determinar um plano, emtanfo que 08 SCU
dois tragos nem sempre hsstam pars definir a sua posiciono
€3pago.
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Em resume, podemos concluir que uma reeta no espago po-

de oceapar quarenta e tres posi¢bes em relacfio aos dois pla-
nos de projecedo. Com effeito vimos que no 1.° easo, ella po-
dia ter 4 porigdes ; no 2.°, podia ter 3; no 3.°, tambem 83 no
4.9 pode, cowio se vin, apresentar 18 posicdes contando aghel-
les e que estd p’um dos planos bissectores; no 5.9, pode
ter 3 posicdes ; no 6.° curo, tumbem pode apresentar 3 posi-
oes 3 1o 7.0 caso, & recta pode ter 8 posigSes se contarmos
as 4 correspondentes uos casos em que é perpevdicular aos
plenoy bissectores; no 8° pode apresentar 4 posicdes; e no
.0, pode upresentar 2. Ao todo, 43 posigdes distinctas.

Um plino pode no espugo cccupar vinte e tres posigoes dig-
finctzs, ew relaglo aos planos de projeccdo ; com effeito, no
Lv caso, pode oceupar 2 posi¢des ; no 2.° caso pode ter tam-
bem 25 no 3.° cago, pode ter 1 posiglo; no 4-°, tambem 1;
10 5.°, tambem 15 no 6.2, pode ter 2; no 7., tambem 23 no
80, pude ter 45 no 9.0, tambem 45 no 10.°, pode apresentar
2 posiges ; e no 11.2, tambem 2. Ao todo, 23 posigdes distin-
ctas.

Poetas estas nocdes, nenhuma difficuldade poderemos achar

el representar, por weio das suas projecedes ou dos seus
gos, um porfo, uma reeta ou um plano cujas posicdes no
espugo nos sejum conhecides ; e reciprocsmente, do counhéei-
uenio’ das projecgOes de um ponto ou de uma recta, ou dos
tragos de um plano, facilmente concluiremos qual & posigho
que 0 powto, a recta, ou o plano, apresentam no espaco.

Pacsemos ugora a resolver os problemas wais applicados
nz Geometria Descriptiva.

CAPIPULO IT

PROBLEMAS RELATIVOS AQ PONTO A RECTA
E AD PLANO

Problema I.— Dadas as projecedes de dois pontos, achar as
projecedes da recta que os wne; em sequida achar-a verdadeira
grandeza da porgdo de recta comprehendida ontre os doss pon-
tos, isto ¢, achar a distancia entre os dois pontos dados pelus
suas duas projecgoes. Cowno j4 se disse, as projeccies de uma
licha rects sio tambem recias, de modo que basta ter as pro-
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jecgdes de dois pontos de uma rascta no espaco, para conhe-
cer immediatamente as proprias projecgoes da recta ; uio te-
mos pois mais, para resolver a primeira parte do problema,
gue unir as projecgdes horizontaes a e m (fig. 26) dos dois pontos
dados para ter a projeccio horizontal am darecta que osune
no espago ; unindo 28 projeegdes verticaes a/ e m' temos a pro-
jeceflo vertical da recta; de modo que arecta (am, a’' m/) éa
recta pedida; podemos construir agora o seu trago horizon-
tal (b, b/) como dissémos no problewa I do capitulo L.
Resta-nos agora resolver a seguada parte do problemaj po-
demos notar que s distancia, entre os dois pontos dados, é real-
mente medida, no espago, pela por¢do de recta que tem para
projecgdes a m e a/ m'; mas & preciso, do conbecimento d’estas
projecgdes, concluir qual é a verdadeira grandeza d’esta por
¢do A M de recta no espago. Ora, desde jé, podemos concluir
que, em geral, a prejecgdo de uma recta finita sobre um pla-
10 6 menor que a propriz recta no espago; mas quando uma
recta finita sz projecta sobre wm plano que the € paralielo, a pro-
jecgiio tem o mesmo comprimento que a recta no espago. Posto
isto, imaginemos que a reeta no espago gira em-forno da ver-
tical projectante do ponto 4 doespago; a recta (am, a!'m')
descreverd um ebéne da revolugiic, em torno d'aqusila verti-
cal, visto que suppomos que o angulo da recta A M noes-
pago com o eixo de rotaglo ndo variz; o ponto 1M, do espugo
conservar-se-ha sempre 4 mesma aliura e descreverd um ar-
co de circuio horizontal. Imaginemos que ge continua & rota-
¢iio da recta, até que ella seja parallela ao plano vertieal, 0
que succed:r4 quando a sua projecgfio borizontal se tiver tor-
nado parallela & linhu-de-terra ; a rotagio cessu pois, quando
a projecgiio horizontal da recta chegar 2 ap, tendo o ponfo
m chegado a p, depois de ter caminhado sobre o arco de cir-
culo'm p com centro em a e raio am, arco de civeulo queé s
projeccio horizontal do caminho gue o ponto M descreve no
espaco, e cuja projecedo vertical & a horizontal m/ p/ condu-
zida pelo ponto m/. A projecedo vertical do ponto extremo da
rects que se projecta em p horizontzlmente, devendo estar na
perpendicular conduzida por p & linha-de-terra e na horizon-
tal m/ p!; estard no ponto p/; como durante a rotagéo o ponto
a! se nio-deslocou, a reeta terd tomado a posiclo (ap, a’p')
e como,-na sua nova posieo, ellu é parallela ao pluno vertl-
cal, projecta-se n'este plano em verdadeira grandezs, segun:
0 o que foi dito; por conseguinte a recta o/ p! mede 4 ver-
{.deira distaucia procurada entre 08 pontos dados. Podemos
s estabelecer a seguinte regra, que frequentemente gerd
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¢mpregada na resolugio de outros problemag: para ter a ver-
dudeira. distancia entre dois pontos (8, /) e (m, m'), basta for-
mar wm triangulo rectangulo al b! p! que tenha um dos cathetos
ol b/ equal & differenca das alluras dos dois pontos dados, aci-
ma do plano horizontal, e o outro catheto equal & projecgdo ho-
rizontal am da recta que une os dois pontos; a hypotenusa al p/
deste triangulo é a verdadeira distancia pedida.— Podemos re-
solver o problems, fazendo girar a recta no espago em-torno
da horizontal projectada em a/ e que é projectunte vertical-
mente do ponto 4 do espago; suppondo que a rotacdo se faz
gem slterar o angulo da recta 4 M com o eixo de rotagdo, e
que esta §6 termina quando a recta se tem tornado parzailela
a0 plano horizontal e por conseguinte a sua projecgdio verti-
cal tomado a posigio a/ ¢ parallela 4 linha-de-terra, tendo o
ponto M do espago descripto um arco de circulo que se pro-
jecta horizontalmente em m g ¢ verticalmente no arco m/¢ e
tendo o ponto 4 do espago ficado immovel, é evidente que de-
pois da rotagdo, a recta terd as projeccgdes (ag, a'q'); e, como
¢lla 6 agora parallela ao plano horizontal, serd ag a sun ver-
dadeira grandeza (isto é, a verdadeira distancia pedida entre
os dois pontos dados). D’onde se conclue a seguinte regra: pa-
ra ter a verdadeira distancia entre dois pontos (a, a') e (m, m/)
basta formar um triangulo rectangulo d a q que tenha wm dos
cathetos ad equal & differenga das distancias dos dots pontos
dados ao plano vertical e o outro catheto q d egual d projeccdo
vertical &/ ! da recta que une os dois pontos; a hypotenusa
aq d'esse triangulo é a verdadeira distancia pedida.

Bm vez de termos tomado para eixos de rotagio as projec-
tantes. do ponto A poderiamos ter tomado as do ponto M; o
resultado seria o mesmo e sempre seriam applicaveis as re-
gras precedentes.

Ainda se pode resolver de um modo muito simples este
mesmo problema. Basta rebater a recta (a m, a! m!) sobre o
plano horizontal, fazendo girar em-torno da recta a m, como
charneira, o trapezio invariavel formado pela recta A M no
espaco e pelas verticaes que projectam horizontalmente em
¢ e m os pontos A e M do espaco; depois do rebatimento,
aquellas verticees ficam perpendiculares 4 charneira a m e
tomarfio as posicdes m M e a A sendo as rectas m Mead
eguaes 4s alturas dos pontos m/ e a/ a respeito da linba-de-
terra; a recta do espago serd rebatida em A M, e serd A M
a sua verdadeira grandeza, isto &, a verdadeira distancia pe-
dida entre os dois pontos dados (a, a!) e (m, m/).

Podemos observar que n'esta construcgio convem aprovei-
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~
uma verificagio, gue eonsiste em que a recta 4 M prg-
gada deve incontrer & charneira am no ponto b, traco
ontal Ga reeta (u, m) (a/ m!) viste que este ultimo ponty
fica Immovel durasie o rebathuento.— Ainda devemos notay
gue fiea rescivido a problema de achar os angulos que um
vecla faz com 0s planos de pr @o; ndo ba duvida que oy
gulo a/ p/ m é 0 wugalo que a recis (a p, ¢ p!) faz com
horizontal, visto que o sngulo de wwa regta com um pla
o #ngzulo que & recta faz com & sus projecegdo n'esse plano, e
tiendendo tambewm & que, quando os dois lados de um ang
gdo parslelles a um plase, o anguly projecta-se em verdadei
grandeza n’esse. plano; ora se notarmes que durante a rota.
¢do da recta (a m, o m!) o anguio que ella fax com o plang
horizontal nfo muda, podemos effeciivamenss concluir
angulo a! p! m/ & egual a0 angulo que a recta dada (@ m, o/ ml)
f6rma com ¢ piano horizental ; do mesmo modo se conclus que
0 angulo a g d é egunal ao augulo que & recia duda f6rma com
o plano vertical. Resol {0 0 problema pelo processo do re-
2510, € evideatemente o-angulo 4 b a egual a0 angulo
a recta forma com o plano horizontal; se tivessemos feito
neoto da recta sobre o plano versical, fuzendo-a gi-
rar em torao de o m!, eowo charneira, ackariamos facilmente
o angulo da recta (um, o m!) com o plavo vertical. Maig
adeante, em outrc problema, estudaremos mais desinvolyi-
duinente esta questdio relativa aos anguios de uma recia com
08 planos de projecgdo, 6 que £6 incidentemente agora nos
Hes occupdiu.
Preblema IL— Dada uma recia indefinida (ab, a'bl) (fig 26),
e um dos seus pontos (2, a) pede-se para achar um outro ponlo
(my w!) d'esta vecta, que esicja distante do primeiro uma do-
da quantidude 8.— Este problema é reciproco de preceden-
te; a waneira mais simples-de o resolver consiste ewm reba-
ter a recta dada sobre um dos planos horizontaes, fuzendo a
girar em torno de @ b como charnsira ; notendo que ¢ ponto
b, trago horizontal da recta, nio se desloca durante o re-
batimento, € que o ponto a toma sobre a perpendicalar a4
4 charneira a posiclo 4, como vimos, scharemos facilmente
recta rebatida 4b; sobre ella, e a partir de 4, tomemos'o
segmento 4 3 = § e imaginemos que re destaz o rebatimen-
to; o ponto 4 volta para a, o ponto M move-se sobre a per-
pendicular Mm 4 charneira, e vae pava m, quando o rebati-
mento estiver desfeito; o ponto m & pois a projeccedo hori-
zontal do ponto pedido da recta, e que dista de (a, a') a quan-
tidude §; para acabar de resolver o problema, busta achar
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a projeecio vertical de M; ora & faeil do vdr que ella serd
w, visto que deve eatar ao mesmo tempo na projeceiio ver-
tical @/ m! da rects e na perpendicular & linha-de-terra tira-
da por M.

De um modo perfaitamente identico, 6o resolyia o problema
fazendo o rebatimento da recta sohre o plano vertieal, fazen-
do & girar em-torno de a’ m/ como charnaira.

Ainda se resolve sem rebater a recta e dando-lhe apenss
ama rofacio em-torno de uma das projectantes do ponto dado
(a, @}, até tornar a reets parallela a um dos planos de pro-
jeegln, como. se faz no problema preeedente; asssin imagi-
nomos que se toma para eixo de rotagiio a vertical projecta-
da em a; quando a recta se mover até ae tornar parallela ao
plano vertical, o ponto (a, a') nio se deslosard, e o ponfo
(0. b)), trago horizontal da rocta, desereveré no plano hori-
sontal o arco de cireulo bg eom centro em g e raio ab; a pro-
jeecio horizontal da recta, depois da rotagio, serd a recta a g
parallela 4 iinha-de-terra; e, €omo 0 arco b g se projacta so-
bre & linha de-terra, a projeccio vertieal do frago b depois
da rotaviio estard em ¢/ e a recta terd para projecgdo vertieal

y ado azora sobre al g/ um eomprimento a/p! == 3,
projectando p' em p @ notando que depois de desfazer a ro-
tacio, levando a recta & primitiva posicedo (a b, ol bl), o ponte p
caminhi para m, gobre o aree pm deseripto de a como ecen-
tro, notaremos que este ponto m é a projeegio horizontal do
ponto proenrado ; é evidente gue a pr jeceilo vertical do mes-
mo ponto, devendo estar gobre a projecgio vertiesl alb' da
recta, e sobre a perpendicular m/ 4 linha-de-terra, tirada
por m, estard em m'; logo & effsctivamente (m m') o ponto
pedido que dista de (a, a') & quantidade dada J.

Problema IiL.— Por um ponto dado conduzir uma recta que
soja paraliela a wna recta conhecida.— K’ evidente que quan-
do dues reetas sio parallelas, o mesmo guceede a seas planos
projaetantes, e por congeguinte 4s intercessoes d’estes com 0
o plano de projecefio e que sio as projeceGes das rechas
sobre ease plano; portanto vémos gue, quando dnas rectas sio

3, 48 suas projecedes do mesmo nome 8do eg
Reciprosamente: quando duas reetas feem as projecedes do
mesmo noms respectivamente parallelas, as propriss rects
o espago sho parallelas entre si.

Com effeito se as projecgdes horizontaes sio parallelas e

mesmo A4s projecgdes verticaes. 03 quairo planocs
si) respectivamente paralleles dois a dois; @
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por conseguinte tambem serdo parallelas as suas interces-
s0es mutuas, isto ¢ as rectas no espago. Posto isto, nada é
mais simples que resolver o problema de que tratamos ; como
é dada uma recta, intende-se que se conhecem as suas duag
projecgoes; e, como tambem é dado um ponfo por onde deve
passar a recta procurada, parallelamente 4 recta dada, se-
gue-se que tambem slo conhecidas as duas prejecgoes d'esse
ponto; por conseguinte ndo temos mais que pela projeceio
horizontal do ponto conduzir uma reeta parallela 4 projeceio
horizontal da recta dada, e, pela projecgdo vertical do ponto,
conduzir uma recta parsllela & projecgdo vertical da recta
dada, para o problema ficar completamente resolvido; em
seguida poderemos, como foi dito, achar os tracos da nova
recta.

Problema IV. Construir um plano passando por tres ponlos
dados (a, al), (b, b/), (e, /), (fig. 28).— J4 se disse que, em ge-
ral, para determinar graphicamente a posi¢io de um plano
no espaco, basta determinar as suas intercessdes com os pla-
nos de projeccdo; isto é, basta assignar os seus dois tracos,
Tambem se disse j& que estes dois tragoes inconfravam a li-
nha-de-terra no mesmo ponte, que é aguelle em que ella
atravesss o planoj; é comtudo bem evidente que ¢ angulo que
os dois tragos formam entre si, depois do rebatimento do
plano vertical de projecgdo sobre o plano horizontal, ndoé
egual ao que os dois tra¢os formam no espago.— Tumbem é
evidente que, quando uma rects existe n'um plano, 08 tragos
da recta existem respectivamente mnos dois tragos do plano,
Posto isto unam-se dois a dois por meio de rectas (a b, ! l)
(be,blel) (ac, ac) os pontos dados (fig. 28); cada uma d’es-
tas rectas existe no plano procurado, visto que, quando uma
recta tem dois pontes n'um plano, existe toda n'esse plano;
construnam-se como foi dito no problema I do capit. I, os tra-
¢os verticaes e/, 1, g/ d’estas rectas. Estes tres pontos perten-
cerdo, segando o que dissémos, @o trago veriical do plano, e
sdo msis que sufliciéntes para determinar esse trago; elles
deverdo todos tres estar na mesma recta ¢! f/ g/, que serd o
trago vertical do plano*pedido.

Procurando os tracos horizontaes d, h e &, das tres re-

ctas (a b, a! 0'), (be, b ¢!), (ac,a c) elles deverdo estarfs
todos tres na mesma recta d hk, que é o trago horizons|
tal do plano pedido. Devewmos, porém, observar que u'esth)
construcgdo, além da verifiengdo de estarem em linha recfs

o8 tragos verticaes ldas tres rectas, e sudceder o mes
208 tragos horizontaes, ha outra verifieagdo- que consiste

|
|
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em que o8 dois tragos do plano devem incontrar-se no mesmo
ponto da linha-de-terra.

Querendo dispensar as verificagdes, o problema resolve-se
muito mais simplesmente. Basta unir os pontos (a, a/) e (b, b/)
edepois o8 pontos (a, a') e (¢, c!); procurar e unir os tragos do
mesmo nome, por exemplo, os horizontaes, das rectas (ab, a/b!)
(ac, alc) assim obtidas ; e teremos o trago horizontal d % do
plano pedido; depois é sufficiente procurar 86 o trago vertical
de uma das rectas, por exemplo, (a, b, al b/), e unir este trago
¢ com o ponto em que o trago horizontal do plano incontra
alinha-de-terra, para ter o trago e/ g/ do plano pedido.

Problema V. Construir wm plano passando por um ponto e
uma recta dados. Sobre a recta tome-se um ponto qualquer,
¢una-se esse ponto com o ponto dado ; teremos uma segunda
recta que existe no plano; achando os tragos horizontaes e os
verticaes das duas rectas, teremos dois pontos para determi-
nar cada um dos tragos do plano pedido; para verificagio os
dois tragos deverdo incontrar-se no mesmo ponto da linha-de-
terra, Poderiamos tornar mais simples a construcgdio dispen-
sando a ultima verificaglo; bastard entdo achar os dois tra-
¢os do mesmo nome, por exemplo horizontaes, das duas rectas,
¢ unindo-0s teremos o trago horizontal do plano; achando o
trago vertical de uma das rectas e unindo-o com o ponto onde
otrago horizontal do plano incontra a linha-de-terra, teremos
otrago vertical do plano pedido. O leitor deve exercitar-se em
executar estas construcgdes, apezar de bastante simples; na
fig. 28 podemos imaginar que arecta (a b,a! ') é arecta dada e
que (c,c’) é o ponto dado; tomando o ponto (a a') arbitrario
whre a recta dada e unindo-o com o ponto dado (¢, ¢/); achan-
lo os tragos horizontaes d e % e os verticaes ¢ e g/ das duas
rectas, teremos, unindo-os respectivamente, os tragos dk e e/ g
do plano pedido.

Podemos resolver este problema de outro modo ; pelo ponto
iado conduza se uma recta parallela 4 recta dada; é sabido
que duas rectas parallelas estio sempre no mesmo planoj por
tonseguinte a recta dada e a sua parallela determinam effecti-
vanente um plano, o qual pagsa pelo ponto dado e satisfaz por
wuseguinte a0 problema ; para achar os dois tracos do plano,
basta"achar os tragos das suas rectas, e unir, dois a dois, os
ttacos do mesmo nome.

Problema VI. Fazer passar um plano por duas rectas con-
wrrentes. Para resolver o problema, nio temos mais que achar
j\ & tragos tanto horizontaes como verticaes das duas rectas
¢ dadas, e unir, dois a doig, os tragos do mesmo nome para ter
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o0s tracos do plano pedido. Assim se ns fig. 28 imaginarmos
que(a b, a'b)e(aca I'¢!) sfio ag duas rectas concurrentes dadag
(que deveriam ser fragadas a tracgo cheio, se a fignra fozse
feita para este caso), ndo feriamos maig que schar os sen
trecos  horizentaes, por exemplo, d ek, e unil-of, para tero
traco horizontal d & do plano pedido; em seguida basiava
schar o traco vertieal de nma das reetas, por exemplo, o trago
e/ e unil-o com o ponto em que o trago horizontal do plane
“incontra a linbasde-terra, para ter o ftrago verticsl do plano
pedide. E' claro que quando o trago horizontal do plano pe-
dido fbsse incontrar a linha-de-terra féra dos Jimites do de-
senho, nio nos poderizmos poupar a0 trabnlho de achar os dois
tracos vertieaes ¢/ e ¢/ e unil-os, para ter o frago vertieal el g/
do plano procurado. Tambem serd conveniente proeurar fodos
o0s quatro tragos das duas rectas e cbter, independentemente
um do outro, os dois tracos do plano pedide, quando se qui-
zer ter a verifieaciio que econsiste em ambos os tragos do
plano incontravem a linba-de-terrs no mesmo ponto.
Devemos notar que para que duag rectss coneorram n'um
ponto A do espago, é neceseario que as duas projeegoes hori-
zontacs ac e ab, eas duas projecgdes verticaes a/ ¢ e al bf, se
incontrem em pontos a e a/ gue estejam na mesma perpen-
dienlar a @/ 4 linha-de-terra, pois 86 assim haverd reslmente,
no espaco, um ponto cujas projecgdes sejam a e al. :
Problema VIL. Construir um plano que passe por uma, recia
dada e seja parallelo o outra recta tambem dada. Sabe-re que,
para que um plano eeja parallelo a uma recta, é sufliciente
que n'elle exista uma recta parallela 4 recta dada. Posto isto,
para resolver o nosso problema procederemos Ga seguinfe ma-
neira: Por um ponto qualquer da recta dada a que chama
remos D e por onde o plano procurado deve passar, condu:
za-se uma reeta D/ parallels 4 outra recta tambem dada D
estas duas rectas D e D/l estfo n'um mesmo plano gue, con-
tendo uma recta D/ parallela a uma das recras dadas D, é
elle mesmo paralielo a esta reeta, e satisfaz por conseguinte
a0 problema, visto que passa slém d'isso pela outra rects dada
D. Para ter os tracos d'este plano, basta achar o8 quatro
tracos das duas rectas D e D/l e unir, dois a dois, 08 tragos
do meime nome; es dois tracos do plano devem, como veri-
fieaciln, incontrar a linha-de-terra n'am unico ponto.
Problema VIII Construir um plano que passe por vm pon:
to dado e seja parallelo a um plano determinado por duas rectas
parallelas ou concorrentes. 1.° He o plano ¢ dado por duas
rectas paralielas, podemos proceder do modo geguinte: pro-
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‘euramos os tracos d’essas duzsrectas, e, unindo-os dois a dOLb,
teremos o8 tracos do plano dado; ge agora pelo ponto dado,
firsrmos uma recta parallela ds rectas dadus, € claro gue es-
g recia deverd perfencer 20 plano pedido.

Por consegulnie, este plano terd os scus tragos, passando
pelos tragos d’esea recta; mas, por outro lado, quando dois pla-
nos sio parallelos, as suas intercessdes com qualquer plano
) iralielas entre si; portanto os tragos do mesmo nome
@ s planos parallelos slu respectivamente parallelos 5 pa-
1a resolver pois o problems, ndo haverd mais que, depois de
ter tirado pelo ponto dado uma recta parallela 4s rectas da-
das, determinar os seus dols tragos e por esses pontos tirar
rectas respectivamente parallelus sos tracos do plano dado;
gsrus Tectas serdo os tragos do plano procurado.

9.0 Se o plano dado é determinado’ por duas rectas concor-
rentes o problema ainda € mais simples de resolver: pelo
ponto dado tiram-se rectas re::peetxvamente parallelas és
duas rectas dadas, e, procurando os tragos d’aquellas duas re-
ctas, bastara uml-os respectivamente, dois a dois, para ter
immediztamente os trag¢os do plano pedido, que re devem in-
contrar no mesmo ponto da linkia de-terra. Para verificagio
podemos procurar os tragos das duas rectas dadas e unil-os,
dois a dois, para ter os tragos do plano dado, que deverdo
ser respectivamente parhlluloa 208 tragos ji achados do pla-
0o procurado.

Problema IX. Achar os tragos de uma recta dada, no caso das
duas projecgoes du recta estarem n'wina mesima perpendicular d
linka-de-terra. No eapitulo I Ja. ensinduacs a achar, em ge-
lz.l os tracos de uma recta dada pelas suas duas projecgoes.

Agora vamos tratar do easo particular em gue a recta é per-
pendicular 4 linha-de-terra € nfo a incontra.

Em primeiro logar, recorduremss que, no caso especial que
NCs oecupa, as du"s projecqies da recta ndo bastam para de-
finir & sua posiclo no espugo, e, como dx'w-mm, ¢é necessa-
1o, pare esse effeito, conhecer us projecgdes de dois ponios
da recta.

b(‘]ul‘x pois (fig. 29) mn e m/n/ as duas projecgdes da recta
¢ (in, m!) (n, 7!) as projecedes de dois dus Beus pontos.

linagine-ge um plano conduzido pela reeta perpendicular-
mente 4 linha-de-terra, 1sto &, um plano de perfil que é, 20
mesmo tempo, plano projectante da rectu sobré os dois pla-
008 ge projecedo.

Kebata-se este plano.de perfil sobre o plano horizontal de
projecedo, fazendo-o girar em-torno do seu trago horizcntal
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mn, como charneira; n’este movimento de rotogdo, € arrasta-.
do o trapezio invariavel formado pela recta, pelas dusas ver-
ticaes projectadas em m e n e pelo trago m » do plano de per-
fil ; ora como aquellas verticaes ficam, depois do rebatimen-
to, perpendiculares 4 charneira, é claro que tomardo as posi-
¢coes m M e n IN; e, se tomarmos m M e n IV respectivamente
eguaes 48 alturas dos pontos m/ e n! a respeitoc da linha.de-
terra, é claro que a recta M IV é a recta rebatida.

Para ter esta recta, basta pois descrever os arcos in?og.
dos na figura e tirar pelos pontos em que elles incontram a
linha-de-terra rectas parallelas.a n b, até incontrar as rectas
m M e nN parallelas 4 linha-de-terra. Como o ponto b, em
que a recta M NV incontra n b, se nilo desloca, estard em b o
traco horizontal da recta; como a recta rebatida em MY
incontra o plano vertical em 4, segue-se que, para ter o tra-
¢o vertical da recta, nfio temos mais que vér qual é a posi-
¢do que o ponto 4 toma quando se desfizer o rebatimento;
conduzindo pois o ponto 4 para a, por meio do arco 4 a, es-
tard em a o trago vertical pedido da reeta dada.

Vemos pois que, ainda n’este caso excepeional, ndo offere-
ce difficuldade alguma a resolugio do problema em que se
pede para achar os tragos de uma recta dada.

Problema X. Por um ponto dado (m m/)(fig. 27) conduzirum
plano parallelo a outro plano P dado pelos seus tragos. E' evi-
dente que dois planos parallelos devem ter seus tragos res-
pectivamente parallelos; por isso bastard achar um ponto de
cada um dos tragos do plano pedido. Para isso imaginamos
conduzida pelo ponto dado (m m!) uma recta auxiliar situada
no plano desconhecido proeurado. Uma recta passando por
(m m!), e parallela ao trago horizontal do plano, satisfaz a esta
ultima condi¢fo ; se tirarmos pois por m a recta m b parallela
a0 trago horizontal do plano P e por m! arecta m/ b/ parallela
4 linha-de-terra, serfio (m b, e m/ b/) as projecgdes de uma recta
existente no plano procurado. O seu trago vertical &/ perten-
cerd evidentemente ao traco vertical do plano pedido, o qual
trago é portanto a recta b/ Q parallela ao trago vertical do
plano dado; e o trago horizontal, passando por Q, é a recta
Q c parallela ao trago horizontal do plano P. Para verifica-
¢do, poderemos construir directamente um ponto do trago
horizontal do plano deseconhecido. Basta para isso imaginar
pelo ponto (m,m!) uma recta auaxiliar parallela ao trago ver-
tical do plano procurado; as suas projecgdes sdo m ¢ parallela
4 linha-de-terra, e m/ ¢/ parallela a0 trago vertical do plano
dado. Procurando o trago horizontal d’esta recta auxiliar, elle
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deve pertencer ao trago horizontal do plano procurado; assim
a recta ¢ Q j& construida deve passar pelo ponfo c. A recta
auxiliar existente no plano procurado e parallela ao trago
lorizontal d’esse plano, chams-se uma horizontal do plano;
a recta auxiliar existente no plano pedido e parallela ao sew
traco vertical, chama-se uma vertical do plano.

Devemos notar que na nossa figura nfo suppuzemos que 08
planos existissem realmente; se assim tivessemos supposto,
o plano procurado teria ficado invisivel e os geus tragos serism
representados a pontos. Foi para evitar confusdes que ima-
gindmos que apenas se procuravam os tragos do plano paral-
Jelo a0 outro plano cujos tragos eram conhecido.

Problema XI. Ackar a intercessio de dois planos P eQ da-
dos pelos seus tragos. 1.0 Os tragos cortam-se nos limites do de-
senho. Se prolongarmos os dois tragos horizontaes (fig. 30) até
que elles se cortem em b, este ponto perience evidentemente
4 intercessio dos dois planos, e, visto que elle estd no plano
horizontal, serd o trago horizontal da intercessfio procurada.
Do mesmo modo o ponto a! onde se cortam os tragos verticaes
dos dois planos P e Q, serd o trago vertical da sua inferces-
sio; conbecidos os dois tragos da recta intercessdo dos dois
planos, facil é, como vimos, determinar as duas projecges
d'essa intercessilo, as quaes serdo (a b, a/ bl).

9.0 Se dois dos tragos dos dois planos dados, por exemplo, 0s
lorizontaes, fossem parallelos, como succede para os planos
o QS e P (fig. 30), o ponto b afastar-se-hia para o infinito,
¢ o ponto b' afastar-se-hia, por conseguinte, para o ponto
tambem situado no infinito da linka-de-terra, e a interces-
sio dos dois planog dados tornar-se-hia uma horizontal de
qualquer d’elles, tendo para projecgdes a b/, parallels 4 li-
pha-de-terra e a by, parallela aos tragos horizontaes dos planos
Pe Q. Deviamos j4 esperar este resultado, visto que, pas-
sando o8 dois planos dados por duas rectas parallelas (os seus
tragos horizontaes), a sua intercessfo deve ser uma recta pa-
rallela a estas, isto é, uma borizontal de ambos 0a planos.

Se fossem parallelos os tragos verticaes dos dois planos
didos, a intercessfio seria uma vertical dos dois plauos, o que
se vé como precedentemente foi dito para o caso de serem
parallelos os tragos horizontaes.

3.° Quando os tragos forem respectivamente parallelos ao
mesmo tempo sobre os dois planos de projecedo, os planos
dados serfio evidentemente parallelos entre si e nfio haverd
intercessdio, a ndo ser que estes tragos scjam respectivamen-
te parallelos 4 linha-de-terra: pois dois planos assim colle-
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i 5 £ ——
¢edos podem ainda contar-se secundo uma recta parallely o
L 7, was o methodo pre edente j4 ndo pode dar-nos g 1nter-
cessdo dos dois planvs. N'este caso (fiz. 31), conduza-ge yy
pleno auxiliar qualguer X e procurem-se, pelo methodo des.
cripto, as suas iatercessdes (¢ d, ¢f d)e (ef, ¢ f1) com oy dofy
planos dados Pe Q.

Estas duss intercessges fornecerdo, pelo seu incomm, um
pouto (m m/) que serd evidentemente commum #os dois pla-
nos P e Q e, por conseguinte, elles terdo pars intercessio 8
recta (4 m, A m') parailels e L T e passando por (m, ml).

Poderiamos, para resolver o problems, empregar um plang
de perfil (isto é, perpendicular 4 linha-de-terra), como plino
auxilisr. Este plano cortaria os platos de projecedo segundo
&5 duas rectas X' Ve X Z das quaes & ultima tomard & po-

iglo X Z/Il quando se rebater o plano de perfil schre o plago
ontal, fazendo-o girar em-torno do seu trago horizontal

/ como churneira. Os pontos Pl e 77 em que o plano de per-
fil incontra os tragos verticaes dos planos propostos, tomam,
depois do rebatimento, us posicies P/ e 2V logo P Plle TT
880 08 tragos d’estes plancs sobre o plano de perfil rebatido
em ZIl X V; e, como estes tracos se cortam em Al estd ahi
um pouto da intercessio dos planos dudos £ e Q.

Se pois projectarmos A em A, eoncluiremos que a inter-
cessdo procurada tem pars projeegiio horizontal a recta Am
parsilela a L 77 Se levantarmos o perfii, para desfazer o re.
batimento, o ponto rebatido em A/ projectar-se-ha vertical-
wenie em A/ e a recta A'm/ parailela a I, T sers a segunda
projeecio da intercessdo dos planos P e Q dados.

4.0 Supponhamos que os quatro tragos se cruzam no mesmo
ponto da linha-de-terra; v'este caso podemos fazer uso de um
plano auxiliar qualquer X, mas, para commodidade de dese-
nho, convem escolher os seus tracos fazendo angulos proxi-
mameate rectos com o8 tragos dos planos dados Pe Q. Pro-
cura-se depois pelo processo deseripto no 1.° caso a8 inter-
cessdes do plano auxiliar X com os dois planos P e Q; a8
duzs intercessdes incontram-se n'um pozto (m,m!) que per-
tence 4 intercessdo dos plancs dados; outro ponto da in-
tercesso estd no ponto da linha-de terra em que por hypo-
these o5 quatro tragos se incontram ; aconselhamos o leitor *
& fazer & figura relutiva a este caso,

5.0 Se wm dos planos dados passa pela linha-de-terra, ‘este
plano é dado pelos seus tracos confundidos na linha-de-terra
LT (fig. 32) ¢ por um ponto (m, m') n’elle existente; toma-
wmos entdo, para plano auxiliar X, o plano horizental que
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pasea pelo ponto mm/; este piano auxiiiar corta o piana 2
gegundo uma horizontal (0 e/,be) e o plano Q (que passa
pela linha-de-terra) segundo a recta (m'eme) parallela 4
linha-de-terra, ;

O incontro (e, e') das duas intercessdes auvxiliares dd-um
ponto (e,e') por onde passa a intercessio procurada, a gual
devendo tambem pasear por g é (g e, g e/).

6.0 Se um dos planos dadosé parallelo a wm dos planos depro-
jecglio, por exemplo, a0 plano horizontal, s intercessdo é uma
borizontal do outro plano; assim na fig. 32 a intercessio dos
planos X e P é a recta (U/ e/, b e), pois effectivamenta o pon-
to b/ pertencendo aos dois tragos verticaes dos dois planos ¢
trago da sua intercenssfio, a qual por outro lado é paraliela ao
traco horizontal de P, porque o plano X e o planc horizon-
tal sda por hypothesges parallelos. Se um dos planes dados fos3-
se parallelo ao plano vertical, a intercessiio seria uma verti-
cal do outro plano.

1.0 Supponhamos ainda o caso em que os dois {ragos de ca-
da plano se confundem em wma s6 recta (fig. 33).— Estando
0s dois tracos @/ e da intercessdo entdo confundidos n’um
56 ponto, ¢ evidente que a intercessfio procurada estd sitna-
da n’um plano perpendicular 4 linha-de-terra; as suas duas
projecedes sdo pois ambas perpendiculares 4 Jinhs-de-terra,
e conhecem-se a0 mesmo tempo dois dos seus pontos que sfo
os pontos a/ e b, Notaremos ainda que esta intercessio I faz
angnlos eguaes -ecom o8 doig planos de projeccdo, viste que
ella forma um triangulo isosceles eom s suas duas projee-

. gles.

8.0 Consideremos finalmente o easo em que os tracos hori-
zontaes dos dois planos ndo se cortam nas limites do desenho. Co-
mo se sabe, dois planos parallelos sfio cortados per um ter-
ceiro plavo segundo reetas parallelas; se pois constinirmos
um plano awvxiliar X (fig. 34) parallclo ao plano Q, a sua
intereessiio (e d, ¢/ d') com o plano P serd parallels & inter-
cessio (a b, al /) dos dois planos P e Q.

Ora conhece-se um ponto &/ d'esta intercezefio 3 hasta pois
conduzir por O/ uma recta parallela a ¢/ d/ e por b umg recta
paraliela a d ¢, para ter as projecgdes (ba, ' al) da interces-
880 procurada. Proceder-se-hia identicamente, se fossem og
tragos verticaes que ndo se jncontrassem nos limites do de-
senho, :

Problema XII. Sendo dada a projeceio horizontal de uma
recta ¢ o existente m'um plano, achar a outra projecgdo. Sejs,
od & projecefio horizontal da recta (fig. 34) e P o plano. A
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rects desconhecida incontrard o plano vertical n’um ponto,
que deve ser projectado horizontalmente em d; por outro la-
do, o trago vertical da recta, devendo estar no traco verti-
cal do plano P que a contém, estard necessariamente em
gue é um ponto da projec¢lo vertical procurada.

Por identicos motivos se conelue que a recta tem o seu tra-
¢o horizontal em ¢; logo projectando ¢ em ¢/, sobre a linka-
de-terra, serd d/ ¢/ a projeccdo vertical da recta proposta. Do
mesmo modo se determinaria a projec¢io horizontal, se a
vertical fésse a conhecida. Se a projecgdo b e dada fosse co-
mo na fig. 82 parallela ao trago horizontsl do plano P dado,
obteriamos como precedentemente o trago vertical ! da re-
cta desconhecidaj o trago horizontal estaria sobre o trago
horizontal do plano P, no infinito, e, projectando-se sobre o
ponto da linha-de-terra situado mo infinito, serd a projec-
¢fo vertical pedida parallela 4 linha-de-terra, isto é, serd
bl el.

J4 deviamos esperar que assim fosse, porque, nio tendoa re-
cta em questdo trago horizontal, ella é parallela ao plano ho-
rizontal, e portanto a sua projecefio vertical, que deve pas-
sar por b/, & parallela 4 linha-de-terra.

Problema XIII. Conhecida a projeccio horizontal de um
poulo, determinar a sua projece@o wvertical, conhecendo-se um
plano em que esse ponto esid situado. Seja e a projecedo hori-
zontal do ponto e I o plano (fig. 82). Tirando por e uma re-
cta qualquer, para representar a projecgdo horizontal de nma
recta existente no plano P, e determinando, como foi dito, a
projecgio vertical d'essa recta, basta depois projectar o pon-
to en’essa projecgio vertical, para ter a projecedo verticalel
do ponto (e, ¢/); de todas as rectas em numero infinito passan-
do por e fiea mais simples escolher como na fig. 82 a horizon-
tal do plano e sobre a sua projeccio vertical b/ ¢/ projectar
em € o ponto e. Identicamente se procede, quando & eonhe-
cida a projecgiio vertical do ponto, e se quer a prejeceio ho-
rizontal.

Emprega-se entiio para recta auxiliar uma vertical do pla-
no P, e cuja projecgio vertical passa por el.

Problema XIV. Achar o ponto de intercessio de uma re-
cla com um plano dado.— O methodo geral para resolver este
problema consiste em fazer passar pela rects dada um plano
qualquer X e achar a intercessio I d'este plano auxiliar X
com o plano dado P; vendo onde csta intercessio I incontra
a recta dada D, temos o ponto pedido.

Entre os planos secantes que se podem fazer passar por D
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podem distinguir-se cineco que serd preferivel escolher, quan-
do & disposi¢ao da figura o permittir, a saber :

12 O plano projectante horizontalmente da recta D;

9.0 O plano projectante verticalmente de D;

3.2 0 plano conduzido por D parallelamente 4 linha-de-
terra ;

490 plano cujo traco horizontal é parallelo ao trago hori-
zontul do plano dado P

5.0 O plano cujo trago vertical é parallelo a0 traco verti-
cal de P.

Adoptemos para plano secante o plano vertieal que proje-
cta a recta horizontalmente segundo @ b (fig. 35). Esta linha
«b é mesmo o trago horizontal do plano auxiliar e o seu tra-
qo vertical serd a recta cc/ perpendicular 4 linha-de-terra.
Posto isto, o plano a@c ¢! eorta o plano dado P segundo a recta *
projectada em (¢! d/, ¢ d) e, como a projeegdo vertical ¢/ d/ d’es-
ta Intercessiio incontra a projec¢do vertical a/ b/ da recta dada
no ponto m/, segue-se que este ponto é a projeceio vertical
do ponto procurado. A projec¢do horizontal do ponto M nio
¢ conhecida immediatamente, porque tanto a intercessio dos
dois planos como a recta dada teem a mesma projecgdo hori-
zontal @ ¢; mas para ter essa projecg¢io horizontal de M bas-
ta baixar de m/ uma perpendicular 4 linha-de-terra até in-
contrar @ b no ponto m. Asgsim o ponto (m,m!) é o ponto em
que a recta dada D incontra o plano dado P.

Empreguemos agora para plano auxiliar o plavo projectan-
te verticalmente da recta; os seus tragos sio «/ U/ e b/ f per-
pendicular 4 linha-de-terra (visto que o plano auxiliar é per-
pendicular ao plano vertieal).

Este plano auxiliar a'¥ f corta o plano dado segundo a
recta (fg, 0/ g'), e a projecgdo horizontal fg d’esta interces-
8o incontra-se com a projecgdo horizontal a b da recta dada
n'um ponto que deve ser o ponto m_j4 dado pela primeira
construegdio 5 da projeegfio m se conclue a projeccio m/, e ve-
mos que, fazendo uso ao mesmo tempo das duas construc-
qdes, ellas servem de verificacdo.

0 plano dado, sendo, supposto realmente existente, torna
invisivel a poreflo da recta (ab, a/b') que fica abaixo do
ponto de sec¢fio; ¢ por iseo que na figura se representou a
pontos a por¢io (m b, m/ U/); a por¢do b ¢ representada a tra-
g8 € considerada ccmo linha avxiliar da construcedo. Acon-
selldmos o leitor a exercitar ee na resclugio d'este problema
tmpregando um plano qualquer passindo pels recta dada
para plano auxiliar, ou mais simplesmente fazendo emprego
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de algum dos tres planos que apontanos, Como Mmais Conyg. |
pientes para a resolugdo do problema, aiGu dos dois que em. |
pregsmos na nossa construcgio ¢ que realiente 530 og gue ¥
mats commoda e simplesmente convem empregar. i

Problema XV. Fuzer passar por wm ponto dudo wing recg [
que tucontre duas rectas dadas. Indicaremes sOmenis & my-
sieira de resolver o problewsa.

Pelo ponto dado e por cads uma das rectas dudas faca se |
passar um plano; 6 claro que, procurando a intercessio dog
dois planos, esta recia satisfaz 4 condigio de pussar pelo
ponta e incontrar ae duas rectas (isto é: esta intercessdo 4
recta procurada). Poder-se-hia resolver o problema fuzendo
uso de um 56 dos dois planos, € procurar, COmMO 88 ViU 1o pro- |
blema antecedente, a intercessdo d’esse placo com & outrs
recta ; unindo este ponto de intercessdo com o pouto dado te-
mos 4 rects que satisfaz ao preblema. Em geral o problems
tem uia 86 soluclo, mus haverd um nuwmero infinito d'ellay
quando o ponto e as duas rectas estiverem n’um uuico plino;
se as duas rectas forem parallelas, a recta procurada obtem-
s¢ immedistamente tirando pelo ponto dado uma -parsliela 55
4s duus rectas dadus, @ que as incontrard no infinito. B¢ us ‘
duas rectas se incontram, basta unir o seu ponto commum
com 0 ponto dado.

Problema XVI. Achar a intercessdo de tres planos. Cowmo se
sabe, tres planos 1aterceptam-se n’um ponto; para ter este
ponto, ssudo os planos P, Q e I, basta schar primeiro & in-
tercessio de P com @, por exemplo, e depois u de P com &
ou Q com R; o ponto de incontro d’estus duas intercessdes
é o ponto pedido commum &08 fres planos. y

Problema X VIL. Achar a mais curta distancia de wm ponto
um plano. Antes de resolver este problewa, convem demons:
trar duas proposi¢des reciprocas uma da oufra :

1° Quando wma recta é perpendicular a wi plano, as suas
projeccoes sio perpendiculares aos tragos do plaro. — Com
efféito o plano projectante horizontaluicute da recta da-
da segundo a® (fig. 35) ¢ perpendicular av plano hovizou:
tal, e, como passa pela recta dada que por hypothese & pér-
pendicular 2o plano dado, este plano projectaute é tamben
perpendicalar ao plano dado; sendo o plano projectante per-
pendiculaz, a0 meswo tewpo, a0 plano hurizontal ¢ a0 plano
-dado, elle é perpeadicuiar 4 sua intercessdo, que & 0 frago
horizoatal do plano dado; sendo pois =ste trago horizoutal
perpendiculsr uo plano projectaute, (lls é perpendicular 4
projeegdo a b que existe n'esse pi.no, CowO e queria dewons:
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tar. Do mesmo modo se provard que s projecedo vestical
dbl da recta dada é perpendicular ao traco vertieal do plano
dado.

20 Se as dwuas projecedes de uma recta séio respectivamente
p.vrpen,.rl culares aos tragos de um plano, a recta ¢ perpendicu-
la an plano. Com effeito, o plano projectante cujo frago &
1h é evidentemente perpendiculsr ao trago horizontal do
jlano P e portanto ao proprio plano P que contémn esta li-
tha; do mesmo modo o plano projectante vertiealmente da
rets, tendo o seu traco a! b/ perpendicular por hypothese ao
figa vertieal de P, é perpendicular a esta recta, e portanto
wpleno P que a contém,

D'aqui ee conelue que o plano dado, sendo a0 mesmo tem-
pperpendicnlar a0s dois planos projectantes, é perpendicu-
he & sun intercessiic, que nfo é mais que a recta no espago,
wmo se gueria provar.

Quando as linhas projectsntes nio sio respectivamente
pipendicnlares aos planos de projecefio, estes dois theore-
s reeiprocos ndo sio verdadeiros; isto 6, estes theoremas
iteem logar quando se trata de projecedes orthogonaes, dei-
indo de ser verdadeiros quando so trata de um systema de
mjecgdes ebliguas.— Quando se trata de duas reetas per-
pndicelares, as suas projecgdes orthogonaes sobre um plano
malquer, 86 serfio perpendiculares quando uma das rectas,
#h menos, seja parallela ao plano de projeccio.

Vejamos agora como se resolve o problems de que trata-
ms. Do ponto. dado a a/ baixemos uma, perpendicular inde-
bida (@ b, a/ 8/) a0 plano dado; as projeccoes d’essa reeta
tis, como acabamos de provar, perpendieunlares respectiva-
wnte 203 tragos do mesmo plano; depois procuramos o pon-
hmm/ em que esta perpendicular atravessa o plano, o que
teonsegue como digsémos; (am, a/ m/) edo as projecedes da
mis curta distancia pedida; e, se quizermos a verdadeira

Jiindeza d’esta recta, nio temos mais, como Jj& se disse, que
i & horizontal m/m// que passa por m/ e marcar n'ella, a

fitivda vertical @ a/, uma quantidade egual a am, o que fa-
hobler o ponto m// e a rects ol m/! sers a verdadeira dis-

Jicia do pontn dado 2o plano.

froblema XVIIL Por um ponto dads Sfazer passar um plano
Ppendicular a uma recta dada. Para resolver este probie-
hbasta lembrar que os tracos do plano serfio, como de-
strimos, perpendiculares respectivamente 4s projecgdes
@“ecta dada, e por conseguinte, para ter estes tracos, hasta
feminar um dos seus pontos. Para este effeito (fig. 44)

—
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imaginemos wma horizontal do plano procurado e passando
pelo ponto dado (e, ¢/).

Como sabemos; esta recta é parallela ao trago horizontal |
do plano procurado, e por conseguinte a sua projecedo hori-
zontal serd perpendicular 4 projecgido horizontal a.b da recta
dada (visto que o mesmo deve succeder ao trago horizontal
do plano), e a sua projecgfo vertical serd parailela 4 linha.
de-terra.

Ilssa horizontal terd pois as projecgdes cd, ¢/ dl; o sen
trago vertical estard em d,d e serd ahi um ponto do trag
vertical do plano pedido, e que contém esta horizontal; se,
por conseguinte, pelo ponto d/ conduzirmos uma reeta per- |
pendicular a a/ 0/, serd esta recta d/ ¢ o trago vertieal do
plano pedido, e a recta ¢ p perpendicular a a b gerd o trag |
horizontal do mesmo plano. ;

Problema XIX. Achar a mais curta distancia de um ponlo |
¢, ¢/ a uma recta dada. Para resolver este problema basta
pelo ponto dado ¢, ¢/ tirar um plano perpendicular 4 recta |
dada (a b, a/ b/) (fig. 44), procurar o ponto em gue a rectads- |
da atravessa o plano, e unir este ponto com o ponto dade;a
recta que une os dois pontos satisfaz & questfo, visto que, altm
de passar pelo ponto dado, é perpendicular 4 recta dada, pois
estd n'um plano perpendicular 4 recta e passa pelo péd
recta no plano.

Vamos fazer estas construegdes.

Sendo ¢, ¢/ o ponto dado, e (ab, a'b/) a recta dada, pro- |
curamos como no problema antecedente os tragos do plano |
que passa por ¢, ¢/ e que & perpendicular & recta, e achamos
que esses tragos sdo, como vimos, d/ ¢ e g p; e, procedendo - |
mo foi dito, achamos o ponto (m,m') em que a recta dads
atravessa este plano auxiliar de construcgfio ; unindo o pon-
to dado ¢, ¢/ com o ponto m, m/ temos as projecgdes ¢m,cln
da recta procurada, que mede a mais curta distancia do po-
to ¢, ¢/ dado 4 recta dada a b, a/ b/. |

Se quizermos a verdadeira grandeza d'esta distaucis, fi
zemos a construccdo j4 indicada para este effeito, isto 6, to-
mamos na horizontal m/ 0 um comprimento o m!/ = ¢ m, e tra-
¢amos a recta ¢/ m// que representard a verdadeira grandess
procurada. ‘

Nesta construcedo, sendo o plano d/ ¢ p apenas um plano
auxiliar, deveriam os seus tragos na figura ser representados J
por linbas mixtas de pontos e pequenos tragos, se & mes
ma figura nos nio tivesse j4 servido n'ontro preblems, &n
que o plano em questio era o resultado do problema, e ontt
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portanto os seus tragos tinham gue ser representados por li-
phas cheias.

Oufra solugdo.— Pelo ponto dado ¢, ¢/ (fig. 38) e pela re-
cta dada (@ b, a' b/), faga-se passar um plano; para ter os tra-
¢os d’este plano, basta unir ¢, ¢/ com um ponto a,a/ da recta
dada e achar o trago vertical d/ d'esta recta (c a, ¢/ a/) que
existe no plano, cujo trago vertical serd pois &/d/, e o hori-
zontal ¢ a. Faga-se girar todo o systema do plano, da recta
e do ponto n’elle contidos em-torno do trago borizontal q @
do mesmo plano, até o rebater sobre o plano horizontal;
n'este movimento o ponto & descreve um caminho, que se
projecta evidentemente na recta b B perpendicular 4 char-
neira; e como, por outro lado, a distancia do ponto &/ ao
ponto ¢ ndo muds, durante a rotagio, o ponto &/ depois do
rebatimento deve estar no ponto B de b B que é incontrado
pelo arco b/ B descripto de ¢ como centro e raio q b/; como o
ponto @ ndo se deslocou, a recta dada terd, depois do rebati-
mento, & posi¢lo @ B; o trago vertical ¢ b/ do plano estard
emg B, e o porto (d/, d)movendo se n'um arco projectado na
perpendicular d D & charneira, terd caminhado para D, e a
recta (a d, a/ d/) estard em a D, e o ponto ¢ ¢/ dado caminhard
para C. Se pois de C se tira a perpendicular C M 8 a B,
esta perpendicular representard, em verdadeira grandeza, a
mais curta distancia do ponto c,c¢/ 4 recta dsda (a b,a/ /).
Se quizermos as projecgdes d’esta mais curta distancia (pos-
to que em geral o que se procura seja aguella verdadeira
grandeza), niio temos mais que desfazer o rebatimento, por
un movimento contrario 4quelle que foi executado; n’esse
movimento o ponto C' ird para ¢, ¢/ e o ponto # caminhando
tambem, em projecgdo, perpendicularmente 4 charneira, ird
para (m, m/), € a mais curta distancia procurada tera as pro-
jeegoes (cm, ¢/ m/).

Problema XX. Procurar, sobre uma recta dada ab,allb/,
um ponto que diste de wm outro ponto dado ¢, ¢! uma quan-
tilade dada §.— Depois de ter feito, como dissémos no pro-
blewa precedente, o rebatimento da recta e do ponto dados
pira a B e C descreveremos com um raio ¢ R = § um arco
decirculo que, em geral, cortard a B em dois pontos R e R,
que ambos, em rebatimento, satisfazem ao problema ; desfa-
tendo o rebatimento, obtemos as projeccdes d’estes dois pon-
o5, das quaes 86 a de um R representamos na figura para a
1o ?orns;\r susceptivel de confusfo. As projecgdes de R sfo
pois (7, 1*),

Podia o problema ser impossivel se a distancia & fosse tal
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gue o areo R Ry nfiv ineontrasee a recta a B. Haveria nmasd
solacfio, quando squelle arco fosse tangente 4 recta a B, e n'eg.
te esso o ponto procurado seria M, isto ¢, m, m/, ou 0 pé da
perpendicnlar baixada de (¢, ¢/) sobre (a b, al /). Mas, em ge-
ral, 0 problems admitte duas solucdes, correspondendo ds dnag
oblignas egunes, que de um ponto 8¢ podem tirar para uma
rects.

Problema XXI. Achar o centro e o raio do circulo que passs
por tres pontos dados mo espago. Procarem-se, como foi dito,
o0s tragos do plano determinado pelos tres pontos. Rebata-se
esse plano em-torno do sen trago hoiizontal, como se suppos
nos dois problemas precedentes, e procurem-se, como e disse,
as posigdes gue depois do rebatimento tomam os tres ponfos
primitivos; entlio ¢ facil, com tres pontos n’om plane, achar
o raio e o centro do circulo que por elles passa, seada o rsio
conhecido em verdadeira grandesa; querendo as projecgles
do ecentro e de nm gualquer raio que se trace no rebatimen
to, nada mais ha entlo senfio desfazer o rebatimento, como
precedentemente foi dito. Aconselhamos o leitor a exercitar
se em fazer a figura relativa a este caso, e que, por outrola:
do, nio spresenta & menor diffienldade.

Problema XXII. Por uma recta dada fazer passar wm plan
perpandicular @ um plano dado pelos seus lragos. Por um pon-
to qualguer da recta tire-se uma outrs reeta perpendiculara
plano dado; j& sabemos que as projecgdes d’esta recta sio res:
pectivamente perpendiculares aos tragos do plano; todo o pla-
no que passe por esta recta ¢ perpendienlar ao plano dado;
por comsegninte, para resolver o nosso problema, nio temos
mais que fazer passar um plano pela recta dada e pela resta
auxiliar, e para conseguir este resultado basta, como se aahe,
procurar os tragos das duss rectas, que, unidos dois a dois
respectivamente, darfic os tragos do plano pedido.

Se a recta dada fosse perpendicular a0 plano dado, haveria
uma infinidade de pianos gue resolveriam o problema.

Problema XXIL Achar o angulo de duas rectas dadas. S
jam (@b, al bly), (b e, bly cy) as duag rectas (fig. 36;. Ellag, en
geral, ndo se incontrardo, e chama se angulo das dnas xeeas
a0 angulo formado por duas linhas que, por qualguer poeto
do espago, sejam tiradas parallelamente 4s vecian, Oua se 43
reetas dadas se incontrassem, esse incontro teria evidenie
mente logar n'um ponto que tivesse para projecgdes b e By
mas, ndo estando os pontos b e b/y, na mesma perpendicular 4
linha-de-terra, & claro que niio sio elles as projecgdes de um
mesmo pouto do espago; e portaato ndo ha duvida de que
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45 rectus dudus nio se inconiram; tiremos, portauto, pot um
nonto do espago duas parallelas ds duas rectas, e para sim-
iﬂiﬁ(mg:‘m escolhemos o ponto &/ de (a b, a! b') que se projecta
horizontalinente em &, € nio teremos mals GUE procurar o8
angulos gus rectas (ab, a bl) e (be, U ¢l), tendo por & tirado
Wl puraliela a o/ c/y.

Org, para ter esie angplo, notaremos que, £ acharmos os
fragog horizontues a ¢ ¢ d’estas duas rectds e os unirmos, a8
duss rectas dadas formam com ac um triangulo, em que
eia ultima linka & u buse, sendo o angulo no vertice 0 an-
pulo procarado. Poderiaios procurar as verdadeiras grande-
gus dos lados d’este triangulo e consiruil-o, e teriamos assim
o angulo no vertice, mas é mais facil proceder d’outro modo:
podemos observar que a altura do triangulo projectado hori-
wontalmente em a be, é uwa perpendicular tirada do ponto
projectado ews b, psra a base a ¢; ura esta perpendicular é evi-
dentetaente a hypotsnusa de um trisnzulo rectangulo ew que
wbuse 6 & recta bk, ¢ a altura € a recta projectante horizon-
almente de b, ¢ que tem a grandeza b/ I Logo, se sobre a li-
tha-de terra tomurmos (k==0h, seri 0'k a altura do trian-
sulo projectado ew abc; se rebutermes este friangulo, fa-

sm-1orno 4 a ¢, o seu vertice b4/ caminhard,
us projecgdo borizontal, sobre & perpendicular £ 6 4 charneira,
¢irf pars um pouto B de modo que Bh=0'k ¢ o angulo pro-
curado serd a B e

Se dus duas rectas dadas uma, por exemplo (b ¢, U, ¢/,), é
paralicla ao plano horizentsl, o triangulo de que nos servi-
mos nio existird, o trago ¢ estd noponto de b ¢ situado no in-
finito, e portanto o trago a ¢ do plano do triangulo é parallelo
4 be e passa por a; fazendo o rabatimento, cowmo preceden-
temente, obtem-se o ungulo em questfo. Se ambas us rectas
fossem parallelas @0 planc horizontal, entdo o angulo,
em projecgéo horizontsl, seria egual ao propric angule no-es-
paco.

ma XXiV. Achar a bissectriz do angulo formado por
duas rectas que se wcontraim, Par lver este problema fuz-
8¢ 0 rebatimento indicudo no problema precedente, e cons-
troe-se & bisseessiz do angulo rebutido. Em segaida, desfaz-se
orebatimento, € ¢ bem facil achar as projecgdes da bissectriz,
Lot jue se sabe qual é a posicdo que toma o vertice do
augulo, e gu nio em que aguella recta incontra a char-
lgix s desloca, durante a rotugdo que desfuz o re
Dafiento. g
Problema XXV. Dada wna rvecta contida w'um plano co-
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nhecido, tracar wleste plano outra recta que faga com a pri.
meira um angulo dado, e que passe por um ponto dado o
mesmo plono. Fazendo o rebatimento do plano dado (& que
pode cer determinado pelo conhecimento da recta e do pento
dado) em-torno do seu traco horizontal, por exemplo, vendy
quaes as posiches que tomam a recta e o penfo, é facil, em
rebatimento, tracar uma recta que passe pelo ponto rebatido
e que vé formar com a recta dada tambem rebatida o ver-
dadeiro angulo dado; desfazendo o rebatimento, é sempre
facil achar as posicdes que toma a nova recta (cujo traco ho.
rizontal nio muda), quando a recta e o ponto dado forem
para suas primitivas posi¢des, notando mais que as projeccoes
da nova recta devem entio passar pelas do ponto dado.

Para mostrar esta construccio serve perfeitamente a fig. 38
em que a recta 6 (ab, a/b/) e o ponto & (c, c!); a recta (cm,
¢/ m!) construida como foi dito, corresponde ao caso particu-
lar em que o angulo dado é de 90°, Para qualquer outro an-
gulo C R M — A° ba em geral duas solugdes, pois ha em geral
outro angulo C Ry M —/\"° que tambem satisfaz ao problema;
este problema tem muita analogia com o problema XIX e
inviamos o leitor para esse ponto, no que possa ter de duvi-
da a respeito do tragado graphico do desenho, tragado que
entdo fol largamente exposto. :

Problema XXVI. Achar o angulo formado por wma rect
com um plano. Este problema pareceria indeterminado, se
nio se convencionasse ehamar sngulo de uma recta com um
plano ao menor angulo que a recta férma com o plano, isto
é, so angulo da recta com % sua projecgio orthogonal 1o ,
plano.

Por conseguinte, se de qualquer ponto da recta. baixarmos
sobre o plano dado uma perpendicular, esta perpendicular
formard com a recta dada um angulo que, sendo complemen-
tar do angulo pedido, nos permittird facilmente determinar
este ultimo. ‘

Seja (a b, a/ bl) a recta (fig. 86) e P o plano dado.

De um ponto qualquer (b, b/) da reeta, tiremos a perpend
cular (b, blcl) 20 plano, e ssbemos j4 que as projecgdes d'esta
recta 3o perpendicuiares respectivamente aos tracos do pla-
no ; procurando, como se disse, o trago horizontal (c,cl) da per-
pendicular ao plano, e o trago horizontal (a, a/) da recta de-
da, teremos o trago horizontal a ¢ do triangulo projectado emn
abe, e acha-se, como foi dito no problema XXIII, o angulo
a Be da recta dada e da perpendicular ao plano; sendoo
angulo pedido cowplementar do angulo achado a B ¢y se ti-
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rmo3 & perpendicular B d a B ¢, sera « L d o angulo proca-
do da recta dada com o plano dado.

problema XXVIIL. dckar o angulo que wma recta férma com
o dois planos de projecedo. Este problema poderia ser resol-
vido como o precedente, mas & mais simples resolvél-o de um
wro modo.

Comtudo, notemos que verdadeiramente j4 resolvemos este
roblems guando no problema I do eap. II tratdmos de achar
s verdadeira grandeza do segmento de uma recta entre dois
pentos. pois diseémos entio que desde que a recta fosse pa-
wllela a um dos planos de projecgido (por exemplo, o vertical)
i sua projeccdo sobre este plano faria com a linha-de-terra
mangnlo egual ao que a recta faz com o outro plano de pro-
iteedo (n’este caso o horizontal); e vimos como era facil tornar
arecta paraliela a um qualquer dos planos de projecgfio, fa-
rndo-a girar em-torno da projectante de um qualquer dos
seus pontos sobre o outro plano de projeccio. Mas agora, na
weolugdo d’este problems, seguindo ainda o mesmo methodo,
fmamos pura eixos de rotagdo as projectantes dos tragos da
rcts, 0 que simplifica mais as construcgdes e torna mais sim-
ples & resolugdo do problema seguinte em que nos serviremos
i mesma figura. N'este modo de proceder, taz-se um verda-
{eiro rebatimento da reeta sobre um dos planos de projeccio,
¢ o angulo que a recta rebatida férma com a linha-de-terra
¢ 0 angulo formado pela recta no espaco com o outro plano
fe projecedo. Sendo (a b, a/ b/) a recta (fig. 37), fazendo-a gi-
nr em-torno da projectante a a/ como charneira, até a reba-
ter sobre o plano vertical, o ponto a/ ndo se desloca, e o pon-
tob descreve o arco de cireulo b 0// com centro em @, de mo-
do que a recta toma a posicdo a/ b/, e o angulo a/b/'a é 0 an-
gilo que a reeta no espago forma com o plano horizontal. Re-
tatendo agora a recta, em-torno da projectante b0/, sobre o
plano horizontal, ella toma a posiciio ba//, descrevendo o pon-
ba um arco de circulo com centro em b/, emtanto que o
ponto b fica agora immovel durante o rebatimento. O angulo
ld'tl ¢ o apgulo que a recta no espago férma com o plano
vertieal de projeecio. ;

Problema XXVIIL. Por um ponto dado fazer passar wma
el que forme o angulo o. com o plano horizontal e o angulo
feom o plano wvertical. Seja e, e/ o ponto dado (ponto que
1o estd representado na figura); fomemos no plano vertical
in ponto arbitrario @’ (fig. 37), que consideramos como
frago vertical de uma rects, e tracemos a recta @/ b// de modo
que ella fags com a linha-da-terra o angulo « dado, Se fizer-
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mos girar a recta-a/ 0/, em torno da projectante al ay a recy
descreverd um céne de revoiucio tendo para eixo a' o e
ca deixard, em todas as posi¢Ges que poda fomar guandog
ponto '/ caminha gobre o arco de cireulo b/ b indefinido, ¢
descripto de a como centro, de fazer eomo plano horizontal
angulo o exigido pelo problema, Resta entre todas estas p.
sicoes, em numero infinito, escolher aqguella on aguellas, e
que a recta férma ao mesmo tempo com o plano verticalo
angulo B, dado pelo problema. Para conseguir este resultads
tiremos por @ a recta o by, formando vm angulo § com d'/
e de b/ tiremos a perpendicular b/ by. sobre @ by; o triangil
rectangulo o by, b/, tendo a/ b/' egual 4 recta no espagoeo
angulo § egual ao que a mesma recta deve formar como
plano verticsal, é evidentemente igual a0 triangulo rectangu.
lo que tem para hypotenusa a recta procurada no espagoe
para um dos cathetos a sua projecgio vertieal 3 logo o cathe-
to a' by, 6 egual & projeccio vertical da recta pedida; des.
crevendo o arco by, b/, com centro em a/, serd a/ b/ a projec-
clo vertical da mesma recta; o trago horizontal devends
existir no arco indefinido b// b e na perpendicular b/ b &livh
de-terra estard em b; e s recta que satisfaz & eondicio de
fazer o angulo « com o plano horizontal e o angulo [ como
vertical é pois (a b, @' bl); para acabar de resolver o problem
nfio ha mais que tirar pelo ponto dado (e, ¢/), uma recta pi
rallela a (a b, a/ /).

Convem notar que, em geral, este problems tem quafw
solugdes.— Com effeito, emquanto a reeta gira, descrevendoo
cone de revolucdo, ella pode evidentemente tomar quatio po-
sicdes em que faz o mesmo angulo 3 com o plano vertical;
duzs d’estas posigdes estiio no primeiro quadrante e outris
duas no segundo, e das duas projecgdes verticaes 86 duss 8l
distinctas; o mesmo succede 4s projecgdes horizontaes, mas
como devia ser, visto que 28 quatro rectas sdo distinctd
quando para duas se confundem 2s projecgdes verticaes, sio
distincias-as horizontaes e vice-versa. listas quatro soluges
1o problema correspondem na figura 80s casos de a rect
ol b ser tirada para a direita on para a esquerda da vertical
aal e de, n'um ou n’outro d’estes casos, se considerar 0 fii,
¢o horizontal da recta movel «' b dquém ou 418m do plam
vertical, em posigdes symetricas a respeito da linha-de-terrd,
scbre a circumferencia da base do eéue de revolugdo qued
recta al bl gera em-torne de ¢, o/ sem deixar de fazer o angl:
lo o com o plano horizontal ; s¢ tomasseios o ponto al abit:
xo da linha-de-terra, achariamos mais quatro rectas salisfa:
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sendo ds condigdes do problema, emquanto 2o0s angulos com
i planos de projeccio; mas, sendo essas rectas evidentemen-
o parailelas rezpectivamente duas a duas 4s quatre j4 cha-
iag, 020 dariam logar a rectas disctintas das quatro j4 con-
juzidas pelo ponto dado e, e/ e satisfazendo ac problema.

Problema XXIX. Achar os angulos que jforma um plano
dado com os dois planos de projeccdo. O angulo de dois pla-
ws 6 medido, como se sabe, pelo rectilineo d’esee angulo
fiedro, e este rectilineo é o angule formado pelas duas rectas
que resuitam da intercessfio dos dois planos com um terceiro
plano perpendicular 4 sua intercessfio ; posto iste, se quizer-
nos saber o angulo do plano a/ ¢ b (fig. 39) com o plano he-
rizontal, cortaremos os dois planos por um terceiro a’ a d que
seja perpendicular 4 intercessio ¢ b dos dois primeiros; o
mgulo pedido é o angulo formado pela linha a d com a lisha
que tem o trago vertical em a/ e o horizontal em d (e que nio
wth representada na figura); note-se que o rectilineo procu-
ndo pertence a um triangulo rectangule, que tem para hy-
ptenusa & linha que vai de a 2 d, e por um dos catbetos a
reta o @; transportando a d para a linha-de-terra para a dy,
sif o/ a dy, um triangulo rectangulo egual 4quelle de que fa-
lmos, e 0 angulo a’ dy a é o0 angulo pedido, que o plano dado
12 com 0 plano horizontal. Do mesmo modo, cortande o pla-
i dado e o plano vertical por um plano bac¢ perpendicular
{intercessfio a/ ¢ d’aquelles dois planos, o rectilineo. do die-
iro que elles formam serd pertencente 2 um triangulo rectan-
gilo, que tem a ¢ para um dos cathetos e em que a hypote-
msa tem 08 seus tracos vertical e horizontal em ced; trans-
jotando por um arco de ecireulo, com centro em a, o ponfto
tpara ¢q, serd o triangulo b acy egual ao triangulo réferide,
tosngulo @ ¢y b eguzl ao angulo pedido do plano dado ccm
oplano vertical.

Nulguwas artes, um plano é muitas vezes definido pelo
e trago horizontal e pelo angulo que forma com o plano
loizontal 5 e vé-se bem que os dois dados precedentes per-
uittem facilmente achar o trago vertical do plano dade. Com
litito, imaginemos um plsno de perfil a o/ d perpendicular a
Ig; esle plano contém o angulo rectilineo a; rebata-se a d
Jara a dy, e forme-se o angulo @ dy, @ = a; o lado dy, a! vaiin-
wiftar 4 vertical @ ¢/ no ponto «/ por onde passa o trago ver-
fital o/ do plano em questdio 5 muitas vezes nem & preciso
procurar o trago vertical do plano, e para representar clara-
uente a sua posi¢io, e tirar d’abli todas as consequencias
necessariag, bagta rebater o plano de perfil, em-torne do s2u
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tra¢o horizontal a d, e formar o angulo a dm= «; o planods
perfil @ dm faz entdo as vezes de plano vertical de projeeg,

Preblema XXX. Por um ponto dado fazer passar um ylay
que forme um angulo dado a com.o plano horizontal e um .
lo tambem dado B com o plano vertical. Os dois planos g
cantes de perfil a' ad e bac (fig. 39), de que nos serviug
para resolver o problema antecedente, sdo ambos perpend.
culares ao plano dado; logo & intercessdo dos dois planos dg
perfil vem a ser uma linha perpendicular 20 plano dadog
medindo a4 mais curta distancia do ponto a da linha-de-em
a esse plano.

Mas, nos rebatimentos dos triangulos rectangulos a que
problema anterior nos referimos, aguella perpendicular &
plano dado toma ji a posicdo ag, jd a posi¢do al; logd
forcosamente a g = a .

Posto isto, para resolver o nosso problema. construamy
sobre a linha-de-terra o triangnlo rectangulo a/ a dy, satisf

zendo 86 4 condicdo de ter a/ dy, @ = o, tiremos de a a per
pendicular a ¢ sobre a hypotenusa a/ dy, e descreva-se de g,
como ecentro, um arco de circulo indefinido com raio eguil
& ag. Tire-se em seguida uma tangente b¢; a este arw,¢
que faga com a linha de-teira um angulo b¢ya =8; o po
to b em que esta tangente incontra a vertical a b é um ponto
por onde tiraremos a tangente bg¢ ao arco d,d descriphy
com centre em a e raio a dy, e unindo ¢ com a/, teremos a e
cta ga/ que serd o trago vertical de um plano a/ ¢ b em qu
g b éo trago horizontal, e que faz o angulo a com o plaw
horizontal e o angulo B com o vertical. Agora nada mais b
a fazer, para resolver o problema de que tratamos. que tiri
pelo ponto dado um plano parallelo ao plano a/ ¢ b que ac
bamos de obter, problema este que j4 ensindmos a resolver
Parece-nos util observar que esto problema tem em geralmais
de uma solugflo ; e effectivamente, no caso da figura, poderis
mos do ponto b tirar duas tangentes ao arco d dy prolongado,0
gue daria duas solugdes no primeiro guadrante ; haveria uuh
86 soluedo, se o arco dy d passasse em b, porque entio porl
s6 poderiamos tirar uwa tangente a esse arco, e por outl
lado pederia nio haver solugio alguma, se o ponto b ficasses
dentro do arco d dy; no caso de haver uma sé solagdo, 03 fré:
¢os do plano seriam (como 2 figura indiea) parallelos & linha-
de-terra, e o mesmo succederia ao plano procurado, Parete:|
ria haver outras duas solugdes para o primeiro quadrante, cor
respondentes aos dois casos em que se tenha tirado a Jinha

‘
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/i, para a direita ou para a esquerda da vertical a/ a; mas
ise bem que em quzlquer dos casos o arco descripto no
Jo horizontal seria sempre dy, d. .., € as solugdes seriam
; que apont4MmOs, Quer se considere a parte do arco dy,d...
o estd 4quém ou além do plano verrical, e conforme em
ioum d’estes dois casos se considera o ponto a/ acima ou
hixo do' plano vertical, teremos gempre dois planos satis-
endo a0 problema; de modo que verdadeiramente, consi-
bndo 05 quatro quadrantes, pode haver oito planos, todos
Jisfizendo 4 conuiglo de fazerem um angulo o com o pla-
shorizontal e um angulo § com o plano vertical.

Este problema poderia ter sido resolvido de uma outra ma-
heira.

Sabe-se que quando um plano férma um angulo o com outro,
perecta perpendicular &o primeiro plano foxma com o segundo
o angulo 90° — a.; posto isto, poderiamos construir, como
i ji dito, uma recta que fizesse o angulo Y0° — a com o
o horizontal de projecgdo e o angulo 90°— com o plano
atical. Depois tirando pelo ponto dado um plano perpendi-
il & esta recta (problema que j4 sabemos resolver) teriamos
i plano que, além de passar por esse ponto dado, faria os
igulos o e B com 08 planos de projecgdo, e portanto satisfa-
i 80 probleima.

Dissémos que havia muitas vezes possibilidade de obter 8
linos satisfazendo 4 condigio de fazerem um angulo « com
iplano horizontal e um angulo B com o plano vertieal ; convem
untudo observar que, sendo os dois planos construidos no 4.°
udrante resp(<iivamente parallelos aos do 2.° ¢ 08 do 1.° res-
wtivamente p.rallelos »os do 3.2, pelo ponto dado, ndo se po-
lim tirar, cur geral, sendio 4 planos distinctos, satisfazendo ao
noblema. O 2. modo de o resolver, ainda nos d4 o mesmo re-
iltado: com effeito quando tratdmos deresolver o problema de
uhar uma recta fazendo angulos dados com o plano horizon-
il ¢ vertical, vimos que, nos 4 gquadrantes, podiam achar-se
wmaximo 8 rectas, satisfazendo a estas condigdes ; mas sendo
lilo um ponto por oude deve passar a recta que o problema
pele, afim de que a sua posigdo seja peifeitamente determi-
uds, tivemos, como dissémos, que tirar pelo ponto dado rectas
millelas Aquellas que construimos nos 4 guadrantes, enotando
que 4 rectas do 1.0 quadrante sdo parallelas 4s do 3.°, como
5do 2° 0 sflo 4s do 4.°, vimos que verdadeiramente, pelo
joto dado, s6 poderiamos tirar 4 rectas distinctas, que sa-
lifizessem a0 problema, e por econseguinte, como por um
pito ndo se pode tirar mais que um plano perpendicular a
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uma recta, nds concluimos, como jd o fizemos por outro mof,
que o problema que nos occupa, 86 tem 4 solugdes, isto i
que, pelo ponto dado, podem-se em geral fazer passar 4 planog’
distinetos, fazendo angulos dados com o8 planos de projeces,
Problema XXZXI. Construir o angulo comprehendido enfre dsy
planos dados pelos seus tragos. Como sabemos, o angulo g
dois planos ¢ o rectilineo do diedro que elles formam, e para
ter este rectilineo basta cortar os dois planos por um tercej.
ro.plano perpendicular 4 sua intercessiio. Sejam pois alpha
al q b os dois planos (fig. 41); procuremos, como foi dito, asua
intercessilo (a b, a/ b)), e vamos conduzir um plano perpend.
cular a esta intercessllo, e passando por um qualquer dos sey
pontos. Notemos que a intercessdo (a b, a/ 0') & a hypotenus
de um triangulo rectangulo que tem para cathetos as recty
aal e ab; rebatendo este triangulo rectangulo em-torno do
ab, a intercessdo dos dois planos dados toma a posicio 4,
Por gualquer des seus pontos M conduza-se uma perpend
cular MN a b A: ellaincontra a b no ponto N, e a recta )
pode considerar-se o rebatimento do trago feito no plano dy
triangulo pelo plano secante. Vé-se pois que o traco horizontal
do plano secante passa por IV, e como este plano é perpendi-
cular por hypothese & intercesséiio (a b, a/b/) dos dois planos,o
trago or do plano secante serd perpendicnlar 4 projecgdo ho- |
rizontal a b da intercessio. O angulo reetilineo procurado for-
mea com o7 um triangulo cuja base é o r, visto que as inter-
cessdes do plano secante com og dois planos dados passam por |
o e por 7. Procuremos construir este triangulo; como conbe-
cemos a sua base, basta procurar a sua altura; ora esta alt- |
ra ¢ precisamente egual & recta NI/, que antes do rebatimen-
to & effectivamente perpendicular 4 base or por existirno
plano vertical que tem para trago a b e que é perpendicalar
& or ; por outro lado, se fizermos o rebatimento do triangulo
em questio, em-torno da sua base o7, o seu vertice ndo sa-
hir4, em projecgio horizontal, da recta a b, perpendicalar
charneira or, e portanto, transportando por um arco de cir-
culo com o centro em I, o ponto M para V, e nofando que
n’este rebatimento os posotos r e o nio se deslocam, vere-
mos que o angunlo o Vr é o angulo pedido dos dois planos.—
Poderiamos ter rebatido a intercessdo (a b, a/ b/) dos planos
para a/a sobre o plano vertical; tirar a a/x uma perpendicu-
lar qualquer w ¢, e transportar o trago ¢ para IV, para em s
guida fazer as construccdes que indicamos.— Podiamos resol-
ver de outro modo este problema. Com effeito, sendo dados
dois planos quaesquer P e Q (fig. 36), podemos notar que &




GEOMETRIA DESCRIPTIVA Ht

jorum pento qualquer b, bl tirarmos reetas (ba, blal) (be, bl ¢)
gpendiculures respectivamente aos planos P e Q, estas re-
ttis comprebenderdo entre si um angulo, que é supplementar
joangulo dos dois planos.

(enstruindo pois (como se ensinou no problema XXIII) o
weulo @ B ¢ compiehendido pelas duzs perpendiculares aos
lanss, 0 angulo @ B g, supplementar de a B¢, é o sngnlo
pdido dos dois plancs.

(onsideremcs agora o caso particular em que o8 pianos
{em 08 seus tracos horizontaes parallelos. N’'este caso, como
vimos, & intercessiio dos dois planos é uma horizontal fig. 40
ab, ' bl dos dois plaros P e @, e tendo por conseguinte a
as projecgiio vertical que passa por a! parallela 4 linha-de-
fma, @ & projecedo horizontal, que passa por a, paraliela
w8 traco8 horizontaes dos p'anos dados. Um plano a/ ad,
jpendicular a esta intercesello, corta os dois planos dados
ggundo rectas que, tendo os seus tragos horizontaes em ce d
fumam um triangulo tendo para base ¢ d, e cujo angulo no
wrtice € 0 angulo pedido; notando que no espago o vertice
fiiangulo estd em al, se rebatermos o triangulo em-torno
fecd, o vertice ficarf n'um ponto f da perpendicular a f 4
taneira, e tal que af=aa/; e o angulo pedido serd ¢ fd.

Supponhamos sinda o easo em que os tragos horizontaes e
witicaes sdo todos parallelos 4 Linba-de-terra; n’este caso
wdo P e Q os planos (fig. 31), cortemol-os por um plano de
yfl VX Z,” como foi indieado & proposito da intereessio de
(s planog, vas ecircumstancias dos precedentes P e Q E’
diro que este plauo de perfil, sendo perpeadienlar & linba-
ieterra, I T, e, por conseguinte, & intercessio dos planos
fides, eorta estes segundo duas rectas que formam o recti-
lneo pedido. Por outro lado, rebatendo o plano de perfil em-
o do seu trago horizontal X V, a intercessiio do plano de
perfil com o plano P, sendo uma recta com 08 tragos em Pe
P\ toma a posigio P P/l depois do rebatimento, e a interces-
slo do mesmo plano de perfil com o plano 4, sendo uma re
ta com os tracos em 7' e T/, toma, depois do rebatimento,
i posicd 's por consequencia o angulo T' A/l P é o an-
gilo pedido, que formam entre si os planos dados P e Q

Problema XXXII. Fazer passar, por wmu recia contida n'um
plaw dado pelos seus tragns, wm segundo plano que faga com
0 primeiro um angulo dado. Seja (a b, a/ b) a recta dada
(g, 41) contida no plano tambem dado a/ ¢ b. Imaginemos &
weia rebatida gobre o plano horizontal, por meio do movi-
meuto de rotagio do seu plano projectanie horizontalmente,
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em torno do trago horizental ab; a recta tomard a pesi
A b. Por um ponto qualquer M da recta A b, tiremos:lhe g
perpendicular M N e pelo ponto IV tiremos a perpendiculag
or a ab; transportemos M para V, por um arco de cireul
eom ceniro em NN, e una-se v com 7. Tirando agora emJj
uma recta Vo que faga com Vr o avgulo dado, prolonganiy
v 0 até incontrar a recta o7 em o, e unindo b com o, terem
o traco horizontal b p do plano pedido; o trago vertical serf
obtido unindo p com a/. Poderiamos proceder de outro mods
rebateriamos d recta dada para a' @, no plano vertieal; con
struiamos uma perpendicuiar qualquer u ta 2 d/, transpors
vamos o ponto f para IV, e procediamos depois como disse
mos. Qualquer d’estes dois modoa de proceder & perfeitamen
te justificado, pelo que foi dito a respeito da resolucio s
problemn XXX em que se procurava o angulo de dois pli
nos dados.— I’ evidente que a recta dada fica, n’este pro
blema que acabamos de resolver, sendo a intercesedo do ph
no dado com o piauno procurado.

Se o plavo dudo fosse o plano P da fig. 40 e se a recta di
da fosse (a b, a/ b') parallela ao trago horizontal do plano P
procederiamos do modo seguinte : construiriamos a d perpen:
dicular 2 ¢ b e tomariamos ¢ f= a a/ ; unindo f com d, farix
mos o angulo d {c egval ao angule dado, e pelo ponto ¢ el
que a recta fc incontrasse a d, tirarizmos uma recta paralle:
la ao traco horizontal do plano dado ; esta recta seria ot
¢o horizontal do plano procurado; unindo o ponto em que
este traco incontra a linha-de-terra com a/ teriamos o frag
vertieal do mesmo plano. Se o plano dado fosse o plano Py
fig. 81 e a recta dada 4 m, A/ m/ fosse tambem paraliela i
nha-de-terra, tomariamos um plano de perfil Z X 1 e em st
guida transportariamos A/ para A//; unindo P com A/ terit
mos a recta P A/ que deveria passar por P!/, em seguida, for:
mariamos em A/ o angulo P A/ T ecual so angulo dado pel
problema, e teriamos a recta 7' Z//. Transportando Z/ paral
e tirando por 7' e 77 parailelas 4 linha-de-terra teriamos o
dois tracos do pinoo procurade. Vé-se facilmente que e
problema ters em geral daas solugdes.

Problema XXXIIL. Procurar em grandeza e posigio & per-
pendicular commum « duas rectas ndo existentes no megmo plo-|
no.— Duas rectas gue existem ne mosmo plano incontram:s
sempre, ou a uma distaneia figi*a ou-infinita (quando 840
parallelas). Dnas rectus que nfo ¢ %0 no mesmo plano pi
podem incontrar-se; entre todas as reectas gue podem I
contrar duas rectas nfio existentes no mesmo plano ha umi
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10 6 menor que todas ellas, isto é, que mede a wmais curta
listancia entre as rectus dadas e esta recta que mede a mals
arta distancia é, além d’isso, perpendicular ao mesmo tempo
s Guas rectus propostas. Para indicarmos eomo se pods ob-
o esta perpendicular commum, servir-nos-hemos de uma
fi;ura e perspectiva, para Gepois passar realmente a exe-
utir 88 construceOes necessarias para resolver o problema.
fssm 4 B e C D as duas rectas (fig. 43) Pelo ponto arbitra-
llio B de uma das rectas tire-ge a recta B E parsllela 4 outra
wta CD, e determine-se assim o plano A B & parallelo a
#(D. Do um poato qualquer D de C D, tire-ze a perpendicu-
D F ao plano 4 B . Nenhuma linha menor que D F pode
uit um ponto de C D com um ponto de A B, como é evi-
dute. Mas é preciso demonstrar que se pode upir um ponto
fe 4 B com um posto de CD por meio de uma recta egual a
I F, Para chegarmos a esse resultado, tiremos & G puraliela
\IB eportantoa C D; esta recta F G ucontrard 4 B, pois
¢ assim vdo succedesse, ser-lhe hia parallela, e o mesa.o
aecederia 4s rectas dadas A Be CD, o que é contrario 4 hy-
nthese do problema. A recta /' G incontra pois 4 B em cer-
th ponto G, e se por este ponto tirarmos a perpendicular
§H 4o plano 4 B E, esta linha G H ficard contida no plano
(DF G que é ji perpendicular ao plano 4 B K, visto gue
wiéw a recta DF por consirucglo perpendiculur dquelle
flano. B esta linha G H egual e parallela a D F' que medird
smais curta distancia das duas rectas dadas 4 Be CD; no-
ttmos que esta Huoha G H serd perpendicular, 20 mesmo tem-
1o, 48 duas rectas dadas 4 B e CD, visto que é perpendicu-
lirao plano 4 B I que contém uma das rectas e € parallelo
jor construcgdo 4 outra.

Vumos agora fazer uma demonstragio & posterior: de que
ireeta G I & a menor recta que pode unir um pontode 4 B
wmum pouto de C'D. Com effeito, unindo dois pontos quaess
uerp e ¢ das duas rectas dadas, ués vémos que a recta p ¢
tstando fora do pluno C'D F' G (sempre que o ponto ¢ se ndo
wnfunda com G) é obliqua 20 plano 4 B K logo & muior que
fue & perpendicular pr = H G dquelle plano; suppondo o
40 ds um dos pontos cer o pento G, a recta p G obliqua a
UD sinda é waior que a recta G- H perpendicalar a C D;
bem gssi uma recta qualquer H ¢ que unisse H com um
jorto de 4 B seria m. or que H G que é perpendicular a
4B; portanto ndo ha duvida em que a recta H G 6 a unica
Perpendiculur commum 4s rectas dadas AB e CD e mede a
malg curta distancia entre aquellas rectas,




BIBLIOTHECA DO I'OVO

E’ da maneira que fica exposta, que e resolve em Geomad
tria a tres dimensdes o problema de que tratamos; como g
vé, as construcgdes apenas sfio indicadas, sem serem re
mente executadass nés vamos agora pelos processos da Gegl,
metria Desecriptiva executar realmente as construccdes, mo§,
trando assim 2 differenca gne existe entre esta ultima sciogl
cia e a Geometria no espago, differenga que aponidmos logo off,
principio d’este livro. Nas construcgdes que vamos fazer se,,
virnos-hemos das lettras minusculas correspondentes ds loff,
tras mainsculas adoptadas na figura em perspectiva.— Sejanf,
(a b, dbl) e (cdy ¢'dy) (fig.45) as projecgdes das duas rectdg
dadas. Como, por hypoihese, ellag nio estdo no mesmo plany
niio podem ser as suas projecgdes parallelas respectivamend
te, bem como nfo podem incontrar-se as rectas no espago,d
porconseguinte nio podem os pontos de incontro das projecs
cbes horizontaes e verticaes estar na mesma perpendicif,
lar & linha-de-terra,  Por um ponto b ¥/ da recta (ab, ot
faga-se passar a rects (be, 0/ e/) parallela a (¢ dy, ¢/ di/),ede
termine-se o plano a0/ que passa pelas rectas (a b, a/ll)g
(be U é). |

De um ponto qualquer (d,d') da recta (c dy, ¢/ dy/), tire-seg
recta (d f, d' f!) perpendictilar ac plano, e tendo portanto
suas projeccdes respectivamente perpendicnlares aos trag
do plano. Procure-se, como foi dito no problema XIV ainter
cessdo da recta (d f, d' f') com o plano a ob' (servimo-nos i
figura do plano projectante horizontalmente de (df,d f}§}
como plano auxiliar), e obter-se-ha o ponto (f,77); de (/|
tire-se a parallela (fg, f'g')a (be, b’ e!), e portanto a (cd,c'd)i§:
e esta recta (fg, f' ¢') incontrard forgosamente, como dissclf
mos, a recta (a b, a/ b') n'um ponto (g, ¢'), devendo porco
seguinte para verificagdo das construcedes, os pontos ge (i
estar na mesma perpendicular g ¢/ 4 linha-de-terra. Do poi
‘to (gg') tira-ge (gk, g'b!), parallelamente a (df, d'f!), e el
ta recta (¢ &, ¢' #') incontrard, eomo foi dito, a recta (c dc'd
n’um ponto (A, %'), devendo por tanto cs pontos k e A etd
sobre a mesma perpendicular a I 7.

Nio temos agora mais que procurar a verdadeira granderify
de (g%, g' 1), para o que nde ba mais, como foi dito no pio
blema 1 do ecapitulo II que tomar sobre a herizontal g/g/ 8
partir da recta A A/ um comprimento egualagh, e unir A/ e gl
a recta 2/ g/ é a verdadeira grander» da mais curta distans
cia entra as rectas dadas (cdy, ¢/ dy/) e (a b, a!'¥/). -

Para resolver este mesmo problema poderiamos procede{
de ontro modo egualmente simples. Depois de ter determin
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h0 plano @ o 0!, fariamos passar por cada uma das rectas da-
;s um plano perpendicular a a0 O/ e determinariamos a in-
wessdo dos dois planos; ora o problema de fazer passar por
. recta um plano perpendicular a outro j4 foi resolvido, e
iz se sempre a tirar per qualquer ponto da rects uma ou-
wrecta perpendicular ao plano (tendo portanto as projecgdes
iectivamente perpendiculares aos tragos do plano), e o pla-
pdeterminado pelas duas reetas (tendo porianto os seus tra-
s passando pelos das duas rectas) é o plano pedido, visto
e passa pela recta dada, e é perpendicular ao plano dado,
i conter uma recta perpendicular a este plano.
Im todo o easo achamos converiente habituar se o leitor a
igccutar estes tracados que ndo lhe devem offerecer difficul-
ies.
6y Quindo se trata de procurar a distancia constarnte entre
s rectas parallelas, o problema é muito simples; basta
i & mais curta distancia de um gualquer ponto de uma
J§isrectas 4 outra reeta.
Bista, por exemplo, para mais commodidade, achar a dis-
uia de um dos tragos de uma recta 4 outra; ora este pro-
tmy de achar a mais curta distancia de um ponto a uma
ifa ji 008 resolvemos (Problems XIX).
i problemas numercsos ‘que resolvemos sfo sufficientes
imnos habilitarem a resolver todas as questdes de Geome-
Deseriptiva, em que g6 se tratar de rectas e de planos
amente combinados.
isim, se por exemplo nos fossem dadas as projecgdes dos
tiices de nm' polyedro qualquer, se unissemos convenicnte-
afe essas projecgdes, duas a duas, teriamos as projecgdes
iarestas, e em seguida estariamos habilitados a achar em
ifiiadeira grandeza os comprimentos d'essas arestas, a de-
?m'tinar os angulos que cada uma fizesse com os planos de
ijteio, a determinar os angulos que as faces do polyedro
sem com 08 mesmos planos de projecefio, e entre si, a pro-
i a infercessio do polyedro ecom nm plano dado, a fazer o
Qbitinento, sobre um dos planos de projeceio, de qualquer
4o polyedro, bem como muitos outros problemas de gran-
Fipplicagdo e verdadeiramente uteis nas differentes artes.
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CAPITULO III

DCS DIFFERENTES SYSTEMAS
DE PROJECGOES

Projeccoes orthogonaes.— Em tudo quanto fiea dito, )
puzémos sempre a existencia de dois planos de projey
perpendiculares entre si, e que as projeccdes de cada pl
do espago se faziam, sobre estes planos, por meio de re
que passavam pelo ponto e ihes eram respectivamente
pendiculares. E’ o systema de projeccoes orthogonaes,

Generalizando, podemos chamar projecgiio de um pontos
bre um plano o ponto em que uma recta qualquer, passi
pelo ponto dado, incontra este plano.

B’ certo que o systema de projeccdes orthogonaes éoms
geralmente usado,—em primeiro logar, porque ¢ realmen
muito simples, em segundo logar, porque offerece grud
exactidfo nos resultados graphicos.

Planos cotados. — Empregam-se comfudo, muitas ved
outros systemas de projeccdes; n’alguns , d’elles nio sel
prega senfo um unico plano de projecgin, e, entre estesilf
mos, 0 mais simples e empregado é o que constitue os pluill,
colados. N'este systema, um ponto & determinado pels il
projeegio orthogonal sobre um plano, que tem o nome
plano de comparagdo (e que, para simplicidade, se escoll
em geral, acima ou abaixo de todos os pontos do syl
projectado), e por um numero eseripto junto da projecgio
ponto, e que faz conhecer a sua distancia ao plano de cof
paracio; este numero chama-se a cola do ponto.

Se tomassemos o plano de eomparac¢do por modo gne, el
os pontos do eystema projectado, uns ficassem acima éd
tros abaixo do plano de comparagio, serfa forgoso considtl
como positivas as cotas dos poutos que estivessem acig,
por exemplo, e seriam negativas as dos pontos que estivl
sem abaixo do plano de comparagio; é para evitar conlll
sbes desnecessarias, que, em geral, ge preferc imagim}ﬂ
mo diseémos, o plano de comparagiio acima ou abaivd
todos os pontos do systema n'elle projectado. i

Vé-ge que realmente este systema de ;-ojecgdes entra B
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yitema geral de projeccors orthogonaes ;~pois, com effeito,

pderiamos considerar o plano de eomparagio como um plano

hoizontal de projecgdo, tragar sobre elle uma linha-de-terra
ihitraria e, pela projecefo conhecida do ponto, abaixar uma
rpendicular & linha de terra e prolongéi-a para cima d’es-

[1linha de uma quantidade egual 4 cota do ponto; o extre-

o d'esta perpendicular seria a projeccdo vertical do ponto

1 espaco ; teriamos assim passado do systema dos planos

tados-para o das projecgdes orthogenaes.

No systema- dos planos cotados, uma recta é determinada
jlas cotas e projecgdes de dois dos seus pontos, e um plano
wla sua linha de mwaior declive, relativamente ao plano de
umparacio. Este tystema de projeccdes é o geralmente em-
negado nos desenhos topographicos, em todos os trabalbos

@ aterro e desaterro, taes como estradas, caminhos-de-ferro,
nses, ete. Devemos comtudo notar que, sendo impossivel
ipresentar 0s corpos ou as extensdes consideraveis de ter-
o, em tamanho natural sobre o papel, é forgoso recorrer
jescalas, segundo as quaes se reduzem, na megma prepor-
o, todas a8 distancias horizontaes, sendo comtudo, em ge-
il as cotas, designadas em suas grandezas naturaes.

@ \inda convem observar que, em muitos trabalbos, e prin-
imlmente nos trabalhos topographicos, este systema dos
linos cotados soffre uma modificagio. Percebe-se bern que,
mando ge trata de representar uma extensiio de terreno mais
nmenes accidentade, as simples projecgoes de muitos dos

s pontos sobre um plano de comparagio, scompanhadas
i cotas d'esses pontos, neshuma ou muito pouca idéa da-

‘Win da forma real do terreno; quanto mais se multiplicas-

im 08 pontos projectados e as suas cotas, maior seria a con-

fisio, ¢ ninguem, pela simples inspeccio das projecgdes e

iis cotas, poderia fazer uma idéa rapida e nitida dos acei-

intes e disposicoes do terreno.

I' para evitar este inconveniente, que a Topographia mo- .
ificou o systema dos planos cotados; para representar a
liposicio de um terreno considera ainda as projeccoes de
.ilites dos seus pontos sobre o plano de comparagio, pro-
e depois unir por uma linha continua todos os pontos que
fm & mesma cota, e chtem d’este modo uma serie de curvas
thimadas curvas de nivel, e que, pela sua disposigdo e posi-
(s relativas, d4o uma perfeita idéa do relevo do terreno.
Mrojecgoes obliquas.— Muitas vezes as linbas projectantes
s differentes pontos do espago, em vez de serem perpendi-
tlares respectivamente aos planos de projeegdo, sido obli-
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quas a estes planos, conservando-se comtudo parallelas eEh
tre si. [

Para conhecer a projecedo obliqua de um poato do espa
¢o, € precisc conhecer a direcgdo e mclmaguo da recta prin
jectante, em relagio ao plano de projecefio. Na theoria dyg
sombras, esta projec¢do obfiqua € o que se chama a sombr
produzida do ponto sobre o plano de projecgfio, que entofy
ma o vome de plano geometral.

As pxowucoes orthogonaes e obliquas teem o nome eom
mum de projecgdes cylindricas.

Pro;ecgoes conicas. — Existe um outro systema de pro_]e
cles a que se d4 o nome de projecgies comcas, centraes ol
polares,— emtanto que no sysiema de projecgdes cylind
cas as projectantes sdo rectas sewpre parallelas eutrem»
imbora pexpendlculdres ou obllquas 20 plano de pmJecgao

de um corpo a pxo‘]ncg(xo conica oorldadsexéxga smnb; « produti-g*
da do corpo sobre o plano de projecco, se o ponto d’onde did
vergem as nmjwtdnres & um ponto luminoso, e serd a pers 2
ctiva, se o ponto d'onde divergem as projectantes eoo )
de wm observador. Para haver sombra produzida, é neces i
rio que o corpo illuminido esteja collocado entre o poato i
minoso e o plano de projecedo. |

Na theoria da perspectiva, o plano que recebe a proycqh
conica suppde-se em geral entre o corpo consideradoeoollo
do observador, mas poderia imaginar-se para além do corpo
projectado c6nicamente sobre o plano.

Podemos ainda notar que o systema de projecgdes cylins
dricas é um caso partxcular do systema de projecgdes ¢
cas, attendendo a que um cylmdlo se pode considerar ¢
caso partieular de um cdne eujo vertice estd situado a uh
digtaneia infinita. :
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