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Geometria e frigonometria espherica

Nogdes de geometria espherica

1—A geometria espherica estuda as figuras tracadas sobre
a superficie de uma esphera.

Hsphera é um volume limitado por uma superficie tendo
todos os seus pontos egualmente distantes d’outro, denomi-
nado centro, por gozar da propriedade de dividir ao meio to-
das as rectas que, passando por elle, teem as suas extremi-
dades sobre a superficie da esphera. Cada uma d’estas rectas
tem o nome de diamelro, e a metade do diametro, ou seja a
distancia do centro a qualquer ponto da superficie espherica,
denomina-se raio.

2— A interseccdio da esphera com um plano ¢ um cireulo,
cujo centro estd situado na perpendicular baixada do centro
da esphera sobre o plano. De facto, as obliquas tiradas do
centro da esphera para os pontos dalinha de intersecgdo so
eguaes entre si, por serem raios da mesma esphera, e por
conseguinte desviam-se egualmente da perpendicular bai-
xada do ponto de concurso d'ellas sobre o plano secante.

3 —Considerando um triangulo rectilineo rectangulo com
os vertices: no centro da esphera, no do circulo e em qual-
quer ponto da circumferencia d'este, vé-se que o raio do cir-
culo, por ser lado do angulo recto, é sempre menor que o
raio da esphera, que é a hypotenusa. No caso, porém, do
plano passar pelo centro da esphera, é evidente que o trian-
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gulo rectilineo se reduz entdo a uma recta, que € o raio da
esphera, donde se conclue que: 1.° as secgdes feitas na es-
phera por planos situados a egual distancia do centro, sio
circulos eguaes ; 2.° de todos os circulos é o maxzimo aquelle
cujo centro coincide com o da esphera.

Os circulos da esphera que ndo sdo concentricos com ella
chamam-se minimos ou menores.

4 —Dois pontos da superficie espherica determinam uma
circumferencia maxima, por isso que o plano d’esta é obri-
gado a passar pelo centro e por aquelles dois pontos. Sg, po-
rém, estes tres pontos estiverem em linha recta, isto ¢, se o8
dois pontos da superficie forem extremidades de um diame-
tro, a posi¢do do circulo maximo fica indeterminada.

A posigio e grandeza dos circulos menores 86 ficam deter-
minadas quando forem dados tres pontos da superficie da es-
phera.

H—A interseccio de dois circulos é uma linka recta. Sendo
maximos os dois circulos, a sua intersec¢dio é um diametro
commum 4 esphera e aos circulos, e portanto dois arcos de
circulo maximo cortam-se em dois pontos.

6 — Supponhamos que differentes arcos de circulo maxi-
mo se cruzam no mesmo ponto de uma esphera, e conduza-
mos por este ponto commum tangentes aos mesmos arcos.
Todas ellas sfio perpendiculares ao raio tirado para o ponto
de contacto, e visto elle ser o mesmo para todas, segue-se
que ellas existem em um unico plano, que é normal ao raio
considerado. Tal plano denomina-se plano tangente 4 esphera,
no ponto em que os arcos se interceptam.

7 — Chama-se eizn de um circulo da esphera, a recta pas-
sando pelo centro do eirculo e perpendicular ao seu plano,
e o8 dois pontos em que o eixo encontra a superficie da es-
phera, teem o nome de polos.

O eixo de um circulo é, portanto, o logar geometrico de
todos os pontos do espaco equidistantes dos diversos pontos
da sua circumferencia. Considerandc dois pontos de um eixo,
claro esti que as suas distancias a qualquer outro da eir-
cumferencia somente serdo eguaes quando aquellas forem
equidistantes do centro do circulo. Resulta, pois, que: 1.0
em qualquer circulo menor as distancias de um ponto da cir-
cumferencia aos seus polos sio deseguaes, e eguaes as dis-
tancias de um polo aos diversos ponfos da mesma curva; 2.°

1
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em um circulo maximo a distancia de cada ponto da circum-
ferencia a qualquer dos polos é constante, e egual 4 corda
do arco de 90°.

Um ponto da esphera considerado como polo, determina
um circulo maximo e nunca um circulo menor.

8—0 maior ou menor desvio de dois arcos de circulo
maximo, passando por um ponto da esphera a que perten-
cem, tem o nome de angulo espherico.

Dois angulos esphericos sfio eguaes quando se pode ajus-
tar perfeitamente os dois lados de um sobre os dois lados do
outro, o que equivale a suppor: 1.° que os angulos estéo si-
tuados sobre a mesma esphera, ou sobre espheras eguaes; 2.°
que sdo eguaes os angulos diedros formados pelos planos dos
referidos lados.

Os circulos maximos pertencentes a espheras diversas
teem raios differentes e portanto ndo podem sobrepor-se, e
quando as circumferencias se confundem tambem os seus pla-
nos coincidem.

9 — Dividindo em partes eguaes um angulo diedro corres-
pondente a um angulo espherico qualquer, e conduzindo pla-
nos por essas divisdes, ficard o angulo espherico dividido no
mesmo numero de partes, tambem eguaes entre si.

10 — Visto o angulo formado por duas tangentes aos lados
de um angulo espherico, no ponto em que ellas se encontram,
medir o angulo dos dois planos dos circulos maximos, é evi-
dente que tambem poderd medir o angulo espherico. Este
tambem pode ser expresso pelo angulo plano formado por
dois raios da esphera, respectivamente parallelos dquellas
tangentes, ou pelo arco de circulo maximo por ellas inter-
ceptado. E como a distancia do extremo de cada um d’estes
raios ao vertice do angulo espherico, ¢ egual a 90.°, segue-
se que o arco do eirculo maximo comprehendido entre os la-
dos de um angulo espherico tendo o polo no vertice d’este,
é egual a0 mesmo angulo espherico.

Por esta equivalencia se vé que, em geral, sio extensivas
aos angulos esphericos as propriedades dos angulos planos.
Assim, se um arco de circulo maximo intercepta outro, forma
dois angulos supplementares, e estes sdo eguaes, cada um
vale 909, e os arcos sdo perpendiculares entre si; osangulos
esphericos verticalmente oppostos sdo eguaes, ete.

11 — Denomina-se polygono espherico a figura formada sobre
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a superficie espherica por diversos arcos de circulo maximo,
cortando-se entre si dois a dois.

O polygono toma nomes particulares conforme o numero
dos lados ou dos angulos que o constituem. No caso de dois
arcos de circulo maximo apenas, fechando espaco sobre a
superficie da esphera, resulta a lunula ou fuso espherico, que
é limitado por dois lados, cada um de 180°, formando dois
angulos eguaes entre si.

12 — Tirando raios do centro da esphera para cada um
dos vertices do polygono, e fazendo passar por cada dois raios
consecutivos um plano, resulta um angulo polyedrico com o
vertice no centro da esphera, o qual gosa da propriedade
dos lados do polygono serem eguaes aos angulos planos do
angulo polyedrico, e os angulos diedros d'este eguaes aos
angulos esphericos d'aquelle.

As propriedades relativas aos angulos planos e diedros de
um angulo golido podem, pois, converter-se em outras analo-
gas entre os lados e angulos de um polygono espherico e
vice-versa. Assim, por exemplo, sabendo-se que nos angulos
polyedros convexos (em que nio ha angulos diedros rein-
trantes, ou superiores a 180°) a somma dos angulos planos é
menor que 360°, pode-se concluir que nos polygonos esphe-
ricos, onde qualquer angulo é inferior a 180°, a somma dos
lados é menor que 360°.

13— Em um triangulo espherico nio pode haver um an-
gulo egunal a 180° sem que o triangulo degenere em lunula
ou fuso espherico, por isso que prolongado cada um dos
outros lados ird passar pelos dois extremos do primeiro.
Tambem se nfio péde admittiv que um triangulo possa ter
dois lados superiores a 180°, porque entfo taes lados eruzar-
ge-iam, antes de encontrar o terceiro e a figura compor-ge-ia,
n'esse caso, de uma lunula e de um triangulo unidos por um
vertice commum aos dois angulos verticalmente oppostos.
Pode, todavia, succeder que haja um unico lado maior que
1800, donde resulta ndo ficar determinado triangulo quando
forem dados os vertices, ou tres pontos quaesquer sobre a
superficie de uma esphera. Com effeito, sejam (Fig. 1) A, B,
C os pontos dados. Podemos sempre construir o triangulo
em que os lades A B, BC, e AD C sio inferiores a 180°, o
que s6 deixard de ser possivel quando algum d’elles for
egual a 180° Ora, além do triangulo considerado, podemos
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construir com os mesmos vertices outros tres triangulos,
cada um dos quaes serd formado por dois lados do triangulo
primitivo.

N’este caso estd o triangulo definido pelos arcos A B, B C,
CE A. E' evidente que d'estes dois triangulos ABCD A,
ABCE A, um ha-de ter forcosamente um lado maior que

Fig. 1

1800 ; comtudo basta conhecer os elementos de um para
determinar os do outro. Effectivamente deduz-se da Fig. 1.

ADCLCE A=360
BAD-+BAF=—180
BCD-+B CE=180°

E sendo estas relacdes sufficientes para calcular os lados
e angulos de um d’aquelles triangulos, quando sdo conheci-
dos os lados e os angulos do outro, segue-se que podemos
considerar somente um dos triangulos, que tem 0s mesmos
vertices, excluindo da definigio geral (n.° 11) os que com-
prehendem um lado inferior a 180°.

14 — A Fig. 1 mostra ainda que no triangulo ABCD
¢ DAB<180°, DCB < 180.°, ABC < 180°, porém
ABC-}-ABWF=180° ao passo que no outro triangulo
ABCEé ABC=ABF-}-180° ou seja > 180°. Portanto,
nos triangulos esphericos, suppondo qualquer lado menor
que 180°, ndio pode haver nenhum angulo superior a 180°,




8 BIBLIOTHRECA DO POVO

Nio podendo um triangulo espherico ter angulo algum rein-
trante, ou maior que 180°, conclue-se que (n.° 12) a somma
dos lados ¢ menor que 3600,

As relagdes existentes (n.° 12) entre os elementos de um
triangulo espherico e as do angulo diedro correspondente,
levam-nos a admittir ainda como verdadeira a seguinte pro-
posigiio: a somma de dois lados quaesquer do triangulo es-
pherico é maior que o terceiro lado.

15— Se descrevermos dos vertices de um triangulo esphe-
rico AB C (Fig. 2), tomados como polos, tres circumferen-
cias de circulo maximo, e representando por A’B’EDA a
que tem o polo em C, por A/C/EF Al a que tem o polo em

Fig 2

B, e finalmente por F B’ C/ D F a que tem o polo em A, obte-
remos sobre a esphera oito triangulos (n.213), A’ B/ C/, B/C/ E,
E B/'F, F B! A/, situados em um hemispherio,e D F A/, A/D(/,
C'D E tragados no outro, e com os vertices diametralmente
oppostos aos dos triangulos do primeiro grupo.

Considerando em especial o triangulo A/ B/C/, vé-se que A/
por exemplo, é polo de B C, pois que A/ B e A/ C sdio arcos
de 90°, por serem B e C polos de A/ C' ¢ A’ B/, e visto os
pontos A/ e E estarem nos extremos de um diametro (n.° 5)
segue-se que os polos de B C sdo A e E.

De identico modo se conclue que €/ e I siio polos de A B,
e B' e D polos de A C. Como consequencia; temos, pois, que
os vertices dos oito triangulos tragados, tendo os polos em
A, B, C, sio polos do triangulo A B C. Prolongando estes
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Jados até completarem tres circumferencias maximas obte-
remos mais sete triangulos esphericos, que estario para
A/ B/ C! como este para A B C.

Facilmente se reconhece que tomando dois triangulos es-
phericos quaesquer, um constituido pelas circumferencias
maximas determinadas pelos lados do triangulo ABC, e
outro pelas que correspondem aos lados de A! B/ C/, temos
sempre que os vertices de um sdo polos dos lados do outro.
A propriedade que caracterisa dois triangulos assim consti-
tuidos explica a razlio porque a elles se deu o nome de
tfiangulos polares.

16 — Prolongando os arcos AB e B C até encontrarem
A’ €/ nos pontos G e H, temos que B— G H pelo facto do
ponto B ser polo de A/ C/; mas A’ H = C/ G = 90°, visto A/
ser polo de B C e C/ polo de AB, logo B=A’H— A/ G =
A/H—(A/C—C' G)=A'HH4C' G—A/C =180°—¢'.

Identicamente se obteem, com respeito aos outros ve:tices
do triangulo A B C, as equacdes

At o/=180 )
]§+b/:180n ...... (1)
C ¢ =180°

Prolongando A C até encontrar A/B/ e B/C/, resulta
B/ =LK, por ser B/ polo de A C, L C = A K = 90" Donde

B —=LCLCK=LC+4(AK—AC)=1800—5

Por maneira analoga se deduzem as equagdes

A a—180°
B1Lb—180)} . ---- (2)
C ¢ = 180°

Estas relagdes (1) e (2) existentes entre os lados e angu-
los dos triangulos ABC e A/B/C/, e que tambem teem
logar entre os elementos do triangulo AB C e osde E D F,
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deixam de se verificar quando se comparam os lados e an-
gulos do triangulo A BC com os de qualquer dos outros
triangulos polares. Assim, em E B/ (/, é B/—180° — A/ B/ C/
=180°— (180° — b) =b; E=B/A'(/=180°—a; D/=
180° — A/ (! B! = 150° — (180> — d) = d; B/ E = 180° —
(1800 — C) = C; C' E = 180° — (180> — B) = B.

Analogamente se reconhece que no triangulo EB/F se
tem :

B/=180°—0, E=a, F=d, EF=180—B,B'F = A,
B/'E =D; e no triangulo A/ B’ F: B/ = b, F = 180° —d, A’
= a, AliF = B; AlBt{= 1800 —(J B/ P —= A,

Nos quatro triangulos restantes obteem-se as mesmas re-
lagdes, para o que basta observar que elles estiio respecti-
vamente situados em posigles symetricas a respeito dos ou-
tros.

Ha, pois, a distinguir entre os diversos triangulos, reci-
procamente polares, dois (considerando em cada grupo 86
08 que estdo sobre um hemispherio) entre os quaes se dd a
propriedade singular de serem os angulos de um respectiva-
mente supplementares dos lados do outro, e inversamente.
Taes triangulos teem o nome de {riangulos supplementares.

Rigorosamente fallando, o triangulo A B C é supplemen-
tar de A'B/C/ e de ED F, e estes dois ultimos sfio tambem
supplementares do triangulo A B C e do eollocado em posi-
cdo symetrica de A B C, isto é, do que tivesse os vertices
diametralmente oppostos aos d'este; considerando porém
apenas um hemispherio, cada triangulo A B C tem s6 um
triangulo supplementar, que é A/ B/ C/.

17— A somma dos tres angulos de um triangulo é maior

_ que dots angulos rectos e menor que seis.

Tomando, effectivamente, dois triangulos supplementares
ABCeAB/C (Fig. 2), vimos (n.° 16) que

A} af = 1800
B b =180
C+ o =180

Donde
A+ B4 C=6<90°— (a/ b }¢)......
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mas vimos tambem (n.° 14) que

@/ Bl - o << 43< 900
ou

o U 4ol =43><90°—2

sendo 2 ¢ uma quantidade comprehendida entre 00 e 4 >< 900
Logo, substituindo em (3), vem

A4+BA4C=2><90°+2¢

isto €, a somma dos tres angulcs ¢ maior que dois angulos re-
ctos, por ser :>o0, e € menor que seis rectos, por ser
2 ¢ < 4 2<900.

Nos triangulos egphericos a quantidade

e=A-4+B4C—180... ... (4)

é sempre positiva e chama-se excesso espherico. i’ maior que
0 e menor que 360°.

18— Em qualquer triangulo espherico a lados eguaes op-
poem-se angulos eguaes, e vice-versa.

Sejam (Fig. 8) AC e B C dois lados eguaes do triangulo

Fig. 8

espherico A B C, e supponhamos, por emguanto, que esses
lados siio menores que 90°. Tiremos os raios O A, 0B e O C
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daB esphera ‘e as tangentes A¢ e AT, bem como B¢
e BT.

As tangentes AT e BT interceptam o prolongamento do
raio O C no ponto T, por serem eguaes os triangulos recti-
lineos rectangulos AOT e BOT, onde AO=B0Oe ADC
=B0C.

Da egualdade dos mesmos triangulos rectangulos se dedus
AT =BT e por ser tambem A ¢{—= B¢ e T ¢ um lado com-
mum aos friangulos rectilineos AT ¢ e BT ¢, segue-se que
sdo eguaes estes triangulos e portanto eguaes tambem os an-
gulos planos T A¢ e T B¢, correspondentes aos angulos es-
phericos A e B.

A reciproca demonstra-se substituindo ao triangulo esphe-
rico o seu supplementar, e apphcando a este a primeira
parte do theorema.

No caso dos dois lados A Ce B C serem maiores que 909,
pode-se substituir cada um d’elles pelo seu supplemento,
obtendo-se entio um novo triangulo A/B’/C onde A/C e
B/C sdo eguaes e menores que 90°, e por conseguinte

CA/B/'=CB A, ou (n.° 10)
1800 —CAB —=180c—CBAe CAB=CBA

19— O plano A O B (Fig. 3) é perpendicular aos planos
TAt e TBt visto conterem duas rectas perpendiculares
respectivamente a O A e OB; logo T b é normal ao plano
AOB.

O plano conduzido por O e T ¢ tragard, pois, na superficie
da esphera a que pertence o triangulo A B O, um arco de
cireculo maximo perpendicular ao lado A B e passando por
C, e como tal plano contém a recta O 7, segue-se que em um
triangulo isosceles o arco de circulo maximo, baixado do ver-
tice, normalmente 4 base, divide esta em duas partes eguaes,
e vice-versa.

20 — Em qualquer iriangulo espherico ao angulo maior
oppoe-se lado maior, e reciprocamente.

Supponhamos que no triangulo AB C (Fig. 4), e BAC >
BgA e tomemos no angulo B A C uma parte B A D egual
a BCA.
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Serd (n.c 18) CD = AD e como é (n° 14) BD +DA>
A B, resulta que

AD—{-(}WB ouBC>AB

Inversamente, visto BC =5 ABserABAC>BCA, por=-
que sendo estes angulos eguaes ter-se-ha (n.° 18) BC=AB,
e ndo o sendo néio se pode ter B AC<BCAsemque BC <
X\B, o que é contrario 4 hypothese.

B

A
Fig. 4

21 — Os triangulos AB C e A’B/C/ (Fig. 5) tracados na
hypothese dos vertices de um serem diametralmente oppos-
tos aos do outro, ficam symetricamente dispostos em relagdo
a0 centro da esphera, tomado como centro de symetria. N'es-
tes triangulos os lados A B, B C e A C sio respectivamente
eguaes a A/ B/, B! C! e A/ C/, sendo tambem facil de demons-
trar que os angulos A e A/ sfio eguaes; bem como B e B/ e
Ce C.

E’, entretanto, impossivel sobrepdr um d’estes triangulos
a0 outro, por isso que fazendo deslocar o triangulo A’ B/ C/
sobre a superficie da esphera, por forma que B/ v coincidir
com B e A/ com A, o ponto C/ occupard a posicio C'/ situada,
a respeito do plano O A B, do lado opposto a C.
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Por analogo raciocinio se demonstra que se o angulo A/ C/ B/
tivesse o lado C’/ A/ para a parte anterior do circulo B C B/ C/,
e nfo para a posterior, 0 novo triangulo teria ainda os ele-
mentos (lados e angulos) respectivamente eguaes aos de
A B C, podendo ajustar sobre elle, mas entdo os triangulos
niio se achariam em posigiio symetrica,

Pode, todavia, succeder que os dois triangulos possam
sobrepor-se ndo obstante estarem collocados em posicdo
symetrica. Assim, se fosse A C= B C e portanto A/ C/ = B/ C'
poderiamos assentar A’ sobre B e B/ sobre A, de modo que
C! cahisse sobre C e n’esse caso os triangulos coincidiriam.

Logo, em geral, os triangulos que teem possibilidade de
se disporem em posi¢io symetrica, teem os elementos de um

Fig. 5

respectivamente eguaes aos do outro, mas ndo siio sobrepo-
niveis, visto os lados e angulos do primeiro nio estarem
similhantemente dispostos a respeito dos lados e angulos do
segundo.

Os triangulos que podem collocar-se em posigio symetrica,
em relacdo ao centro. da esphera, dizem-se {riangulos syme-
tricos.

22 — Dois triangulos esphericos sdo equaes quando, tragados
sobre a mesma esphera, se podem ajustar perfeitamente.

Isto dé-se: 1.° Quando dois lados de um sdo perfeitamente
equaes e semelhantemente dispostos a dois lados do outro, e
eguaes 0s angulos comprehendidos por esses lados.
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Demonstra-se por sobreposicio, tal como o caso correspon-
dente dos triangulos rectilineos, accrescentando-se, todavia,
aqui a condigio semelhantemente dispostos, pois sem ella os
triangulos seriam symetricos, e por consequencia (n.° 21)
nfio poderiam, em geral sobrepor-se. Na geometria plana
n#o se torna preciso que os elementos estejam semelhante-
mente dispostos: porque entdo as figuras symetricas 880
eguaes, isto &, susceptiveis de sobreposiciio.

9.2 Quando os tres lados de um sdio respectivamente eguaes €
semelhantemente dispostos aos tres lados do outro.

Sejam (Fig. 6) ABC e A/B/ C/ os triangulos dados, onde

AB—A/B, AC=A/C/, BC=B/C. Se fosse BAC=
B! A! C/, os dois triangulos seriam eguaes; mas suppondo que
aquelles angulos siio differentes, ou que B ACc>PBAC,

B B

A A
"d'.
Fig. 6
e que no maior angulo tomamos uma parte B A D egual a
B/ A/ C! e 0 arco A D = A/ C/, serd
triang. A BD = triang. A/ B/ C/
e 0 ponto D niio poder4 cahir sobre o lado B C porque visto
BD = B! ¢, segue-se que BE =B C, o que ¢ absurdo.
D’esta construcciio se tira
AD=A/¢/=AC BD=B.C=B(C

logo no triangulo ACD é (n° 20) A CD=CDA e no
triangulo B C D, é pelo mesmo motivo B CD = CDB;mas
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ficando o ponto D fora do triangulo ABC é BCD <A UD,
cbhB>CD A, o que é absurdo.

Se, porém, o ponto D cahisse dentro do triangulo, o resul-
tado seria egualmente absurdo, e tal succederia sempre des-
de que D néo coincidisse com C.

23 — Vimos no n.° 16 que se considerarmos um sé hemis-
pherio, cada triangulo tem unicamente um supplementar, e
por conseguinte se dois triangulos esphericos forem eguaes,
nio se torna possivel sobrepol-os sem que os seus supplemen-
tares ajustem completamente. Logo: sdo eguaes 08 iriangulos
supplementares de iriangulos esphericos equaes.

24 — Substituindo os triangulos considerados no n.° 22
pelos seus supplementares, concluimos em vista do deduzido
no n.° 23, que:

1.2 Doig triangulos sio eguaes quando dois angulos de um
sdo respeclivamente eguaes e similhantemente dispostos a dois
angulos do outro e egual o lado adjacente aos angulos.

2. Dois triangulos sio eguaes quando os tres lados de um
sdo respectivamente eguaes e similhantemente dispostos aos ires
angulos do outro.

25 — Dois triangulos esphericos symetricos sGo equivalentes.

Consideremos (Fig.,7) dois triangulos esphericos symetri-

Fig. 7

espheras eguaes. Fazendo passar um plano pelos vertices de
cada triangulo obteremos sobre a esphera dois eirculos me-
nores de raios eguaes, por serem circumscriptos aos trian-
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gulos rectilinevs eguaes A B C, A/ B/ C/, constituidos pelas
cordas dos lados dos triangulos esphericos.

Designando P e P’/ os polos mais proximos dos circulos
ACB A, A/C' B/ A/, teremos que seriio eguaes (n.* 7) as ree-
tas PA, PB, PC, P/ A/, P/ B’ e P/ C', e portanto tammbem sfio
eguaes os arcos de circulo maximo que ellas rubtendem.
Resulta, pois, que os triangulos PA B, PBC, P A C siio
isosceles e respectivamente symetricos de P/ B/ A/, P' B! C/,
P! A’ C/, e como estes triangulos isosceles sio eguaes (n.° 21)
tambem o serdio as suas areas. Lingo

area PBA-J-area PBC-{-area PAC —
— area P/ B/'A/ - area P/ B/ C/ 4 area P/ A/ C/

ou
area ABC =area A'B'(C/

Se tivessemos considerado os triangulos isesceles formados
pelos lados de A BC e A’ B! C/ com os arcos passando pelos
polos mais afastados, seria preciso sub(rahir da area da es-

o

Fig. 8

phera as dos triangulos PAB, PBC, PAC e P/ A/ B/
PI'BI'Cl'e P"A!C/,

Quanto 4s areas de A BC e A’ B/ (/ obteem-se por modo
identico ao anterior.
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26 — 4 somma das areas das iriangulos ABC e Al B/ C/,
Sformados pelos arcos ACA! e B CB/ terminando no mesmo
cireulo A B A/ B, ¢ egual & area da lunula cujo angulo ¢ egual
a cada um dos verticalmente oppostos dos triangulos.

A figura d4 (Fig. 8).

B/C=1800—BC—=BC(
AC=180°—AC=-AC/
A'B—AB

relagBes donde se deduz (n.* 21 e 25)

area A/ B' C =area A B C/
area A' B/ C--area ABC=area ACBC A

27— A area da lunula ou fuso espherico estd para a da es-
phera a que pertence, assim como o numero de graus do angulo
estd para 560°.

Dividindo em partes eguaes a circumferencia CD EF
(Fig. 9), perpendicular 4 recta A B que une os dois vertices

A

B

Fig. 9

da lunula, e tirando por estes e por cada ponto de divisio
arcos de circulo maximo, resulta um certo numero de lunus
las, todas eguaes; por isso que se podem sobrepér,
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Sendo » 0 numero de partes em que toda a circumferencia
& dividida, e designando por: S a area da esphera, L a da
lunula, e A° o angulo que lhe corresponde, ter-se-ha

S=nL 360° =n A°
donde
L Ae

S — 3600

proporcionalidade que se verifica tambem quando o arco
CF, correspondente & lunula, e a circumferencia forem in-
commensuraveis,

98 — A area da lunula tem por valor numerico o dobro do
angulo, se se designar por 8 a area da esphera, e por unidade
o angulo recto.

Assim, adoptando estas convengdes, teremos

L
8

»IP)

donde o)
L=2A

29 — Continuando a tomar para unidade de area a do

triangulo espherico trirectangulo, e para unidade de angulo
o angulo recto, teremos que a area do triangulo espherico ¢

fal
C

cv
Fig. 10

egual ao excesso espherico, isto € ao excesso da somma dos




tres angulos sobre dois rectos. Com effeito, prolongando os
‘ tres lados do triangulo A B C (Fig. 10), temos em um he-
‘ mispherio (n.° 28).

1 4r=2A 4 (2C—arco ABC) -+ area A/ B/ A’
mas (n.° 26)

A'BIC'—=2B —2 arco ABC
logo

4r=2A+428 —area ABC+2C

ou 1
| area ABC=A-}+B+C—2r
que ¢é a formula (4)
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1I

Elemontos de trigonometria espherica

30 — A trigonometria espherica tem por objecto a resolugio
dos triangulos esphericos.

Se na resolugio de um triangulo um dos elementos dados
for angulo, e sendo este, A por exemplo, egual a 90, o trian-
gulo diz-se rectangulo; qualquer outro triangulo é chamado
obliquango.

Se, porém, um dos elementos dados for lado e valer 90°, o
triangulo diz-se rectilatero.

CAPITULO I

Relacao entre os elementos de um triangulo espherico

A). RELAGOES ENTRE QUATRO ELEMENTOS,
OU RELAGOES FUNDAMENTAES

31 — Relagoes entre os tres lados e um angulo — Seja A B C
(Fig. 11), um triangulo espherico, cujos lados AB e AC
suppomos ser menores que 90°.

G Pl

=]

i 4

Unamos os vertices A, B, C ao centro O da esphera; tire-
mos em seguida, nos planos AOB e AQC, gs perpendicu-
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lartes AD e AE a OA até encontrarem o prolongamento
dos raios O B e O C.
Ora, os triangulos rectilineos O DE ¢ A D E, ddo

DE2=0D?}0E2—20D . OE . cos DOE
—Ezzﬁz_{_AEE«—QAD . AE . cosDAE

OD2—AD* 1L OE2—AE>2—20D . OEcos DOE
AD , AEcos DAE=0

0D =sec. c = B =—=RecAbi—
cos ¢ cos b
sen ¢ n b
A D= tang ¢ — Ll AE=tang b= Se
cos ¢ cos b

DOE=a , DAE=A

Logo
2~_2cosa 2seuc.scnb.cosA:0
cosc . cos b cos ¢ ., cos b
ou
cosa=cosb . cosc{send . senc . cosA........ (D)

Tal é a formula fundamental da trigonometria espherica.

Esta formula foi deduzida na hypothese de que os lados
b e ¢ eram menores que 90°, Ella é, porém, geral, como vamos
yér.
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Para isso, demonstremos primeiramente que a formula
subsiste quando um dos lados b, a, ¢, {61 maior que 90° ou 1/, =,

¥ 3 - 1
Com effeito, se, por exemplo, o lado ¢ for maior que . ™

a formula (5) applicada ao triangulo complementar A B/ C,

1 r
onde os lados A B! e A C sfio menores que — =, dd

cos (r —a) —cos b . cos (v — ¢)
+send . sen(z—e¢)cos(r—A)
ou

—cos a— —cosb . cosc—send ., senc . cos A

ou finalmente
cos a=cos b . cosc|-senb . senc . cos A

Passemos agora a demonstrar que a formula (5) subsiste
H o~ s 1
ainda quando ambos os lados b e ¢ sfio maiores que AT

De facto aquella expressiio applicada ao triangulo com-
plementar A'B C, na qual os lados A’ B ¢ A’/ C s3o meno-

1 r
res que —— =, di

cos @ = cos (v —10) . cos(x —c)
~+ (senw—13) . sen (w—¢) . cos A
ou '

cosa=cosb . cosc|send ., senc . cos A
Sendo, pois, a formula (5) verdadeira para os valores de b
o ‘ . 1 , -
e ¢ tdo proximos quanto se queira de R verdadei-
ra ainda quando um d’estes lados, ou ambos, forem eguaes a

—i— w. Ella é, pois, geral.
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Por permutacdio circular a expressdo (5) origina as seguin-
tes

cosb=cosc . cosafsenc . sena . cos B.... (6)
cos ¢c=cosa . cosb-}sena . send . cos C.... (7)

32 — Relagdo entre dois lados e os angulos oppostos. Em
qualquer triangulo espherico teem logar as relacdes g

sen A sen B sen C

e (8)

sen a sen b sen ¢

pelas quaes se vé que 08 senos dos angulos sdo proporcionaes
aos senos dos angulos oppostos.
Effectivamente, da formula (5) tira-se

cosa—cosb . cosec
CosIA =7 S 7
sen b . senc

e portanto
1—cos® A=sen® A =

sen?d . senc — (cos a—cos b . cos c)?

sen®b . sen’c

ou

sen* A —
1—ecos?a—cos>b—cos*c-|-2 cosa . cosb . cosc

sen’b . sen’c

e por conseguinte

sen? A 1 —cos? a—cos?b—cos?c-}-2cosa.cosb . cosc

sen? a gsen?a . sen®b . sen®¢
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e visto o segundo membro ser symetrico em relagio a a, b, c,
segue-se que

gen? A  sen? B sen® C

sen® a sen? b sen? ¢

ou

sen A sen B sen C

sen a sen b sen ¢

como se pretendia demonstrar.

33 — Relagdo entre dois lados, o angulo comprehendido e o
angulo opposto a um d’elles, isto é entre os quatro elementos
consecutivos.

Para obter uma relagio entre a, b, C, A, substituamos na
equagdo (), cos ¢ pelo seu valor tirado da equagdo (7) o
que da

cos a=cos b (cosa . cosb-}sena . send . cosC)
-+-send . senc . cos A ,

donde

cosa . sen?bh=sena . senbd . cosb . cos C

- senbd . senc . cos A

ou, supprimindo o factor sen b, commum a todos os termos,
Ayt %y sen ¢ sen C
dividindo estes por sen «, e substituindo por

8en a

sen A’
resulta

cotang a . sen b =cos b . cos C{-sen B . cotang A.... (9)
Mudando n’esta equacdio b em ¢ e C em B, teem-se

cotang a . sen c=cos ¢ . cos B—=sen B . cotang A.... (10)
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Finalmente, as equagdes (9) e (10) ddo, por permutagoes
circulares, as seguintes

cotang b . sen ¢ =cos ¢ . cos A -{-sen A . cotang B |

cotang b . sena=cosa . cos C -sen C . cotang B 11)
cotang ¢ . sen @ = cosa . cos B --sen B . cotang C (
cotangc . sen b —=cos b . cos A + sen A . cotang C

34 — Relacdo entre um lado e tres angulos. Applicando a
formula fundamental ao triangulo supplementar de A B C,
resulta

cos (m— A)=cos (r—B) . cos (m —C)
—-+sen (r—B) . sen (r —C) . cos (r—a
ou

cos A=—cosB . cos C}|sen B . sen C . cos a... (12)

Por permutacdo circular n'esta equaciio se obteem as
seguintes :

cos B=—cos C.cos A-|-sen C.sen A .cos b (13)
cos C—= —cosA.cos B-l-sen A.sen B.cos a) )

B) REL,\(,X(‘)ES ENTRE CINCO ELEMENTOS; GERALMENTE
CHAMADAS ANALOGIAS DE NAPIER

35 — Em qualquer-triangulo espherico teem logar as seguin-

‘tes relagoes :

-

o

1 o 1
tang--{; (A1+B) cos = (a — b)

15 1
cotang — C cos —(a b
2 2( & 0)




% Y G

1,,,;___—1 — e (A)
cotang = C sen -2— (a4 0)

4

1 S 1
tang o (A—D). sen = (a — )

9 ¢
tang — ((( —-[‘ I)) cos — (A - B)
g 3 4 Y (A

tang% c cos % (A--B)

1
tang — (a — ) senl(A—B)
2 2
TR e — ... (B)
taug? c sen T(A - B)

Para deduzir estas formulas, preciso se torna proceder
of el 1 1 1
primeiramente ao caleulo de sen — A, cos o= Ae tang;A
em funcedo dos tres lados.
Ora, da relaciio fundamental (5), tira-se
cos a—cos b . cos ¢
COSPA == o le Bui o B iy
sen b . sen ¢
donde

cos @ —cosb . cose
l—cosA=1— — -
sen b . sen ¢

(cos b . cosc-}-sen b . ¢) —co8 a
— ! A ——

sen a . sen b

_cos (b—c)—cosa

sen b . senc
a—b-l-c b—ct'a
i gon e ey o =] L—

2 2

sen b . sen ¢
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ou
1—cos A sen(p—0) . sen (p—c)

2 send . senc
donde

.;xenlA=\/.1__-Los;Ar sen (p—0b) . (p—¢c) (14)
2 2 sen b . sen ¢

Por um calculo analogo se deduz

1-}- cos A: senp . sen (p—a)

2 senp . senc
donde
coslAz\/@M:\/ﬂ& nen (P'= e
2 2 sen p . senc
e portanto
sen —1—A

L N :\/““ Bt enp S
2 A

1 senp . sen (p—a
s P r—a)
2
Os radicaes devem ser tomados positivamente, porque sen-~
SR 1 ;
do o angulo A inferior a 180°, o angulo?A é menor que

90°, e todas as funccdes trigonometricas do primeiro qua-
drante sdo positivas (1).

(1) A este mesmo calculo é applicavel a func¢@o trigonometrica
intitulada semi-seno-verso do arco, que é o seno quadrado da me-
tade d’esse arco (Halfversine ou abreviadamente hav) cuja utili-
dade tem sido desprezada pela maioria dos autores de tratados de
trigonometria, apezar d’ella simplificar consideravelmente a reso-
lugao dos triangulos, quer rectilineos, quer esphericos. Esta func¢ao
¢ definida pela seguinte expressdo

1 1 1
hav & = — sen-vers wr;(l — €08 a:):sen*;m
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36 — Posto isto, e attendendo 4 equacgio (16), e 4 que
d’ella se obtem por permutagiio

it B g AR D
2 sen p . seu (p—b)
resulta

e et G S e e
2 2 sen p

Mas

1l 1
tang 72— A - tang ; B

tang % (A+B)= : =
1 — tang E A . tang ; B

e multiplicando por tang_lTC,

1
tang l (A -+ B) . tang & C=

2 2

1 il ; 1 1
ang — A . — C-}-tang—B . tang — C
tang 5 A . tang = C-|- tang 5 ang —

1 1
1—tang —A . tang — B
g'z g2

sen (p —b) 4 sen (p — a)
_senp | senp
nCr (p—c)

sen p
msen(pos b dissen (o —a)

sen p — sen (p — ¢)
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1 1
2s8en — (2 p—a —b) . cos— (a—1b)
2( P 2( )

1 1
28en—c¢ . cos— (2p —c
2 2( P —c)

senlc ; cosl(a-—b)
2 2

1
sen —1~c . cos— (a--b)
2 2

i

ou seja

tang%(A -+ B) cos % (e —b)

1 1
cotang — C cos — (a b
65 5 (a -+ b)
Analogamente
i 1
tang — A —tang — B
g 5 g 2

tang —;— (A—B)=——= i ——1—-
1—|—tang;A $ tang? B

e multiplicando por t:mg—i—C
] 1
tang — (A —B) . tang— C =
B ) &5

1 1 il 1
tang — A . tang — C —tang — B . tang — C
82 3'2 gQ 82

1 i
1--tang— A . tang— B
i 32 g2
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sen (p—b) sen (p—a)

sen p sen p

1+

sen (p — ¢)
semp

__sen (p—b) —sen (p—a)

= sen p -I-sen (p —c¢)

2 sen%(a-—b) s cos%(‘Zp—a—b)

i i
28en —(2p—c¢) . cos—e¢
2( p—c) =

seni(a——b) : cosic
2 2

cosi(a—b) ; cos-l—c
2 2

ou seja

il 1
tang — (A —B sen —(a — b
gg( ) 2( )

il il
cotang — C sen — (b-}a
gz 2(—I—)

A primeira das relacdes (A) mostra queA_;Bea—-:—b LEL
da mesma natureza; a segunda prova que 0 mesmo succe-
de a —;— (A+B)e —;— (a— b), visto ser sempre positiva a func-
¢do cotang —]2— C.

37 — Pelo que respeita 4s 1ehcﬁes (B), tratamos de obter
primeiramente seu%a cos — a, tang—a, em funcefio dos

tres angulos,
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Ora, da equacio (12), tira-se
cos A-}cos B . cos C
s =—r
sen B . sen C
€ por conseguinte

cosAj—cosB . cos C

sen B . sen C

1—cosa=1—

sen B . sen C—cos A —cos B . cos C

sen B . sen C
____cos A 4-cos (B4C)

sen B . sen C

_ s e
kG b
ot 2 2
sen A . sen C
ou
1—cosa  senc . sen (A-}¢)
2 sen B . sen C
donde

sen (A — )

E“mml_\/l—cosa.___\/sene. ot )
2 2 sen B . sen C

De modo analogo
1+cosa_____1+eosA—|—cosB . cos C
sen B . sen C
__cos A4 (cos B . cos C{|sen B . senC)
sen B . sen C
ibcoh s shienndiisad)
sen B . sen C
2 cos—;—(A—B +C) . cos%(A—l—B—-C)

sen B . sen (C
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ou

e ton & oos [904— (B wify con [0 (Ol
9

2 sen B . sen C

__sen (Bj—?) . gsen (C—¢)

sen B . sen C

donde
i en (B—¢) . =0
2 i st l1tcosa sen (B ) . sen (C (18)
2 2 sen B . sen C
Finalmente

; sen 7 a 7
tang — a — . PRt seni(d )

2 1 sen (B—¢) . sen (C—¢)

cos —a

Qs radicaes devem ser tomados positivamente: porque
SNy, 5 o
sendo o lado a inferior a 180°, o segmento — a € menor que

90° e todas as funccdes trigonometricas do primeiro qua-
drante sfo positivas.

88 — Posto isto, attendendo 4 relagdo (19) e 4 seguinte,
que d'ella se deduz por permutacio

4 G ~ sen: . sen (B—2)
ey sen (C—¢) . sen (A —¢)

resulta

1 1 g
tang —a=tang—b = ————
2 2 sen (C—¢)
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Mas

tang% (a1 b) =

tangla
2  sen(A—)

tang—;—b sen (B —¢)

! 1
tang — a - tang — b
&5 s 8>

1
1—tang —a . tang—25
™Y &9

donde, dividindo por tang -;— c:

tang % (a-}-b)

tang % a tang —;— b
£

1 1
tang—ec¢ tang —¢
g2 g2

tan 1c
(g2

1 1
1—tang —a . tang — b
g2 g2

gen (A —:) = sen (B—¢)
__sen (C—c¢)  sen (C—¢)

sen ¢

sen (C—«)
__sen (A —¢){sen (B—¢)
gen (C —¢) —aen ¢
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2 sen -}; (A-+B—2¢) . cos 3—) (A—DB)

1 1
2cos—C . cos—(C—2¢
2 2(0 2¢)

C 1 :
sen <‘.)0° — 7> . cos T (A —B)

G e [S)o"_l (A-+ B)]

2 2
isto &
1 1
tang;(a +b) cos ;(A—B)
T 4 el
tanggc cos -2—(A+B)
Analogamente

1 1
tang — a — tang — b
g2 g‘z

tang %—(a—b) =

1 1
1-l-tang—a . tang —b
{- tang 3 s

1 1
—- tang — b
tang 5 a ang—

1 e
ta = - —B ang —— te =
ang 9 (a )»_ tang s ¢ tang 5 c
tan L c 1+ tan : a-. tan 171
g 9 St g_g- . W g‘é 4

soniff-ci gy tecnl(B g0
__sen (C—¢) sen (C—¢)
sienis

g o ek
Fsen(C—e)
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__sen (Ata)—sen (B—¢)
sen (C—¢) -|-sen ¢

25en%(A~—B) : cos—‘];—(A—}—B—-Qe)

2cos%(0—2s) . sen — C

isto é

1 1
tang — (a — b sen — (A —B
g2( ) 2( )

tang%c sen—;—(A—[—B)

As formulas (B) deduzem-se tambem das formulas (A),
vice-versa, pela consideragiio do triangulo polar do pxoposto

C). RELAGOES ENTRE sEIS ELEMENTOS,
GFRALMENTE CHAMADAS ANALOGIAS DE DELAMBRE

39 — Em qualquer triangulo espherico teem logar as rela-
gues
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1
sen - (a—10)-

o el S St R LY SR ((O1)
sen —¢
2
B (AL B) A con (whih) | & tomaeoEy
7 B 2!
— 1”;—- ) T
sen — C co8 — ¢ sen — C
2 2

Para demonstrar as expressoes (C), temos que

1 1 1
senl(A~{~B):sen—A : cos——]i—}acosiA . sen— B
9 e 2 2 2

& & Z

ol sen (p— b)—.sen (p :—) e /g} pi 73;1{(?:1:)
: senb . senc \ sen ¢ . sen @

L\ /aemp . sen(p—a) \/ sen(p—c) . sen(p—a
senb . senc sen ¢ — sen a

eni(p = B) . /ieeip FEon (B o)
sen ¢ gena . sen b

g qfenitn—ta) L/ e e D (Dot
sen ¢ sen @ . sen b
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25011%—(2 p—a~—_b) : cos%(a—b)

a

& 1 1
Zgen—c . cos—c
2 2

1 1
gsen—c . cos— (a—1D)
2 2

. cos—C
il 1 2
sen —c¢ . cos —e¢
2 2

donde

sen T;(A+B) cos%(a——b)

il
cos —C oS — ¢

Do mesmo modo se obtem

S mh SO (D — 1) —eei(p = g)

2 sen ¢

‘Zsen%(a——b).cos 2p—a—0d)

1
B

. eos—C
9
2

1
. cos—C
2

1

. cos—0
9
2




donde

40 — Para demonstrar as expressdes (D), teremos analoga-
mente

1 —

co8

(A - B) =cos L A . cos?— B —sen e A sen—l—B
2 2 2 2

D

S

T sen p . sen (p—a) S /séi1>li%1_(g— )
A sen b . senc \/ senc . sen a

_\/;@:ii;i)*fs-en (p—‘rzzx\/sen(p—c) . sen (p—a)

senb . senc sen ¢ . sen a

gen p —sen (p —c) /sen (p—a) . sen {(p—2b)
sen ¢ sen @ . sen b

o 1 it
923en—c¢ . cos— (2 p—c) A
2 2
= . sen—C
<)
2

28en—¢ . €0S —¢C
9 9

4
7

cos 71) (a -+ b)

e e = sen— 0
9

1
¢os —¢C
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donde

cos%(A-}B) c0s %(a-{—b)

i 1
sen — C €cos — ¢
2 2

De maneira analoga se acha

cos _1_(A~B):senp—{—sen (pirne) sen-I—C
2 sen ¢ 2
25811—1-(21)—0) . co8s ic
2 2 il
= . sen —C
2

1
25en—2—c . €08 —¢C

donde
cos%(A—B) scn%(c—]—b)

senlC sen —!—c
2

41 — Dividindo, membro a membro, a primeira das for-
mulas (C) pela primeira das (D), a segunda das (C) pela se-
gunda das (D), e a segunda das (C) pela primeira das (©)

)
obteem-se as analogias chamadas de Napier.

CAPITULO 11

§ 1.°). Relagoes entre os lados
e 0s angulos de um triangulo rectangulo

42 — Fazendo A = 90° nas formulas (5), (8), (9), (10), (11),
(12) e (13), obteem-se as seguintes relagdes, eada uma das
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quaes apenas contém tres dos cinco elementos a, b,.¢;:ByiC
do triangulo A B C:

cos a —cos b .cosc cos a=cotang B . cotang C

sen b —sen a . sen B sen b= tang c¢ . cotang C

gen ¢ —sen a . sen O sen e= tang b . cotang B)..(20)
cos B—=cos b .sen C cos B= tang c. cotang a\

cos C—cos c.sen B cos C= tang b . cotang a]

Estas relagdes (20), podem-se traduzir por uma regra mne-
monica devida a Manduit, a saber: Convencionando nao
contar o angulo recto A no numero dos elementos de um
triangulo espherico rectangulo, e substituindo mentalmente
cada um dos cathetos b e ¢ pelo seu complemento (Fig. 12),
teremos que o coseno de uma qualquer das cinco quantidades

Pig. 12

a, B, 90°—c¢, 90°— b, B, ¢ equal ao producto das colangentes
dos dois elementos adjacentes ou ao producto dos senos dos ele-
mentos ndo adjacentes.

Como corollario d'esta regra, deduz-se:

1.0. Em qualquer triangulo espherico rectangulo, o nwmero
dos lados agudos ¢ impar (tres ow um).

Com effeito, considerando a relagéio

cos @ —cos b . cosc
e multiplicando ambos os membros d'ella por cos a, resulta

cos2 q=—cosa .cosbh .cosc




49 BIBLIOTHECA DO POVO

Como o primeiro é um quadrado perfeito, o producto cos « .
€os b . cos ¢ & positivo; n'esse caso, ou cada um dos factores
o8 @, cos b, cos ¢, é positivo, e por conseguinte os lados a,
b, ¢ silo menores que 90°, ou um dos factores é positivo e os
dois outres negativos, e portanto um dos lados é menor que
90° e os dois restantes maiores que 90,

2.2 Em qualquer triangulo espherico rectangulo, cada ca-
theto e o sew angulo opposto séio da mesma especie (ambos agu-
dos ou obtusos).

Tomemos, com effeito, as relagdes

tang b _ tang ¢

senic= , sen b

tang B tang C

Sendo os lados b e ¢ inferiores a 180, sen & e sen ¢ sfio
positives; logo tang ¢ e tang C, assim como tang b e tang B,
sdo do mesmo signal: quer dizer que ¢ e C, bem como b o B,
sio simultaneamente menores ou maiores que 90°.

3.%. Em qualquer triangulo espherico rectangulo, a hypo-
tenusw ¢ menor que 90° quando os dois cathetos sdo de mesme
especie; e ¢ maior que 90° quando os dois cathetos sdo de es-
pecie differente.

Effectivamente, da expressio

cos a==co8 b . cos ¢

conclue-se que, se b e ¢ sio da mesma especie, ¢os a é po-
sitivo, e portanto a << 90°; se sfo de differente especie, cos
é negativo e portanto a > 90.

§ 2.°). Relagdes
entre os lados e os angulos de um triangulo rectilatero

43 — Fazendo a = 90° nas formulas fundamentaes (8), (6),
(7), (8), (9), (10), (11), obteem-se as seguintes:

co8 A ==—cos B . cos (
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sen B =sen b .sen A sen C—=senc.sen A
tang B — — tang A . cos ¢ tang C — — tang A . cos b
tang B —sen C . tang b  tangC=sen B . tang @ @1)
)
cos A — — cotang b . cotang ¢
cos b =cos B , senc cos c=cos C . sen b

relacdes estas que se podem traduzir por uma regra devida
a Manduit e analoga 4 de que trata o n.° 42.

Assim, convencionando ndo contar o lado recto a no nu-
mero dos elementos de um triangulo rectilatero, e substituir
mentalmente cada um dos angulos B e C (Fig. 13) e o angulo
A pelo seu supplemento, temos que o coseno de qualquer ele-

Fig. 13

mento ¢ equal ao producto dos senos dos elementos ndo adjacen-
tes, ou ao producto dos cotangentes dos elementos adjacentes.

Como corollario d’esta regra se deduz:

1., Em qualquer triangulo rectilatero, o numero de angulos
obtusos é impar (lres ou um).

Com effeito, tomemos a relagio

cos A= —cos B . cos C
¢ multiplicando ambos os membros por cos A, vem

cos2A—=—cos A . cosB . cos C

Ora, sendo o primeiro membro um quadrado perfeito, o
producto cos A . cos B . cos C é negativo, e n'esse caso
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ou cada um dos factores é negativo, e por consequencia os
tres angulos sdo maiores que 90°, ou um dos factores é ne-
gativo e os dois ontros positivos, e, por conseguinte, um dos
angulos é maior que 90° e os outros dois inferiores a 90°,

2.5 Em qualquer triangulo rectilatero, cada catheto ¢ o seu
angulo opposto s@o da mesma natureza (simultaneamente agu-
dos ou obtusos).

Consideremos as relagdes

senB:ta—ng—C e sen CztangB

tang ¢ tang b

Sendo os angulos B e C menores que 180°, sen B e sen C
8o positivos; logo tang C e tang ¢, assim como tang B e
tang b, sio do mesmo signal; quer dizer C e ¢, bem como
B e b sdo simultaneamente menores ou maiores que 900,

§ 3.°). Resolugdo dos triangulos esphericos rectangulos

44 — Conhecendo dois dos cinco elementos B, C, q, b, ¢, cal-
cular os outros tres.

Seis casos se podem apresentar, a saber :

1.° caso. Sao dados os dois cathetos b e ¢ do angulo recto.
Temos, para determinar B, C, a, as formulas

ecos a=cos b . cos ¢

sen c—tang b . cotang B donde tang B — tang b
sen ¢
sen b — tang ¢ . cotang C » tang C = LU
sen

€ no caso de a ficar mal determinado pelo seu coseno, a pri-
meira das formulas é substituida pela seguinte

tang b  tang ¢

tang a =
cos C

cos B
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2.2 caso. E' #ada a hypotenusa a e o catheto b. Temos,
para determinar B, C, e ¢, as formulas

sen b=gsena . sen B donde sen B = seny
sen a

cos C = tang b . cotang a
cos a
cos a=—cos b . cos ¢ » coslcl— -
cos b

3.° caso. Di-se o catheto ¢ e o angulo adjacente B. Temos,
para determinar b, a, B as formulas

sen ¢ — tang b . cotang B donde tangd = gl
cotang B
B
cos B = tang ¢ . cotang a » cotang a = ALY
tang ¢

cos b=cosc . sen B

4.° caso (duvidoso). E' dado o catheto ¢ e o angulo op-
posto C. Temos, para determinar a, b e B as formulas

sen ¢
gen ¢ —sen a . sen C donde sen a = —
sen C
sen b — tang c . cotang C
cos C
cos B=cos ¢ . sen B » sen B =
cos ¢

O problema pode ser impossivel, ou admittir uma ou duas
solugdes. Nio tem solucdo se qualquer das quantidades sen a,
sen b, sen B, for inferior 4 unidade. Tem uma se ¢ = C, por-
que entdo

sena—senb=sen B=1 ou a=056=B =90°
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&
Sendo ¢ differente de C, o problema sé admitte solucdo se
estes elementos forem da mesma natureza.

Sejam ¢ < 90° e C < 90°. Visto ser sen @ = e menor
sen C

que 1, o problema sé é possivel sendo ¢ menor que C; satis-
feita esta condigo cada uma das tres formulas fornecerd
dois valores supplementares; mas sendo o numero de lados
agudos impar, e sendo cada catheto e o seu angulo opposto
da mesma natureza, os elementos a, b, B sdo egualmente da
mesma natureza e o problema admitte duas solucgdes.

Consideremos agora ¢ > 90° e C> 90°. Visto ser sen a

sen ¢

menor que 1, o problema ¢é sé possivel quando ¢ for

sen C
maior que C.

Satisfeita esta condiedo, o problema admitte ainda duas
solugdes, a saber: b e B siio obtusos ou agudos, conforme a
for agudo ou obtuso.

5.0 caso. Da-se a hypotenusa a e o angulo adjacente B.
Temos, para determinar b, ¢, C as formulas

sen b—sen a . sen B

B
co; B = tang ¢ . cotang a donde tangec¢ = o082
cotang a
0
cos a = cotang B . cotang C »  cotang C S
cotang B

6.° caso. Sdo dados os angulos B e C adjacentes 4 hypo-
tenusa. T'emos, para determinar a, b, ¢, as formulas

cos a = cotang B . cotang C

cos B—=cos b .sen C donde cos b= geath

sen C
cos C

cos C=cosc.sen B » Co8 ¢ =

sen B
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§ 4.°). Resolugao dos triangulos esphericos rectilateros

45 — Conhecendo dots dos cinco elementos b, ¢, A, B, C, cal-
cular os tres restantes.
Seis casos ha a considerar, conforme forem dados

B,C;A,B;Cd Ce, Ab,bec

e podemos proceder de dois modos. O primeiro consiste em
determinar as incognitas por meio das formulas estabeleci-
das pela regra mnemonica do n.° 43; o segundo em formar
o triangulo polar A/ B/ C/ do triangulo rectilatero A B C, de
maneira que a resolugio d'este ultimo triangulo se reduz 4
do triangulo rectangulo tendo por angulos: A/ =90°, Bl =
180° — b, C/'=180°—¢, e por lados «/ =180°— A, b' =
180° — B, ¢/ = 180° — C.

§ 5.°). Resolugao dos triangulos esphericos obliquangos

46 — Conhecendo tres dos sets elementos do triangulo, calcu-
lar os oulros tres.

Ha seis casos a considerar, a saber:

1.° ¢aso. Sao conhecidos os tres lados a, b, c. Temos para
determinar A, B, C, as equacgoes

cos a==co8 b . cos c-+send . sen ¢ . cos
cos b==cos ¢ . cosa-|sen ¢ . sen a . CO8S
cos c=cosa . cos b-|-sena . sen b . cos

A?
|

as quaes ddo
cos a—co8 b . cosc

cos A=
sen b . senc
cos b—cosc . cosa
cos B = s
sen c . sen a

co8 c—co8 ¢ . COS b

cos C ==
sen @ . son b
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Estas expressoes ndo sio directamente calculaveis por lo-
garithmos, mas substituindo cos A, cos B, cos C, pelos seus

¥ 1 1 1
valores, em funce¢fio de sen Ty A, cos o A, sen e B, ete.,

e seguindo 2 mesma marcha que no n.° 35, obtem se :

= — o) (D)
tang_;_A:\/sen (p b) 4 sen (p C)

sen p . sen (p —a)

tanng= sen (p—c) . sen (p— a) b g (22)
2 sen p . sen (p—2b)

)

tang—;—C . \/sen 7(p7— @) . sen (7)4 I;)

sen p . sen (p—c) /

Estas formulas (22) exprimem A, B, €, por meio de 3 lo-
garithmos e 4 cologarithmos.

2.2 caso. Sio dados os tres angulos A, B, C. Temos para
determinar os lados a, b, ¢, as equacgdes

cos A= —cos B . cos CJ}-sen B . sen C . cos a
c0s B—=—cos C . cos A-}-sen C . sen A . cos b
cos C=-—cos A . cos B--sen A . sen B . cos ¢

as quaes dio

g cos A L cos B . cos C
cos @ —

sen B . sen C
cos B--cos C . cos A
cos b= - —_——
sen C . sen A
cos C-}-cos A . cos B
co8 ¢ =

sen A . sen B

(1) Esta primeira formula (22) ¢ a expressio (16) j& deduzida.
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ou, substituindo cos «, cos b, cos ¢, em func¢fio de sen a,

1 o
sen ——b e sen ¢, scguindo a mesma marcha quéno n.° 37,

resulta

1 / sen: . sen (A —¢) )
tang —a \/ —
2 / sen (B—:¢) . een (C—¢)

e l S sejlrn ¢ . sen gl% —) | 23)
2 /' sen (C - s) . sen (A —¢)

/ senc . sen (C—e) N
ang—c == 4 Al
\ sen ( ’X— . sen (l)—e)

Estas formulas (23) exprimem os lados a, b, ¢, por meio
de 4 logarithmos e 3 cologarithmos.

3.° caso. Sio dados dois lados a e b e o angulo comprehen-
dido C.

Para deduzir os valores dos dois outros angulos A e B, e
do terceiro lado ¢, procede-se do modo seguinte: A 1.2 ana-
logia (A) de Napier da

cos% (a — D)

t2ng s (A+4-B)= Cotangl Q. :
2 cos o (a0)

donde
é (A4+B)=M

(1) Esta formula é a (19) deduzida no n.° 37.
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A 2. analogia (A) de Napier d4 egualmente

0 sen—l—(a—b)
tang & (A —B)=cotang—C . — —
& senl(a——b)
2
donde
3 :
—(A—B)=N
Sl )
e portanto
A=M-|N
B—M_LN (" (24)

Da 1.2 analogia (B) de Napier tira-se

cos% (A 4 B)
tanglc:tang—;-(a—{—b) 3 e (25)
2 cos-Q—(A-—B)

4.° caso. Dé-se um lado ¢ e os dois angulos adjacentes A
e B. Para obter os valores dos outros dois lados e o do 3.2
angulo, procede-se por modo identico ao seguido no caso
anterior.

De facto, a 1.* das analogias (B) de Napier, d4

1
cos—(A—B
5o (A—B)

tang%(a—}—b):tang—;—c - =
w cos;(A—{-B)
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donde

%(a—}— b) =m

Da 2. das mesmas analogias (B), tira-se tambem

1
sen — (A — B)
1 1 2
tang;—(a—b):tang;c B e
E % senE(A—{—B)
donde
1
—(a—0b)=n
Sl )
e portanto
a=m-4n
B gl il vl (26)

A 1. das analogias (A) dd

cotang% U= tang% (A+B) .

5.9 caso (duvidoso). So conhecidos dois lados @ e b e o

angulo A opposto a um d’elles.




=59 BIBLIOTHECA DO POVO

Procede-se da seguinte forma: A relaciio

sen A sen B

sen b

dd sen B—sgen A . weea (28)
sen a  sen sen a
Da 12 das analogias (A) de Napier deduz-se
1
# . €08 == (a4-0)
cotang —C=tang—(AJB) . — =~ (29)
2 2 il
cos — (a —b)
2
A 1.* analogia (B) de Napier d4
il
cos = (A4-B)
tanglc:tangl(a—l-b) ; e I (30)
2 2 A
cos — (A—B)

&

; > o
Para determinar C e ¢, sendo a - b, podem-se utilisar

tambem as 2.2 relagdes de (A) e (B) de Napier.
Com effeito, da 2.* de (A) deduz-se

sen%(a—{-b)

b

1 1
ang — O =t =5 —B) . g
cotang : (© ang 5 (A )
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e da 2. de (B),

sen i (A-B)
1 1 2
tang 3 ¢ = tang = (a—b)  ——————iiieni (32)

a

6.2 caso (duvidoso). Sio dados dois angulos A e B e o lado
a, opposto a um d’elles.

Para determinar os outros elementos, empregamos as for-
mulas

sen A sen B

sen a sen b

donde

i A AT e (33)
Da 1.2 das relagdes (B) de Napier, tira-se

1
cos = (A —4-B)

1
tang%c: tang — (@-0) . e
5 L cosj(A——B)

. (34)

e da 1.» das relagdes (A) de Napier, deduz-se egualmente

cos — (@ b)

: 1 : ar
cotang —})— C = tang = (A4+B) . ————-.0.ns (35)
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Para determinar ¢ e C, sendo A E B, empregam-se tam-
bem as 2.2¢ relagdes (B) e (A) de Napier, pelas quaes se
obteem as formulas (31) e (32).

N'este 6.° caso o elemento & é dado pelo seu seno, nio
sendo possivel o problema, apenas se sen b g 1

Este 6.° caso reduz-se ao 5.° pela consideraciio do trian-
gulo polar do triangulo dado.

§ 6.°). Expressoes diversas do excesso espherico

47— O excesso espherico, ou o excesso da somma dos tres
angulos de um triangulo espherico sobre dois angulos rectos,
pode ser calculado de differentes maneiras, a saber:

1.c Em funcgdo de dois lados e do angulo comprehendido.

A 1.* das relagdes (A) de Napier, d&

: €os Tl— (a—10) 7
tangl (A B)= ~—— . cotang—C
2 i 2
cos — (a-}-0)
2
e visto ser (n.° 17)
A-LB4C—180°=2:
resulta
C :
—(A-{—B):BO"—(?——e ........ (36)

e

l
i
i
y
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e por conseguinte

cotang E—e\
“\ 2

ou tambem

C 2
tang 7—5 — — —1 — - — 2t tang
: (a—10)

1
cos — (@ —b
2( )

l

1
. cotang—C
= 2

00 | =
(@)

1
o8 T (a-}-0)
tang (450 — o) = ———— . tang 45°
- cos 1— (@ — D)
2
ou
1k
1—tange cos 5 (a-0)
Ay OIS : Fil
1-|-tangs €08 — (a—10)
ou ainda

1
(1 -~ tange) — (1 —tange)  cos }? (a— b) — cos = (@ -+ b)

(1 tange) + (1 — tang¢) cos%(a—b)—kcos—;—(a—{—b)
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ou seja

tang ¢ — tang % a . tang L s i (37)
{5 9

2.° Em funce@o dos tres lados.
Da formula (36), tira-se

1 1 1
| b! A B) = — C E==SVE
| cos 5 (A -+ B) = cos <2 >
il ke
sen — (A} B)=—cos [— C —¢
5 (A | < g >
As analogias (D) de Delambre dfo respectivamente

cos <]—C——-s> cos—l—(a—b)
2 2

]

cos lC coslc
il 2 2

sen <§ — a> cos % (a+40)

1
sen — C cos—lc
2 2

a

| ou

N

| cos (——= —cosiC eosl(a—b)—cosic
2 2 2

Q

cos <~—:>+cos%0 cos%(a—{—b)—]—cos%c

Do

seniC—sen ——c 'cos—lc—cosl(a—}—b)
2 : s 2 :

1 1 1 1
sen— C-sen( —C —: cos —c-cos— (a1+b
G Otmn(30—) emzotentin )
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tang i)

AR yed e
1 ol SR tang 3_‘_27‘ i
tang — (C—¢)
)
P p—c
= tang ? . tang ot s (9)

e multiplicando as egualdades (38) e (39) uma pela outra,
resulta

o ) —a p— b p— ¢
tang? —e = t:zngL : mnglr — . l:mg]—f stang—=
2 2 2 2 2

e por conseguinte

) -

1 e 1 i 1
tangj- = \/ t;mg-.)—p ; tang: (p—a). lang—:(p;b) .

4

formula devida a Simfo Luilier, e conhecida ordinariamente
por este nome.
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CAPITULO III
Applicagoes diversas

il 48 — Circulos circumscripto, inseripto e ex-inscriptos a um
| triangulo espherico.

I 1.2 Seja-O o polo do cireulo eircumscripto ao triangulo es-
| pherico A B C (Fig. 14) e R o raio polar d’este circulo, isto

é o arco de cireulo maximo que reune o polo aos vertices do
triangulo.

Designemos por «, B, 1 0s angulos nas bases dos triangulos
isosceles BOC, CO A, A O B. Teremos

Bt+y=A , Y —DB%, pEEa—1C

'1 tomando o signal - ou — conforme o polo O cahir dentro do
‘ triangulo A B C, ou féra, no angulo A.
Sommando estas ultimas egualdades vem

B-}—yia:—};—(A—{—B—i—C):QO“»}—a
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e portanto
ta=(frte)—(B+y)=0"—(A—¢
B= (Bt v a) — (7o) =90°—(B—¢
1=@+1ED -T2 =90"—(C—¢)

Posto isto, tracando o arco de circulo maximo O D, per-
pendicular a B C, deduz-se, no triangulo rectangulo B O D

1
cos o — cotang — a . cotang R
9 8

donde

cotang R = sen (A —¢)

1
tang —a
2 .

SpulE 1 =
ou, substituindo tang 5 pelo seu valor em funcgdo dos

angulos do triangulo (n.° 37), temos

. sen(B—¢) . sen (C—¢)

sen ¢

cotang R = \/lsen (A—¢)

20 Seja O o polo do circulo menor inseripto no triangulo
espherico A B C (Fig. 15) e 7 o raio polar d’este circulo,
isto & o arco de circulo maximo que une o polo com os pon-
tos de contacto D, E, F.

Do triangulo rectangulo A O F deduz-se

1
sen A F — tang r . cotang »2—— A
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donde
“ tang r —=sen (p - a) . tang%A

(s 1 o
ou, substituindo tang o A pelo seu valor, em funcgio dos
| }; lados, (n.° 35), resulta )

tang ,._:\/SGD (p—a) . sen (p—10) . sen (p— c)

sen p %

3. Designando por r/, »//, 7/I! 0g raios polares dos cireulos
. menores ex-inscriptos ao triangulo A B C, isto 6, tangentes

Xig., 15

respectivamente a cada um dos lados o, b, ¢, e aos prolonga- |
| mentos dos dois outros, temos da mesma forma ‘
{

1
tang r/ =gen p . tang~2—A tang r'/ —gen p . tang% B

tang r/// —=gen p . tang%C
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ou

senp . sen (p—2b) . sen (p—¢)

o ! =
tang 1 \/ e

senp . sen (p—c) . sen (p ;;()

tang r// =

sen (p—b)

tang »///- '\/sen p . sen (p—a) . sen (p—b)

sen (p — ¢)

49 — Reducgdo de um angulo ao horisonte— Reduzir ao
horisonte um angulo B O C=a (Fig. 16), observado em um
plano inclinado, consiste em obter o angulo B A C = A que

cl

A B

Fig. 16

formam entre si as projecedes A B, A C dos lados 0 B,0 C
d'este angulo sobre um plano horisontal.

Supponhamos que se mediram os angulos AOC= b,
A O B = a dos lados O B, O C com a vertical O A.

Imaginemos uma esphera tendo por centro o ponto O, e
para raio a unidade; a sua intersecgfio com as faces do an-
gulo triedro O A B C d4 o triangulo espherico A/ B! C/.

Ora, n’este triangulo conhecem-se os tres lados B/ C/ = a,
C!/ A= b, A! B/ = c: teremos, pois, para determinar o an-
gulo B/ A’ C/ = A a formula (16), (n.c 39)
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tang L4 — \/ sen (p —b) . sen (p —o)

sen p . sen (p — a)

50 — Distancia entre dois pontos do globo. — Achar a dis-
tancia que separa dois pontos M e M' situados d superficic da
terra, conhecendo as longitudes L e L e as latitudes 1 e 1/,

Sejam: P o polo boreal (Fig. 17), E E/ o equador, P E o
meridiano inicial e M e M/ os logares dados; Em=1, E m/

E

Fig. 17

= L/, as longitudes dos dois logares, suppostas ambas orien-
taecs; Mm =1, M/ m/ =1/ as latitudes dos mesmos logares,
suppostas ambas boreaes.

No triangulo espherico M P M/, sio conhecidos o angulo
MPM =L/—1L, o lado PM=190°— e o0 lado P M/ —
90° — L.

Designando, pois, por @ (n.° 81) o arco M M/, a relacio
fundamental (5) da trigonometria espherica, d4

cos x=sen ! . sen !/ J-cos? . cos ! . cos (L—L/)

ou, fazendo

tang z = cotang [ . cos (L —L/)

-
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resulta

senl . sen (x-}1/
CoB— _,_*,7;_.7—.{;)
cos &

Esta expressio foi deduzida suppondo ambas as longitudes
orientaes e ambas as latitudes boreaes, mas ella é applicavel
a todos o casos, desde que se convencione tomar como 7e-
gativas as longitudes occidentaes ¢ as latitudes austraes.

FIM
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