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Geometria e trigonometria espherica 

I 

Noções de geometria espherica 

1-A .geometria espherica estuda as figuras traçadas ,sobre 
a superficie de umn. esphera. 

Esphera é um volume limitado por uma superficic tendo 
todos os seus pontos egualmente distap.tes d'outro, denomi­
nado centro, por gozar da propriedade de dividir ao meio to­
das as rectas que, passando por elle, teem as suas extremi­
dades sobre a superficie da espbera. Cada uma d'estns rectas 
tem o nome de diametro, e a metade do diametro, ou seja a 
distancia do centro a qualquer ponto da superficie espherica, 
denomina-se rafo. 

2-A intersecção da esphera com um plano é um circulo, 
cujo centro está situado na perpendicular baixada do centro 
da esphera sobre o plano. De facto, as obliquas tiradas do 
centro da csphera para os pontos da linha de intersecção são 
eguaes entre si, por serem raios da· mesma esphera, e por 
conseguinte desviam-se egualmente da perpendicular bai· 
xada do ponto de concurso d'ellas sobre o plano secante. 

3 -Considerando um triangulo rectilineo rectangulo com 
os vertices: no centro da esphera, no do circulo e em qual­
quer ponto da circumferencia d'este, vê-se que o raio do cir­
culo, por ser lado do angulo recto, é sempre menor que o 
raio da esphera, que é a hypotenusa. No caso, porém, do 
plano passar pelo centro da esphera, é evidente que o trian· 
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gulo rectilineo se reduz então a uma recta, que é o raio da 
esphera, donde se conclue que: 1.0 as secções feitn8 na es­
phera por planos situados a egual distancia do centro, são 
círculos eguaes; 2. 0 de todos os circulos é o maximo aquellc 
cujo centro coincide com o da esphera. 

Os círculos da esphem que não são concentricos com ella 
chamam-se minimoa ou menores. 

4- Dois pontos da supedicie espherica determinam uma 
circumferencia maxima, por isso que o plano d'esta é obri­
~ado a passar pelo centro e por aquelles dois pontos. Sw po­
rém, estes tres pontos estiverem em linha recta, isto é, se os 
dois pontos da superficie forem extremidad_es de um diame-
tro, a posição do circulo maximo fica indeterminada. 'f' 

A posição e grandeza dos círculos menores só ficam deter-
mioadas quando forem dados tres pontos da superficie da es-
phera. 

f>-A intersecção de dois círculos é uma linha recta. Sendo 
maximos os dois circqlos, a sua intersecção é um diametro 
commum á esphera e aos circulos, e portanto dois arcos de 
circulo maximo cortam-se em dois pontos. 

6- Supponhamos que differentes arcos de circulo maxi­
mo se cruzam no mesmo ponto de uma esphera, e conduza­
mos por este ponto commum tangentes aos mesmos arcos. 
Todas ellas são perpendiculares ao raio tirado para o ponto 
de contacto, e visto elle ser o mesmo para todas, segue-se 
que ellas existem em um unico plano, que é normal ao raio 
considerado. Tal plano denomina-se plano tangente á esphera, 
no ponto em que os arcos se interceptam. 

7 - Chama-se eixo de um circulo da esphera, a recta pas­
sando pelo centro do circulo e perpendicular ao seu plano, 
e os dois pontos em que o eixo encontra a superficie da es­
phera, teem o nome de polos. 

O eixo de um circulo é, portanto, o Jogar geometrico de 
todos os pontos do espaço equidistantes dos diversos pontos 
da sua eircumferencia. Considerandc dois pontos de um eixo, 
claro está que as suas distancias a qualquer outro da cir­
cumferencia sómente serão eguaes quando aquellas forem 
equidistantes do centro do circulo. Rernlta, pois, que: Lo 
em qualquer circulo menor as distancias de um ponto da cir­
cumfereneia aos seus polos são deseguaes, e eguaes as dis­
tancias de um polo aos diversos pontos da mesma curva; 2.0 
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em um circulo maximo a distancia de cada ponto da circum­
ferencia a qualquer dos polos é constante, e egual á corda 
do arco de 90° . 

Um ponto da esphera considerado como polo, determina 
um circulo maximo e nunca um circulo menor. 
8- O maior ou menor desvio de dois arcos de circulo 

maximo, passando por um ponto da esphera a que perten­
cem, tem o nome de angulo espherico. 

Dois angulos csphericos são eguaes quando se pode ajus­
tar perfeitamente os dois lados de um sobre os dois lados do 
outro, o que equivale a suppôr: 1.0 que os angulos estão si­
tuados sobre a mesma esphera, ou sobre espheras eguaes; 2.0 

que são eguaes os angulos diedros formados pelos planos dos 
referidos lados. 

Os circulos maximos pertencentes a espheras diversas 
teem raios differentes e portanto não podem sobrepôr-se, e 
quando as circumferencias se confundem tambem os seus pla­
nos coincidem. 

9 - Dividindo em partes eguaes um angulo diedro corres­
pondente a um angulo espherico qualquer, e conduzindo pla­
nos por essas divisões, ficará o angulo espherico dividido no 
mesmo numero de partes, tambem eguaes entre si. 

10-Visto o angulo formado por duas tangentes aos lados 
de um angulo espherico, no ponto em que ellas se encontram, 
medir o angulo dos dois planos dos círculos maximos, é evi­
dente que tambem poderá medir o angulo espherico. Este 
tambem pode ser expresso pelo angulo plano formado por 
dois raios da esphera, respectivamente parallelos áqucllas 
tangentes, ou pelo arco de circulo rnaxirno por e!!as inter­
ceptado. E como a distancia do extremo de cada um d'estes 
raios ao vertice do angulo espherico, é egual a 90.0

, segue­
se que o arco do circulo maxicno comprehendido entre os la­
dos de um angulo espherico tendo o polo no vertice d'este, 
é egual ao mesmo angulo espherico. 

Por esta equivalencia se vê que, em geral, são extensivas 
aos angulos esphericos as propriedades dos angn los planos. 
Assim, se um arco de circulo maximo in tercepta outro, forma 
dois angulos supplementares, e estes são eguaes, cada um 
vale 90•, e os arcos são perpendiculares entre si; os angulos 
esphericos verticalmente oppostos são eguaes, etc. 

11 - Denomina-sepolygono espherico a figura formada sobr(l 
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a superficie espherica por diversos arcos de circulo maximo, 
cortando-se entre si dois a dois. 

O polygono toma nomes pa1'ticulares conforme o numero 
dos lados ou dos angulos que o constituem. No caso de dois 
arcos de circulo maximo apenas, fechando espaço sobre a 
supcrficie da esphera, resulta a lunula ou fuso esphel'ico, que 
é limitado por dois lados, cada um de 180•, formando dois 
angulos eguaes entre si. 

12-Tirando raios do centro da espbera para cada um 
dos vertices do polygono, e fazendo passar por cada dois raios 
consecutivos um plano, resulta um angulo polyedrico com o 
vertice no centro da espbera, o qual gosa da propriedade 
dos lados do polygono serem eguaes aos angulos planos do 
angulo polyedrico, e os angulos diedros d'este eguaes aos 
angulos esphericos d'aquelle. 

As propriedades relativas aos angulos planos e diedros de 
um angulo solido podem, pois, converter-se em outras analo­
gas entre os lados e angulos de um polygono espherico e 
vice-versa. Assim, por exemplo, sabendo-se que nos angulos 
polyedros convexos (em que não ha angulos diedros rein­
trantes, ou superiores a 180°) a somma dos angulos planos é 
menor que 360°, pode-se conrluir que nos polygonos esphc­
ricos, onde qualquer angulo é inferior a 180°, a somma dos 
lados é menor que 360°. 

13- Em um triangulo espberico não pode haver um an­
gulo egual a 180° sem que o triangulo degenere em lunula 
ou fuso espberico, por isso que prolongado cada um dos 
outros lados irá. passar pelos dois extremos do primeiro. 
Tambem se não póde admittir que um triangulo possa ter 
dois lados superiores a 180°, porque então taes lados cruzar­
se -inm, antes de encontrar o terceiro e a figura compor-se-ia, 
n'esse caso, de uma lunula e de um triangulo unidos por um 
vertice commum aos dois angulos verticalmente oppostos . 
Pode, todavia, succeder que haja um unico lado maior que 
180°, donde resulta não ficar determinado triangulo quando 
forem dados os vertices, ou tres pontos quaesquer sobre a 
superficie de uma espbera. Com cffeito, sejam (Fig. 1) A, B, 
C os pontos dados. Podemos sempre construir o friangulo 
em que os lados A B, B C, e AD C são inferiores a 180°, o 
que só deixará de ser possível quando algum d'elles fôr 
egual a 180•. Ora, além do triangulo considerado, podemos 
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construir com os mesmos vertices outros tres triangulos, 
cada um dos quaes será formado por dois lados do triangulo 
primitivo. 

N'estc ~aso está o triangulo definido pelos arcos A B, B C, 
CE A. E' evidente que ct'estes dois triangulos ABC DA, 
ABC E A, um ha-de ter forçosameute um lado maior que 

Fig. 1 

180°; comtudo basta conhecer os elementos de um para 
cletenninar OH do outro. Effectivamente deduz-se da Fig. 1. 

AÜC+CÊA = 3lí0° 
B Â D + B Â F = 180° 
B ê D + B C E = 180° 

E sendo estas relações sufficientes para calcular os lados 
e angnlos de um d'aquelles triangulos, quando são <"onbeci­
<los os lados e os angulos do outro, segue-se que podemos 
considerar sómente um dos triangulos, que tem os mesmos 
ve•·tices, excluindo da definição ,_eral ( n. 0 11) os que com­
prchendem um lado inferior a 180°. 

14 -A Fig. 1 mostra ainda que no triangulo ABC D 
é DÂB < 180°, DÔB < 180. 0

, ABC < 180°, porém 
A B e+ A B•F = 180°, ao passo que no outro triangulo 
ABC E é A Ê C =A B F + 180°, ou seja> 180°. Portanto, 
nos triangulos esphericos, suppondo qualquer lado menor 
que 180°, não pode haver nenhum angulo superior a 180°, 
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Não podendo um triangulo espherico ter angulo algum rein­
trante, ou maior que 180°, conclue-se que (n .0 12) a somma 
dos lados é menor que 360°. 

As relações existentes (n.º 12) entre os elementos de um 
triangulo cspherico e as do angulo diedro correspondente, 
levam-no8 a admittir ainda como verdadeira a seguinte pro­
posição: u somma de dois lados quaesqucr do triangulo es­
phenco é maior que o terceiro lado. 

15- Se descrevermos dos vertices de um triangu lo esphe­
rico ABC (Fig. 2), tomados como polos, tres circumferen­
cias de circulo maximo, e representando por A.1 B1 E DA a 
que tem o polo em c, por A' C' E F AI a que tem o polo em 

Fig 2 

B, e finalmente por F B' C1 D F a que tem o polo em A, obte · 
remos sobre a esphera oito triangulos (n. 0 lil), A' 131 c1,13' C' E, 
E B1 F,F13' A1, situados cm t:m hemispherio, eD F A', A'DC', 
C1 DE traçados no outro, e com os vertices diametralmenttJ 
oppostos aos dos triangulos do primeiro grupo. 

Considerando cm espe<'ial o triangulo A' B'C'. vê-se que A1, 

por exemplo, é polo de B c, pois qne A' B e A' c são arCOH 
de 90•, por serem B e C polos de A' C' e A' 131, e visto os 
pontos A1 e E estarem nos extremos de um diametro (n .0 5) 
segue-se que os polos de B C são A e E. 

De identico modo se conclue que C' e P são polos de A B, 
e B' e D polos de A C. Como consequencia; temos, pois, que 
os vertices dos oito triangulos traçados, tendo os polos em 
A, B, C, slo polos do triangulo A B C. Prolongando estes 

• I ,, 
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lados até completarem tres circumferencias maximas obte­
remos mais sete triangulos esphericos, que estarão para 
A1 B1 C' como este para A B C. 

Facilmente se reconhece que tomando doi8 triangnlos es­
pherieos quaPsquer, um constituído pelas circumferencias 
maximns determinadas pelos lados do triangulo ABC, e 
outro pelas que correspondem aos lados de A' B1 C1, temos 
sempre que os vertices de um são polos dos lados do outro. 
A propriedade que caracterisa dois triangulos assim consti­
tuidos explica a razão porque a elles se deu o nome de 
triangnlos polares. 

16 - Prolongando os arcos A B e B C até encontrarem 
A' C' nos pontos G e H, temos que B = GH pelo facto do 
ponto B ser polo de A1 C'; mas A' H = C' G = 90•, visto A1 

ser polo de B C e C' polo de A B, logo H =A' H - A1 li-= 
A' H-(A' C-C' G) = A'H+ Ct G-A'Ct = 180•-iJ'. 

Identicamente se obteem, com respeito aos outros ve1 ti~es 
do triangulo A B C, as equações 

Ã+ a'= 180°) 
~+b'=180•} ······ (1) 
c+c' = 180°) 

Prolongando A C até encontrar A1 B1 e B' C', resulta 
B' = LK, por ser B1 polo de A C, L C =A K = 90°. Donde 

B' = LC + CK =L e+ (AK-AC) = 180°-b 

Por maneira analoga se deduzem as equações 

Ã+ a= 180°1 
~ + b = 180° ...... (2) 

l.! +e= 180° 

Estas 1·elaçõcs (1) e (2) existentes entre os lados e angu­
los dos triangulos ABC e A' B1 Ct, e que tambem teem 
logar entre os elementos do triangulo A B C e os de E D F, 
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deixam de se verificar quando se comparam os lados e an­
gulos do triangulo ABC com os de qualquer dos outros 
triangulos polares. Assim, em E B' C', é B1=1!?0° - A' .íY C1 

=180°-(180° -b)=b; E=B'Â'C'=180°-a; D'= 
180° - At (Y B1 = lHO• - (180° - d) = d; B1 E=180° -
(180o - C) = C; C' E = 180° - (180• - B) = B. 

Analogamente se reconhece que no tnangulo E B1 F se 
tem: 

B1 =180° - b, E = a, F = d, E F = 180° - B, B 1 F = A, 
B1 E =D; e no triangulo A' B'F: B' = b, F = 180°-d, A1 

= a, A' F = R, A' B' = 180° - C, B' F = A. 'I 
Nos quatro triang-ulos restaDtes obteem-se as mesmas re­

lações, para o que basta observar que elles estão respecti­
vamente situados em posições symetricas a respeito dos ou­
tros. 

Ha, pois, a distinguir entre os diversos triangulos, reci­
procamente polares, dois (considerando em cada grupo só 
os que estão sobre um hemispherío) entre os quaes se dá a 
propriedade singular de serem os angulos de um respectiva­
mente supplementares dos lados do outro, e inve1·samente. 
Taes triangulos teem o nome de triangnlos supplementares. 

Rigorosamente fallando, o triangulo A B C é supplemen­
tar de A' B1 C' e de E D F, e estes dois ultimos são tambem 
supplementareR do triangulo ABC e do collocado em posi­
ção symetríca de ABC, isto é, do que tivesse os vertíces 
diametralmente oppostos aos d'est.e; cousiderando porém 
apenas um hernispherio, cada triangulo A B C tem só um 
triangulo supplementar, que é A' B' C1• 

17 - A somma dos tres angulos de um triangulo é maior 
qne dois angulos rectos e meno1· que seis. 

Tomando, effectivamente, dois triangulos supplementares 
ABC e A' B1 C1 (Fig. 2), vimos (n .0 16) que 

Donde 

A+a' =180° ~ 
B + b1 =180° 
e+ c1 =180° 
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mas vimos tambem (n.º 14) que 

a1 + b' -1- e' < 4 X 90° 
ou 

a' + Z,t + c1 = 4 X 90° - 2 e 

sendo 2 e uma quantidade cornprehendida entre Oº e 4 X 90º. 
Logo, substituindo em (3), vem 

isto é, a som ma dos tree augulc sé maior que dois angulos re­
ctos, por ser ' > o, e é menor que !eis rectos, por ser 
2, < 4X90°. 

Noa triaugulos eaphericos a quantidade · 

e=A+B+C-180° ...... (4) 

é 8empre positiva e chama-se excesso espherico. E' maior que 
O e menor que 360°. 

18- Em qualquer triangulo espherioo a lados eguaes op­
p1iem-se an_qulos eguaes, e vice·versa. 

Sejam (Fig. 3) A C e B C dois lados eguaes do triangulo 

Fig. 3 

esphcrico A n C, e snpponhamos, por emquanto, que esses 
lauos são menores que 90°. Tiremos os raios O A, O B e O C 
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da esphera e as tangentes A t e A T, bem como B t 
e BT. 

As tangentes A T e BT interceptam o prolongamento do 
raio O C no ponto T, por serem eguaes os triangulos recti-
lineos rectangulos A O T e B O T, onde A O = B O e A Ô C 
=BÔC. 

Da egualdade dos mesmos triangulos 1·ectangulos se deduz 
A T =BT e por ser tambem A t = B t e T tum lado com· 
mum aos triangulos rectilineos A T t e BT t, segue-se que 
ião eguaes estes triangulos e portanto eguaes tambem os an­
gulos planos TA t e T B t, correspondentes aos angulos ea­
phericos A e B. 

A reciproca demonstra-sê substituindo ao triangulo esphe­
rico o seu supplementar, e applicando a este a primeira 
parte do theorema. 

No caso dos dois lados A C e B C serem maiores que 90º, 
pode-se substituir cada um d'elles pelo seu supplemento, 
obtendo-se então um novo triangulo A' B' C onde A' C e 
B1 C são eguaes e menores que 90°, e por conseguinte 
C Â' B' =CÊ A, ou (n.0 10) 

1so0 - e Â B = 1so0 - e :B A e e Â B = e :B A 

19 - O plano A O B (Fig. 3) é perpendicular aos planos 
TA t e T B t, visto conterem duas rectas perpendiculares 
respectivamente a O A e O B; logo T b é normal ao plano 
AOB. 

O plano conduzido por O e T t traçará, pois, na superficie 
da esphera a que pertence o triangulo A B O, um arco de 
circulo maximo perpendicular ao lado A B e passando por 
C, e como tal plano contém a recta O t, segue-se que em um 
triangulo isosceles o arco de circulo maximo, baixado do ver­
tice, normalmente á base, divide esta em duas partes egnaes, 
e vice-versa. 

20 - Em qualquer friangulo espherico ao angulo maio!' 
oppõe-se lado maior, e reciprocamente. 

Supponhamos que DO triangulo A B e (Fig. 4), é B A e > 
B e A, e tomemos DO angulo B A e uma parte B AD eguRI 
a BOA. 
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Será (n.º 18) e D =:AD e como é (n.º 14) :BD+ :DA> 
AB, resulta que 

.A15+cn ou í3c > :AB 

Inversamente, visto Bc > An será B Â C > Bê A, por­
que sendo e.atea angulos eguaes ter-se·ha (n.0 18) BC =A li; 
e 11ào o sendo não se pode ter B Â C < B 0 A sem que ífC < 
.AB, o que é contrario á hypothese. 

B 

.l!' ig. 4 

21- Os triangulos ABC e A' B1 C1 (Fig. 5) traçados na 
hypothese dos vertices de um serem diametralmente oppos­
tos aos do outro, ficam symetricamente dispostos em relação 
ao centro da espbera, tomado como centro de symetria. N'es­
tes triangulos os lados A B, B C e A C são respectivamente 
eguaes a A' B', B1 C1 e A' C', sendo tambem facil de demons­
trar que os angulos A e A 1 são eguaes, bem como B e B' e 
C e C1• 

E', entretanto, impossível sobrepôr um d'estes triangulos 
ao outro, por isso que fazendo deslocar o triangulo A' B' C1 

sobre a superfície da esphera, por forma que B1 vá coincidir 
com B e A' com A, o ponto C1 occupará a posição C11 situada, 
a respeito do plano O A B, do lado opposto a C. 
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Por analogo raciocinio se demonstra que se o an~ulo A' C1 B' 
tivesse o lado C1 A1 para a parte anterior do circulo B C B1 C1, 

e não para a posterior, o novo triangulo teria ainda os ele­
mentos (lados e angulos) respectivamente eguaes aos de 
ABC, podendo ajustar sobre elle, mas então os triangulos 
nio se achariam em posição symetrica. 

Pode, todavia, succeder que os dois triangulos possam 
sobrepôr-se não obstante estarem collocados em poeiyão 
symetrica. Assim, se fosse A C = B C e portanto A' C' = B C1 

poderiamos assentar A' sobre B e B' sobre A, de )IlOdo que 
CI cahisse sobre C e n'esse caso os triangulos coincidiriam. 

Logo, em geral, os triangulos que teem possibilidade de 
se disporem em posição symetrica, teem os elementos de um 

Fig. 5 

respectivamente eguaes aos do outro, mas não são sobrepo­
niveis, visto os lados e engulos do primeiro não estarem 
similhantemente dispostos a respeito dos lados e angulos do 
segundo. 

Os triangulos que podem collocar-se em posição symetrica, 
err_i relação ao centro da esphera, dizem-se triangulos syme­
tricos. 

22 - Dois triangulos esplie1·icos são eguaes quando, fraçados 
sobre a mesma esphera, se podem ajustar perfeitamente. 

Isto dá-se : 1.0 Quando doi~ lados de um são perfeitamente 
eguaes e semelliamemente dispostos a dois lados do outro, e 
eguaes os angulos compreliendidos por esses lados. 
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Demonstra-se por sobreposição, tal como o caso correspon­
dente dos triangulos rectilineos, accrescentando-se, todavia, 
aqui a condição semelhantemente dispostos, pois sem ella os 
triangulos seriam symetricos, e por consequencia (n. 0 21) 
não poderiam, em geral sobrepor-se. Na geometria plana 
não se torna preciso que os elementos estejam semelhantc­
men te dispostos: porque então as figuras symetricas são 
eguaes, isto é, susceptiveis de sobreposição. 

2. 0 Quando os tres lados de um são respectivamente eguaes e 
semelhantemenle dispostos aos tres lados do oufro. 

Sejam (Fig. 6) ABC e A' B1 C' os triangulos dados, onde 
AB=A'B', AC=A'C1, BC=B1 C1• Se fosse BÂC= 
B' Â 1 C', os dois triangulos seriam eguaes; mas suppondo que 
aquelles angulos são differente?, ou que B Â C > B1 Â1 C1

, 

Fig. 6 

e que no maior angulo tomamos uma parte B AD egual a 
B' A'C1 e o arco AD=A'C', será 

triang. A BD= triang. A' B1 C' 

e o ponto D não poderá cahir sobre o lado B C porque visto 
BD= BI C', segue-se que BE = B C, o que é absurdo. 

D'esta construcção se tira 

AD=A'C'=AC BD=B'C'=BC 

logo no triangulo A CD é (n.º 20) A ê D = C :Ô A e no 
triangulo B O D, é pelo 111esmo motivo Bê D = C ÔB; mas 

, 
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ficando o ponto D fora do triangulo A B C é B 0 D < A Ü D, 
CV B > CD A, o que é absurdo. 

Se, porém, o ponto D cahisse dentro do triangulo, o resul­
tado seria egualmente absurdo, e tal succcdcria sempre des­
de que D não coincidisse com C. 

23 - Vimos no n. 0 16 que se considerarmos um só hemis­
pherio, cada triangulo tem unicamente um supplementar, e 
por conseguinte se dois triangulos esphericos forem eguaes, 
não se torna possível sobrepol-os sem que os seus supplemen­
tares ajustem completamente. Logo: são eguaes oa triangulos 
aupplementare1 de triangulos eaphericos eguaes. 

24 - Subatituindo os triangulos considerados no n.0 22 
pelos seus supplementares, concluímos em vista do deduzido 
no n.0 23, que : 

1. 0 Doía triangulos são eguaes quando dois angulos de um 
são reapeclivamente eguaes e similhantemente dispostos a dois 
angulos do outro e egual o lado adjacente aos angulos. 

2.• Dois triangulos são eguaes quando os tres lados de um 
são re1pectivamente eguae1 e similhantemente dispostos aos tres 
angulos do outro. 

25 - Dois trian.Qulos esphericos symetricos são eqitivalentPB. 
Consideremq_s (Fig. 7) dois triangulos esphericos symetri-

, 
I 

\ 

\ 

,. 
/ 

Fig. 7 

• cos A B e e A' B1 C', pertencentes á mesma esphera ou a 
espheraa eguaes. Fazendo passar um plano pelos vertices de 
cada triangulo obteremos sobre a esphera dois círculos me­
nores de raios eguaes, por serem circumscriptos aos trian-
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gulos rectiliueus cguaes ABC, A1 B'C1, coustituidos pelas 
cordas dos lados dos triangulos esphericos. 

Designando P e pi os polos mais proximos dos circulos 
A C B A, Ai C' B1 A', teremos que serão eguaes (n." 7) as rec­
tas P A, P B, PC, P' A', P' B' e P' C', e portanto tambt>m são 
eguaes os arMs de circulo maximo que Pilas •ubtendem. 
Resulta, pois, que os triangulos P A B, P 13 C, P A C silo 
isosceles e respectivamente syrnetricos de pi B1 A', P 1 B1 C1, 

P1 A' Ci, e corno estes triangulos isosceles são eguaes (n.º 21) 
tambem o serão as suas arcas. Lngo 

area P B A + area P B C + area P A C = 

- area P' B' A'+ arca P1 13' C' + arca P' A' U1 

ou 

area ABC = area A' B ' C1 

Se tivesscmos considerado os triaugulos isosceles formados 
pelos lados de A B C e A' B1 C' com os arcos passando pelos 
polos mais afastados, seria preeiso subtrahir da area da es-

A 

l"ig. 8 

phera as dos triangulos P A B, P B C, PAC e pi A' Il1, 

p1 B' C' e P' A' C'. 
Quanto lis ai.:e·as de ABC e A' B1 C' obteem-st\ por modo 

iden tico ao anterior. 



1 

1 ~~ 
1 

ia lirni.IOTHEcA :Do po\to 

26- A somma das areas rlas trian_qulos ABC e A' B1 C1, 

formados pelos nrcos A C A1 e ll C ll' terminando no mesmo 
circulo A B A1 B', é egual á a1·ea da lunula cu;o an9ulo é egual 
u cada um dos verticalmente oppostos dos tt·iangulos. 

A figura dá (Fig. 8). 

w e = JSo• - B e = B ci 
A1 C = 180° - A C =.o A C1 

Á 1B =All 

i·elaçlles donde se deduz (n.0 ' 21 e 25) 

area A' B' C = area A B C1 

nrea A ' B1 C + arca A B C = area A C B C' A 

27 - A arca da lunula . ou fuso esplierico está pal'a a da es­
pltera a que pertence, assim como o numero de g·raus do angulo 
está para 360°. 

Dividindo em partes eguaes a eircumfcrcncia CD E F 
(Fig. !l), perpendicular á rectn A ll que une os dois vertices 

A-

.. 

B 
}'lg. o 

da lunula, e tirando por estes e por cada ponto de divisrio 
arcos de circulo maximo, resulta um certo numero de lqnu• 
las, todas eguaes1 po1· isso que se podem sobrepôr, 
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Sendo n o numero de partes em que toda a circumferencia 
é dividida, e designando por: S a arca da esphera, L a da 
lunula, e Ao o angulo que lhe corresponde, ter-se-ha 

S = nL 360° = n A• 
donde 

L A• 
s 360° 

proporcionalidRde que se verifica tambcm quando o arco 
C F, correspondente á lunula, e a circumferencia forem in· 
commensuraveis. 

28 - A area da fonula tem por valor m~merico o dobro do 
ang1tlo, se se designar por 8 a area da esphe:ra, e por unidade 
o angulo recto. 

Assim, adoptando estas convenções, teremos 

L Â 
--=--

8 4 
donde 

L=2Â 

29 - Continuando a tomar para unidade de area a do 
triangulo espherico trirectangulo, e para unidade de angulo 
o angulo recto, teremos que a area do triangulo espherico é 

Fig. 10 

egual ao excesso esphe·rico, isto é ao excesso da somma dos 
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tres angulos sobre dois rectos. Com e/feito, prolongando os 
tres lados do triaugulo ABC (Fig. 10), temos em um he­
misphcrio (n.• 28). 

4 1· = 2 Â + (2 ê - arco A B C) + arca A' B1 A1 

mas (n. 0 26) 

A' B1 C1 = 2 B - 2 arco A B C 
logo 

ou 
4 r = 2 Â + 2 :li - area A B C + 2 6 

are a A B C = Â + Ê + U - 2 r 

que é a formula (4). 
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II 

Elementos de trigonometria espherlca 

30 - A trigonometria espherica tem por objccto a resolução 
dos triaugulos cspbericos. 

Se na resolução de um triangulo um dos element.os dados 
fôr angulo, e sendo este, A por exemplo, egual a 90º, o trian­
gulo diz-se rectangulo; qualquer outro triangulo é chamado 
obliquango. 

Se, porém, um dos elementos dados fôr lado e valer 90º, o 
triangulo diz-se rectilatero. 

CAPITULO I 

Relação entre os elementos de um trlangulo espherico 

A). RELAÇÕES ENTRE QUATRO ELEMENTOS1 
OU RELAÇÕES FUNDAMENTAES 

31 - Relações entre os tres lados e um angulo - Seja A B C 
(Fig. 11), um triangulo espherico, cujos lados A B e A C 
suppomos ser menores que 90°. 

Unamos os vertices A, B, C ao centro O da esphera · tire­
moe em seguida1 noa pla11011 A O B e A Q e, as perpe~dicq-
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lares AD e A E a O A até encontrarem o prolongarncn to 
dos raios O B e O C. 

Ora, os triangulos rectilineos O D E e AD E, dão 

V J<.:2 = O D2 + O J<.:2 - 2 O D O E cos D O E 
D J<.:2 = A D2 + A E2·- 2 A D A E cos D A E 

donde 

o D2 - A D2 + o EZ - A E2 - 2 o D . o E cos D o E 

+ 2 AD . A E cos D A E = O 

Mas 

QD2-AD2= 0A2= 1 

1 
OD=sec. e= --

cose 

U J<.:2 - A E2 = O A 2 = 1 

1 
O E = sec. b = -­

cos b 

scn e sen b 
AD= tang e = -- , A E= tang b = --

cos e cos b 

DOE = a ,DAE = A 

Logo 

2 _ 2 cos a + 2 sen e . sen b . cos A = 
0 

cos e . cos b coa e . cos b 

ou 

cosa=cosb. cosc+senb. senc . cosA ... . .... (5) 

Tal é a formula fundamental da trigonometria esphcrica. 
Esta formula foi deduzida na hypothese de que os lados 

b e e eram menores que 900. Elia é, porém, geral, como vamos 
vêr. 
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Para isso, demoustrcmos primein1mcnte que a formula 
subsiste quando u111 dos lados b, a, e, fôr maior que 90° ou 1/i 1r. 

1 
Com cffcito, se, por exemplo, o lado e fôr maior que 2 "IT, 

a formula (5) applicada ao triaugulo complementar A B1 C, 
~ 1 

onde os h1dos AR' e A C sao menores que -
2
- "IT1 dã 

ou 

cos (r. - a)~ cos b . eos ("IT - e) 

+seu b . seu (r. - e) cos (rr - A) 

- cos a= - cos b . cos e - scn b . scn e . cos A 

ou finalmente 

cos a = cos b . cos e + sen b . scn e . cos A 

Pas.;emo3 agora a demonstrar que a furmula (5) subsiste 

aiuda quando ambos os lados b e e são maiores que -
1
- 'IT. 
2 

De facto aquella expressão applicada ao triangulo com­
plementar A '· B C, na qual os lados A.1 B e A' C são meno-

1 
rcs que 2 "IT 1 dá 

ou 

cosa=cos("'-b). cos(;.-c) 

+ (scn " - b) . sen ('rr - e) . cos A 

cosa= cos b . cos e+ seu b . sc11 v . cos A 

Sendo, pois, a formula (5) verdadeira para os valores de b 

e e tão proximos quanto se queira de + ""' é verdadei­

ra ainda quando um d'estes lados, ou ambos, forem eguaes a 
1 

11'. Elia é, pois, geral. 



24 BIBLJOTRECA DO POVO 

Por permutação circular a expressão (5) origina as seguin­
tes 

cos b =cose 
cose= cosa 

cos a + sen e sen a 
cos b + sen a seu b 

cos B.... (6) 
cose.... l7) 

32 - Relação mtre dois lados e os angulos oppostos. Em 
qualquer triangulo espherico teem logar as relações 

seu A sen B seu e 
(8) 

sena seu b seu e 

pelas quaes se vê que os senos dos angulos são prnporcionaes 
aos senos dos angnlos opposlos. 

Effectivamente, da formula (5) tira-se 

e portanto 

ou 

cos a - cos b . cos e 
cos A = --~---

sen b . sen e 

1- cos2 A = scn2 A ~ 

sen2 b sen2 c - (cosa -cos b . cos c)2 

sen2 b • sen2 e 

sen2 A= 
1 - cos2 a - cos2 b - cos2 e + 2 cos a . cos b . cos e 

seni b . sen2 e 

e por conseguinte 

sen2 A 1 - cos2 a - cos2 b - cos2 e+ 2 cos a . cos b . cose 

sen2 a sen2 a . sen2 b . sen2 e 



J. 

GF.OM>:TRIA E THIGONOM~~TRIA ESPH~:RICA 25 

e visto o segundo membro ser symetl'ico em relação a a, b, e, 
segue-se que 

sen2 A sen2 B sen2 .e 
sen2 a sen2 b sen2 e 

ou 

senA sen B sen C 

sena sen b sen e 

como se pretendia demonstrar. 
33 - Relação enti-e dois lados, o angulo comprehendido e o 

angulo opposto a um d'elles, isto é entre os quatro elementos 
consecutivos. 

Para obter uma relação entre a, b, C, A, substituamos na 
equação (5), cos e pelo seu valor tirado da equação (7) o 
que dá 

coa a = cos b ( cos a . cos b + sen a . sen b . coa C) 

+ sen b • sen e . coe A , 

donde 

cos a sen2 b = sen a . sen b . cos b . cos C 

+ sen b . sen e . cos A 

ou, supprimindo o factor seu b, commum a todos os termos, 
. . sen e sen e 

dividindo estes por sen a, e aubst1tumdo -- por --, 
aen a sen A 

resulta 

cotang a . sen b = coa b . coa C + sen B . cotang A.. . . (9) 

Mudando n'esla equação b em e e C em B, teem-se 

cotang a . sen e= cos e . cos B = sen B . cotang A ... (10) 
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Finalmente, as equações (9) e (LO) dão, por permutações 
circulares, as seguintes 

cotang b . sen e= cos e . cos A-\- sen A . cotang B 1 
cotang b . sena= cosa. cos C + sen C-. cotang B 
cotang e . sena= coa a . cos B + sen B . cotnng C · · · (l l) 
cotang e . sen b = coa b . cos A+ sen A . cot.ang C 

34- Relação entre um lad() e tres angulo.ç, Applicando a 
formula fundamental ao trinngulo supplementar de ABC, I 
resulta 

ou 

cos (r. - A)= cos (r. - B) . cos (r. - C) 

+sen(r.-B). sen(r.-C). cos(rr-a 

cos A=-COS B cos c+sen B . scn e.cosa . . . (12) 

Por permutação circular n'esta equação se obteem as 
seguintes : 

coa B = - cos C . cos A+ sen C . seu A . cos b ! ... (lB) 
cos e = - cos A . COB B + sen A . sen B . cos a 

B). RELAÇÕ~s ENTllE crncp F.LEMENTOS, GEnAL~rnNTE 
CHAMADAS ANALOGIAS DE NAP!ER 

35 - Em qitalq1ter·tria11gulo espherico tecm lagar as seguin­
tes relações: 

1.º 
1 

tang -- (A + B) 
2 

1 
cotang- e 

2 

1 
COB - - (a - b) 

2 

1 
cos 2(ª + b) 
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1 
tang - (A-B) 

2 

l 
acn-(a-/J) 

2 - ----- = ----
1 

cotang- e 
2 

1 
sen-(a+b) 

2 

1 
tang- (ci-!- b) 

2 
1 

cos -(A -- B) 
2 

1 
tang- e 

2 
1 

tang-(a-b) 
2 

------· 
1 

cos - (A+B) 
2 

1 
seu-(A-B) 

2 
------= ------- ... 

1 
tang-c 

2 

1 
sen-(A +B) 

2 

(A) 

(B) 

Para deduzir estas formulas, preciso se torna proceder 

primeiramente ao calculo de sen ..2.... A, coa ..2.... A e tang ..2.... A 
2 2 2 

em funcção dos tres lados. 
Ora, da relação fundamental (5), tira-se 

donde 

cos A = coa a - cos b_._cos e 

seu b . sen e 

l - cos A= 1 _ cos a --_:os_!!_ ._:03 e 
seu b . seu e 

( cos b . cos e + sen b _. e) - coa a 

seu a . seu b 

cos (b-c)-cosa 

sen b . sen e 

, a-b+c i-c+a 
2 scn ---- . scn -----

2 2 
sen b . sen e 
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ou 
1 - cos A sen (p - b) seu (p - e) 

2 sen h sen e 
donde 

sen_!_A=• /1-cos~ = ' / seu(p-b). (p-c) (l4) 
2 V ~ V sen b . seu e 

Por um calculo analogo se deduz 

1 + cos A = senp . sen (p-a) 

2 sen p . sen e 

donde 

col!' _.!._ A = • / 1 + coa A = • /seu p . seu (p - a) . (l5) 
2 V 2 V seo p . seu e 

e portanto 
1 

seu - - A 
tang _.!._A= _ _ 2_ =, /seu (p - b) . sen (p - e)_ (lG) 

2 1 A V senp . seu (p-a) 
cos-

2 

Os radicaes devem ser tomados positivamente, porque sen­

do o angulo A inferior a 180°, o angulo 2- A é menor que 
2 

90°, e todas as funcções trigonometricas do primeiro qua­
drante eão positivas (1). 

(1) A este mesmo calculo é applicavel a funcção trigonometrica 
intitulada 1emi-seno-verso do arco, que é o seno quadrado da me­
tade d'esse arco (Halfversine ou abreviadamente hav) cuja utili­
dade tem sido desprezacla pela maioria dos autores de tratados de 
tri~onometria, apezar d'ella simplificar consideravelmente a reso­
luçao dos triangulos, quer rectilineos, quer esphericos. Esta funcção 
é definida pela seguinte expressão 

hav x =~ sen-vers x = ~ (1 - cos x) = sen 2 ~ x 
2 2 2 
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36 - Posto isto, e attendendo á equaçiio (16), e á que 
d'ella se obtem por permutação 

t 1 B vsen (p - e) . sen (p - a) ang - = 
2 sen p . sen (p - b) 

resulta 

t 
1 A 1 B sen (p - e) ang- . tang- = -~-
2 2 sen p 

Mas 

1 1 
tang - A+ tanO'-B 

1 2 o 2 
tang-(A+B) = 

1 2 1 
1 - tang - A tang - B 

e multiplicando por tang .2.. e, 
2 

1 
tang- (A +B) 

2 

2 2 

1 
tang - C= 

2 

• 

1 1 1 1 
tang - A . tang - C + tang - B . tang - C 

2 2 2 2 

1 
1-tang-A 

' ;& 

sen (p - b) + sen (p - a) 

-~---~~~-L 
-

1 
__ sen(p-c) 

sen p 

=sen (p-b)+sen (p-a) 

sen p-sen (p- e) 

1 
tang-B 

2 
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2sen_!_(2p-a-b). cos_!_(a-b) 
2 2 -------------

1 1 
2 sen - e . cos - (2 p - e) 

2 2 
1 1 

sen - e . coe - (a - b) 
2 2 

==' - --- -----
1 

sen -e 
2 

1 
cos-(a+b) 

2 

ou seja 

1 
tang-(A + B) 

2 
1 

COB - (a - b) 
2 ---=------

1 
cotang- e 

2 

1 
coa - (a+ b) 

2 

Analogamente 

1 1 
tang-A-tang-B 

1 2 2 
tang-· (A - B) = --· ·---

2 1 1 
1 + tang - A tang - B 

2 2 

e multiplicando por tang 2- e 
2 

1 1 
tang-(A - B) . tang- C = 

2 2 
1 1 1 

tang - A tang - C - tang - B 
2 2 2 =------------

1 
1 + tang-A 

2 
1 

tang-B 
2 

1 
tang- e 

2 
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sen (p- b) _ sen (p-a) 

sen p sen p 

1 + sen (P_- e) 

senp 

sen (p-b)-sen (p-a) 

senp+sen (p-c) 

1 1 
2 sen-(a-b). cos-(2p-a-b) 

2 2 
1 1 

2 sen - (2 p - e) . cos - o 
2 2 

1 
sen- (a- b) 

2 

1 
cos-c 

2 

1 
cos-(a- b) 

2 

1 
cos-c 

2 

1 1 
tang - (A-B) sen-(a-b) 

2 2 - - - ---= - -----
1 1 

cotang- e sen - (b +a) 
íl 2 

A . . d 1 • (A) A+B a+ b • pnme1ra as re açoes mostra que -
2 

- e -
2
- sao 

da mesma natureza; a segunda prova que o mesmo succe­

de a+(A+B) e~ (a-b),vistosersernprepositivaafunc-

ção cotang .2- e. 
2 

37 - Pelo que res peita ás relações (B), tratamos de obter 

primeiramente sen .2- a, cos .2- a, tang .2- a, em funccão doij 
2 ~ li ~ 

tres anQulos, 



32 lllBLLO'J'ITbCA no ruvo 

Ora, da equação ( 12), tira-se 

cos A + cos n . cos e 
cosa = --- ----­

sen B . sen C 
e por conseguinte 

ou 

l _ cos a = l _ cos A + cos B . cos C 
sen B . sen C 

sen B . sen e - cos A - cos B . COB e 
sen B . sen C 

= _ cos A + cos (B + C) 
sen B . sen C 

A+B+C B+C-A 
2 COB ----- • COS -----

2 2 - -----
sen A . sen C 

sen (A+e) ---- = - -------'---1 - cos a sen E • 

2 sen B . sen C 
donde 

sen ]._. /1 coa a=, / sen • . sen (A-•) . . . . (l 7) 
2 V 2 V sen B . sen e 

De modo analogo 

1 + 1 + cos A + cos B cos C 
cosa= 

sen B . sen C 

cos A+ (cos B . coa C + sen B . sen C) 

sen B . sen C 

cos A+ sen (B - C) 

sen B . sen C 
1 1 

2 cos -(A- B + C) . cos - (A+ B - C) 
2 2 

ae,n B . seu Ç 
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ou 

1 + cos li = <'OB [90° - (B- ')) COB f90° - (C- E)J 

2 sen B sen C 

scn (B-;) sen (C-E) 

sen B sen C 

donde 

1 v1·+ coa a vsen (B - E) • sen (C - .) 
cos - a= ---- = (18) 

2 2 sen B . sen C 

Finalmente 

1 

tang _..!._ a = ª _e_n_ 2_ ª =· / ___ s_e_n_• ___ s_e_n-'-( A_-_,-'-) 
2 1 V sen (B - •) sen (C - •) 

cos -a 

(19) 

2 

Os radicaes devem ser tomados positivamente: porque 

sendo o lado a inferior a 180°, o segmento ~ a é menor que 
2 

90° e todas as funcções trigonometricas do primeiro qua­
drante são positivas. 

38 - Posto isto, attendendo á relação (19) e á seguinte, 
que d'ella se deduz por permutação 

t 
1 b V sen E • sen (B - a) 

ang- = 
2 sen (C - •) . sen (A - a) 

resulta 

1 1 sen , 
tang - a = tang - b = ----

2 2 sen (C-,) 
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1 
taog-a 
___ 2_ = sen (A - E) 

taog __!._ b seu (B - E) 

2 

1 1 
tang-a + taog-b 

2 2 1 
tang - (a + b) = 

2 1 
1-tang-a 

2 

1 
tang-b 

2 

donde, dividindo por tang f e: 

1 
tang-(a +b) 

2 

1 
tang-c 

2 

1 l 
tang - a tang - b 

2 2 --+--· 
1 1 

tang- e taog-c 
2 2 

1 
1- tang-a 

2 
1 

tang-b 
2 

een (A-')+ sen (B-E~ 
sen (C - E) sen (C - E) 

1-~­
sen(C-E) 

sen (A - ') + een (B - E) 

een (C - ~) - ~en ~ 
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1 1 
2 seu- (A+ B - 2 ') . cos - (A-B) 

2 2 
1 1 

2 cos - C . cos - (C - 2 •) 
2 2 

seu (90°-~) . cos+(A-B) 

cos ~ C seu [90º- ~ (A+ B)] 

isto é 
1 1 

tang - (a + b) cos - (A - B) 
lt 2 

------- = -----
1 1 

tang-c cos -(A+B) 
2 2 

Analogamente 
1 1 

tang - a - tang - b 
1 2 2 

tang- (a - b) = --------
2 1 1 

1+tang-a tang-b 

1 . 
tang- (a - b) 

2 

2 2 

1 
tang-a 

2 

1 
tano- -- e 

"' 2 

1 
tang- b 

2 

1 
tang- e 

2 
-----·- = --------

1 
tang-c 

2 

1 
1 + tang-a 

2 

1 
tang - b 

2 

sen(A-•)_sen (B-<) 

sen (C - •) sen (~ - •) 

1+-~ 
sen(C-•) 
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isto é 
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- -- ---- ------

= sen (A - <) - sen (B - e) 

sen (C - e)+sen e 

1 1 
2 sen - (A - B) . cos - (A + B - 2 e) 

2 2 

1 1 
2 cos - (C - 2 e) . sen - C 

2 2 
1 1 

sen - (A - B) . cos (900 - - C) 
2 2 = - -------------

cos [900- ~ (A+B)] . sen ~ C 

1 1 
taog-(a-b) sen-(A-B) 

2 2 ------ = - -----
1 1 

taog - e sen - (A + B) 
2 2 

As formulas (B) deduzem-se tarnbem das formulas (A), e 
vice-versa, pela consideração do triaogulo polar do proposto. 

C). REI.AÇÕES ENTRE SEIS ELEMENTOS, 

GRRALMENTE CHAMADAS ANAJ,OGIAS DE DELAMBRE 

39 - Em qualqne1· triangulo esplierico teem logar as rela­
ções 

1 
sen-(A+B) 

2 
1 

cos-(a - b) 
2 ------ = -----·· 

1 
cos-C 

2 

1 
cos-c 

2 

1 
sen-(A-B) 

2 

cos~C 
2 
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1 
sen - (a-b) -

2 
=------······ 

1 
sen-c 

2 

(C) 

1 1 
cos-(A+B) cos-(a+b) 

2 2 

1 
coa -(A-B) 

2 
------ = --- ·--

1 1 
sen - C coa-e 

2 2 

1 
sen-(a+ b) 

2 
=----- ······ 

1 
sen-c 

2 

1 
sen-C 

2 

(D) 

Para demonstrar as expressões (C), temos que 

1 1 1 1 
sen-(A+B) = sen-A. cos-B+cos-A 

2 2 2 2 

1 
sen-B 

2 

sen (p - e) vsen p . . sen (p- b) 
X - ----

sen e sen e . sen a 
= . / sen (p - b) 

V senb 

+. ;;;;;p,~c;=-;;} ><. /sen (p - e) . sen (p- a 

V sen b . sen e V sen e - sen a 

= sen (p-b). / se~en (p-c) 
scn e V seu a . sen b 

+
seu (p-a)vsen p ~ sen (p-c) - --- ---------

sen e sen ci • seu b 
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1 1 
2scn - (2p-a-b). cos - (a-b) 

2 2 

1 1 
een - e . cos - (a - b) 

2 2 
1 1 

aen -e coa-e 
2 2 

cos 2- e 
2 

donde 

1 
sen-(A+BJ . 2 

1 
cos-C 

2 

Do mesmo modo se obtem 

1 
cos-(a- b) 

2 

1 
cos-c 

1 

sen .!. (A_ B) = scn (p-11) - sen (p- a) 
2 scn e 

1 1 
2 sen - (a - b) . cos - (2 p - a - b) 

2 2 

1 1 
2 sen - e . cos - e 

2 2 

1 1 
sen - (a - b) . coa -- e 

2 2 
1 

scn -e 
2 

1 
cos - e 

2 

• 1 
cos - e 

2 

1 
cos - C 

2 

1 
cos-C 

2 

1 
cos- e 

2 
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1 1 
sen-(A-B) sen--(a-b) 

2 2 ---·-- = ------
cos ~e 

2 

1 
sen-c 

2 

4.0 - Para demonstrar as expressões (D), teremos analoga­
mente 

1 1 
cos-(A+B) = cos-A 

1 1 1 
cos - B - sen - A . sen - B 

2 2 2 2 2 

= ' / sen p. sen (p-a)X' / seu p_. ~n (p-b) 

V sen b . sen e V sen e . sen a 

_, /sen(p-b) . se~X' / sen(p-c). sen(p-al 

V sen b . sen e V sen e . sen a 

= senp-sen(p-c), /sen(p-a) sen(p-b) 

seu e V sen a sen b 

1 1 
2 sen - e . cos - (2 p - e\ 

2 2 , 

1 
2 sen -e 

2 

1 
cos -e 

~ 
1 

cos - (a+b) 
2 1 

= ----- sen - e 
l 2 

cos-c 
2 

t e scn-
2 
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donde 
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cos _!_(A -f- B) 
2 

sen _!_e 
2 

cos _!_(a -f- b) 
2 

1 
cos -e 

2 

De maneira analoga se acha 

donde 

l(A B senp+sen.(p-c) 1 C cos - - ) = seu -
2 sen e 2 

1 1 
2 sen - (2 p - e) cos - e 

2 2 1 
sen -C 

-1 1 
2 sen- e coa-e 

2 

1 
cos -(A-B) 

2 

2 

1 
sen-(c+b) 

2 - - ---- = ----
1 

sen-C 
2 

1 
sen-c 

2 

2 

41- Dividindo, membro a membro, a primeirn das for­
mulas (C) pela primeira das (D), a segunda das (C) pela se­
gunda das (D), e a se~uuda das (C) pela primeira das (C), 
obteem-sc as analogias chamadas de Napier. 

CAPITULO II 

§ 1. 0
). Relações entre os lados 

e os angulos de um triangulo rectangulo 

42 - Fazendo A= 90° nas formulas (5), (8), (9), (10), (11), 
(12) e (13), obteem-se as seguintes relações, cada uma das 
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quaes apenas contém tres dos cinco elementos a, b, e, B, C 
do triangulo A B C: 

COB a = cos b . COB e 
sen b = sen a . sen B 
sen e = sen a . sen C 
cos B=COS b. sen c 
cos C=cos e. sen B 

cos a= cotang B . cot.ang C 1 
sen b = tang e . cotang c 
sen e= tang b . cotang B ... (20) 
cos B = taug e . cotaug a 
coa C= tang b . cotang a, 

Estas relações (20), podem-se traduzir por uma regra mne­
monica devida a Manduit, a saber: Convencionando não 
contar o angulo recto A no numero dos elementos de um 
triangulo espherico rectangulo, e substituindo mentalmente 
cada um dos cathctos b e e pelo seu complemento (Fig. 12), 
teremos que o coseno de uma qualquer das cinco quantidades 

Fig. 12 

a, B, 90°- e, 90°- b, B, é egual ao producto das cotangentes 
dos dois elementos adjacentes on ao prod1wto dos senos dos ele­
mentos não ad:iacentes. 

Como corollario d'esta regra, deduz-se: 
1. 0 • Em qualquer triangulo espherico reclangulo, o numero 

elos lados agudos é impai· (tres ou um). 
Com effeito, considerando a relação 

cos a = cos b • cos e 

e mult.iplicando ambos os membros d'ella por cos a, resulta 

cos2 a = cos a . cos b • cos e 

" 
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Como o primeiro é um quadrado perfeito, o producto cosa . 
cos b . cos e é positivo; n'esse caso, ou cada um dos fac tores 
cos a, cus ó, cos e, é positivo, e por couseguinte os lados a, 
b, e são menores que 90°, ou um dos factores é positivo e os 
dois outros negativos, e portanto um <los lados é menor que 
90° e os dois restantes maiores que 90°. 

2.0
• Em qualquer triangitl.o espherico rectangulo, cada ca­

tltelo e o seu angulo opposto são da mesma especie (ambos agu­
dos 011 obtusos). 

Tomemos, com effeito, as relações 

tang b 
sen c=--- '· tang e sen u= ---

taug B taug e 

Sendo os lados b e e inferiores a 180°, sen b e sen e siio 
positivos; logo taug e e tang C, assim como tang b e tang B, 
são do mesmo signal: quer dizer que e e C, bem como b e B, 
são simultaneamente menores ou maiores que 90°. 

3.". Em qualquer triangulo espherico rectangulo, a ltypo­
tenusli é menor que 90° quando os dois í'atltetos são da mesma 
especie; e é maior que 90° quando os dois cathetos são de es· 
pecie dijferente. 

Effcctivamente, da exprcssi1o 

cos a = cos b . eos e 

conclue-se que, se b e e são dn mesma especic, eos a é po­
sitivo, e portanto a < !J0°; se são de differeute cspecie, cosa 
é negativo e portanto a> !JO<•. 

§ 2.0
). Relações 

entre os lados e os angulos de um triangulo rectilatero 

43- Fazendo a= 90° nas formulas fundamentaes (5), (G), 
(7), (8), (9), (10), (11), obteem-se as seguintes: 

coa A = - coa B • coa C 
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sen B = sen b . sen A sen C = seu e . sen A 
tang B = - tang A . cos e tang C = - tang A . eos b 
tang B = sen C . tang b tang C = sen 13 . tang a 

cos A = - cotang b . cotang e 

cos b = cos B . sen e COS C = CllS C . sen /J 

43 

(21) 

relações estas que se podrrp traduzir por uma regra devida 
a .vlanduit e analoga á de que trata o n.0 42. 

Assim, eon\'encionanclo não contar o lado recto a no nu­
mero dos elementos de um triangulo rectilatero, e substitui1· 
mentnlmente cada um dos angulos B e C (Fig. 13) e o angulo 
.\. pelo seu supplemcnto, temos que o coseno de q1ialq11e1· ele-

Fig. 13 

mento é eg1tal ao p1·oducto dos senos dos elementos não adjacen. 
tes, ou ao producto dos cotangentes dos elementos adjacentes. 

Como corollario d'esta regra se deduz : 
1.0 • Em qualquer triangulo rectilatero, o numero de angulos 

obtusos é ímpar (tres ou u~). 
Com effeito, tomemos a relação 

cos A = - coa B . cos c 

e multiplicando ambos os membros porcos A, vem 

eos2 A = - cos A . cos B . COB e 

Ora, sendo o primeiro membro um quadrado perfeito, o 
producto cos A . cos B . cos C é negativo, e n'esse caso 
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ou cada ttm dos factores é negativo, e por consequencia os 
tres angulos são maiores que 90°, ou um dos factores é ne­
gativo e os dois 011tros positivos, e, por conseguinte, um dos 
angulos é maior que 90° e os outros dois inferiores a 90°. 

2.0
• Em qualquer triangulo rectilatero, cada catheto e o se1l 

angitlo opposto são da mesma nC1tureza (simultaneamente a,qu­
dos ou obtusos). 

Consideremos as relações 

tang C seu C __ tang B senB= --- e 
tang c tang b 

Sendo os angulos B e C menores que 180•, sen B e sen C 
são positivos; logo tang C e tang c, assim como tang B e 
tang b, são do mesmo signal; quer dizer C e c, bem corno 
B e b são simultaneamente menores ou maiores que 90°. 

§ 3.0
). Resolução dos triangu!os esphericos rectangulos 

44 - Conhecendo dois dos cinco elementos B, C, a, b, c, cal­
cular os outros tres. 

Seis casos se podem apresentar, a saber: 
1.0 caso. São dados os dois cathetos b e c do angulo recto. 

Temos, para determinar B, C, a, as formulas 

cos a = coa b • cos e 

sen c = tang b cotang B donde 

sen b = tang c cotang e " 

tang b 
tangB=--

sen c 
tang c 

tang Ü=--
sen b 

e no caso de a ficar mal determinado pelo seu coseno, a pri­
meira das formulas é substituida pela seguinte 

tang a = tang b = tang c 
coa C coa B 
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2. 0 caso. E' ~ada a hypotenusa a e o catheto b. Temos, 
para determinar B, C, e c, as formulas 

sen b = sen a . sen B donde 

cos a = COB b . cos c » 

seu b 
sen B = -­

sen a 
COB C = tang b • cotang a 

cosa 
cose = - -

cos b 

3.0 caso. Dá-se o catheto e e o angulo adjacente B. Ttimos, 
para determinar b, a, B as formulas 

seu c = tang b cotang B 

cos B = tang c cotang a 

donde 

)) 

scn c 
tang b 

cotang B 
cos B 

cotang a= --­
tange 

cos b = cos c . seu B 

4. 0 caso (duvidoso). E' dado o catheto e e o angulo op­
posto C. Temos, para determinar a, b e B as formulas 

seu e donde 
sen c 

seu e = seu a sen a = - -
sen e 

sen b = tang e . cotang e 
cos B = cos c sen B )) sen B = cos C 

cos e 

O problema pode ser impossível, ou admittir uma ou duas 
soluções. Não tem solução se qualquer das quantidades sena, 
sen b, sen B, fôr inferior á unidade. Tem uma se e= C, por­
que entào 

sen .a = sen b = sen B = 1 ou a = b = B = 90° 
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Sendo e differ<>nte de C, o problema só aclmitte soluçiio se 
estes elementos fôrcm da m'csma natureza. 

Sejttm e < 90° e C < 90°. Visto ser sen a= sen e menor 
sen e 

que 1, o pl"Dblcma só é possível sendo e menor que C; satis· 
feita esta condição cada uma elas trcs formulas fornecerá 
dois q1lores supplemcntares; mas sendo o numero de lados 
ai:;udos ímpar, e sendo cada catheto e o seu angulo opposto 
da mesma natureza, os elementos a, b, B são egualmente da 
mesma natureza e o problema admitte duas soluções. 

Consideremos agora e> 90° e C > 90°. Visto ser sen a 
sen e bl . . . l d f' = -- menor que 1, o pro ema e so poss1ve quan o e or 
sen e 

maior que e. 
Satisfeita esta condição, o problema admitte ainda duas 

soluções, a saber: b e B são obtusos ou agudos, conforme a 
fôr agudo ou obtuso. 

5.0 caso. Dá-se a hypotenusa a e o angulo adjacente B. 
Temos, para determinar b, e, C as formuJas 

coi B = t:mg e. cotang a 

cos a = cotang B . cotang C 

seu b =seu a . seu B 

donde tange 
cos B 

)) 

cotang a 
cosa 

cotang e=----
cotaug B 

6. 0 caso. São dados os angulos B e C adjacentes á hypo­
tcnusa. Temos, para determinar a, b, e, as formulas 

cos B = COB b . seu e donde 

coe C = cos e . sen B " 

cos a = cotang B . cotang C 

b 
C08 B 

cos = ---
sen e 
cos e 

cose = ---
seu B 
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§ 4.•). Resolução dos triangulos esphericos rectilateros 

45 - Conhecendo dois dos cinco elementos b, c, A, B, C, cal· 
cular os tres restantes. 

Seis casos ha a considerar, conforme forem dados 

B, C; A, B; C b, C e, A b, b, e 

e podemos proceder de dois modos. O primeiro consiste em 
determinar as incognitas por meio das formulas estabeleci­
das pela regra mnemouica do u. 0 43; o segundo em formar 
o tl'iaugulo polar A' B' C1 do triangulo rectilatero A B C, de 
maneira que a resolução d'este ultimo triangulo se reduz á 
do triangulo rectangulo tendo por angulos: A' = 90•, B1 = 
180° - b, C1 = 180° - c, e por lados a1 = 180° - A, b' = 
180° - B, e' = 180° - C. 

§ 5.•). Resolução dos triangulos esphericos obliquangos 

46 - Co11hecmdo tres dos seis elementos do triangulo, calcu ­
lar os outros tres. 

Ha seis caRos a considerar, a saber: 
1.0 caso. São conhecidos os tres lados a, b, e. Temos para 

determinar A, B, C, as equações 

cosa= cos b 
cos b = cos c 
cos e= coa a 

ns qunes dão 

cos c + sen b 
cosa+ sen c 
cos b +sena 

sen c 
sena 
sen b 

A 
cos a - cos b . cos c 

cos = -------
sen b . sen c 

B 
cos b - cos c . cos a 

cos = 
sen e . sen a 

e cos c - cos e . cos b 
cos = -

sena . son b 

cos Ai cos B 
cos e 
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Estas expressões não são dircctameute calculaveis por lo­
garithmos, mas substituindo cos A, cos B, cos C, pelos seus 

valores, em funcção de sen -
1
-A, cos -

1
- A, sen - 1

- B, etc., 
2 2 2 

e seguindo a mesma marcha que no n. 0 35, obtcm ·sc: 

1 A vsen (p-b) . sen (p-c) (l)l tang- = 
2 sen p . sen (p-a) • 

tang _!_ B =. / sen (p - e) . sen (p - a) 
1 

••• • ••• ( 22) 

2 V sen p . sen (p - b) 1 
1 e /ªe~ (p- a) ~ ~en (p~ b) tang- = 
2 sen p . seu (p- e) 

Estas formulas (22) exprimem A, B, C, por meio de 3 lo­
garithmos e 4 cologarithmos. 

2. 0 caso. São dados os treR angulos A, B, C. Temos para 
determinar os lados a, b, e, as equações 

cos A =-cos B 
cos B = -cos C 
cos C=-cos A 

cos U + sen B 
cos A+sen C 
cos B + seu A 

sen e cos a 
sPn A cos b 
scn ll cos e 

as quar.s dão 

cos A .-L cos n . cos e 
cos a = ---------

seu B . sen C 

b 
cos B + COB e . coa A 

cos = . 
sen C . sen A 

COB e + coa A . coa B 
COS C = 

sen A . sen B 

(1) Esta primeira formula (22) é a expressão (16) já deduzida. 
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1 
ou, substituindo cos a, cos b, cos e, cm func~·ão de sen -

2
- a, 

1 b 1 • h 3-scn - e sen - e, scgurndo a mesma marc a que no n.º t, 
2 2 

resulta 

(1) 1 V scn~ ~ sen (A..:_e) 
tang-a = 

2 sen(B-e). tcn(C-•) 
__.___ -- - - -

1 b , / sen • . sen (B - e) 
tang 2 =V sen (C - ,)- . ;;n {A_::_,) 

........ (23) 

1 V sen ' . sen (C - •) tang-c = 
2 sen (A-•) . sen (B - •) 

Estas formulas (23) exprimem os lados a, b, e, por meio 
de 4 logaritbmos e 3 cologarithmos. 

3. 0 caso. São dados dois lados a e b e o angulo comprehen­
dido e. 

Para deduzir os valores dos dois outros angulos A e B, e 
do terceiro lado e, procede-se do modo seguinte: A 1. • ana­
logia (A) de Napier dá 

donde 

1 1 
tang- (A+ B) = cotang-C 

2 2 

1 
-(A+B)=M 
2 

1 
cos-(a-b) 

2 

1 
cos-(a + b) 

2 

(1) Esta formula é a (19) deduzida no n. 0 37. 
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A 2.• analogia (A) de Napier dá egualmente 

1 1 
tang- (A- B) = cotang - C 

1 
aen-(a-b) 

2 

2 2 1 
sen-(a-b) 

2 

donde 

e portanto 

1 
-(A-B)=N 
2 

A=M+NI 2 B=M-N 1······· · ( 4) 

Da 1.• analogia (B) de Napier tira-se 

1 1 
tang _c = tang-(a + b) 

2 2 

1 
cos-(A + B) 

2 ------...... .. . 
1 

cos-(A-B) 
2 

(25) 

4.0 caso. Dá-se um lado e e os dois anguJos adjar,entes A 
e B. Para obter os valores dos outros dois lados e o do 3.0 

angulo, procede-se por modo identico ao seguido no caso 
anterior. 

De facto, a l.• das analogias (B) de Napier, dá 

1 . 1 
tang-(a + b) = tang-c 

2 2 

1 
cos-(A-B) 

2 
---- --

1 
cos-(A+ B) 

2 
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donde 

Da 2.• das mesmas analogias (B), tira-se tambem 

1 1 
tang- (a- b) = tang- e 

2 2 

donde 

1 
sen- (A-Il) 

2 

1 
sen-(A+B) 

2 

1 
-(a-b)=n 
2 

e portanto 

~=: +: ! ........ (26) 

A 1.• das analogias (A) dá 

1 1 
cotang- C = tang- (A+ B) 

2 2 

1 
cos- (a+ b) 

2 

1 
coa -- (a - b) 

2 

.. (27) 

5.• caso (duvidoso). São conhecidos dois lados a e b e o 
angulo A opposto a um d'elles. 
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Procede-se da seguinte forma: A relação 

sen A sen B 
--=--
sen a sen b 

sen b dá sen B = sen A . 
sen a 

Da 1.• das analogias (A) de N apier deduz-se 

1 1 
cotang - C = tang - (A + B) 

2 2 

1 
cos-(a+o) 

2 

1 
cos -(a-b) 

2 

A La analogia (B) de Napier dá 

1 1 
tang-c = tang-(a + b) 

2 2 ----- ........ . 
1 

cos-(A-BJ 
2 

(28) 

(29) 

(30) 

Para determinar C e e, sendo a ~ b, podem-se utilisar 
tambem as 2." relações de {A) e (B) de Napier. 

Com effeito, da 2.• de (A) deduz-se 

1 1 
cotang - C = tang- (A - B) 

2 2 

1 
sen-(a+b) 

2 ----- ..... . 
1 

sen-(a-b) 
2 

(31) 
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e da 2.• de (B), 

1 1 
tang-o = tang-- (a - b) 

2 2 

1 
sen-(A+ B) 

2 

1 
sen - (A-B) 

2 

(32) 

6. 0 caso (duvidoso). São dados dois angulos A e B e o lado 
a, opposto a um d'elles. 

Para determinar os outros elementos, empregamos as for­
mulas 

sen A sen B 

sen a sen b 

donde 
sen B 

sen b = sena . --........ (33) 
sen A 

Da 1.1 das relas~ões (B) de Napier, tira-se 

1 1 
tang-c= tang-(a+ b) 

2 2 

. 1 
cos-(A+B) 

2 

1 
cos - (A-B) 

2 

(34) 

e da 1.• das relações (A) de N apier, deduz-&e egualmente 

cotang ~ C = tang~ (A+ B) 
2 2 

1 
cos-(a+ b) 

2 

1 
cos-(a-b) 

2 

(35) 
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Para determinar e e C, sendo A ~ B, empregam-se tam­
bem as 2.•• relações (B) e (A) de Napier, pelas quaes se 
obtecm as formulas (31) e (32). 

N'este 6. 0 caso o elemento b é dado pe~o seu seno, não 
sendo possivel o problema, apenas se sen b < 1. 

Este 6.0 caso reduz-se ao 5.0 pela cousideração do trian­
gulo polar do triangulo dado. 

§ 6.0
). Expressões diversas do excesso espherico 

47 - O excesso espherico, ou o excesso da somma dos tres 
anguloa de um triangulo espherico sobre dois aneulos rectos, 
pode ser calculado de differentes maneiraR, a saber: 

1. 0 Em funcção de dois lados e do angulo comprehe:ndido. 
A 1.• das relações (A) de Napier, dá 

1 
cos - (a-b) 

1 2 
tang - (A + B) = ----

2 1 
cos- (a+ b) 

2 

1 
cotang-C 

2 

e visto ser (n.0 17) 

A+ B + C-180°=2' 

resulta 

_!_(A+Bl=90°-(-º-- •)· .. -· ... (3ü) 
2 2 

e 

tang ~ (A + B) = cotang(~ -•) 
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e por conseguinte 

1 
cos--(a-b) 

cotang ( ~ - •) = --~---
cos - (a+ b) 

2 

1 
cotang-C 

2 

ou tambem 

1 
cos - (a+b) 

tang (~ -•) = --~---
cos--(a-b) 

2 

1 
tang-C 

2 

No caso particular do angulo C ser recto, tem-se 

ou 

1 
rns-(a+b) 

2 
tang (45°- •) = ----- . tang 45° 

1 
cos-(a-b) 

2 

1- tang • 
1 

cos-(a + b) 
2 

----=-----
.1 + tang < 

1 
cos-(a-b) 

2 

ou ainda 

(1 + tang •)- (1 - tang •) 
1 1 

cos-(a-b)-cos-(a+b) 
2 • 2 

(1 + tang •) + (1- tang •) 
1 1 

cos-(a-b) + cos-(a+b) 
~ 2 



1 

1 1 
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-----------------·--- -·-

ou seja 

ou 

1 
tang a = tang - a 

2 

1 
tang ~ b . ..... (37) 

;& 

2. 0 Em funcção dos tres lados. 
Da formula (36), tira-se 

cos ~ (A+ll) = cos (~ C-•) 
sen ~ (A+ B) =:= coa ( ~ C- •) 

As analogias (D) de Delambre dão respectivamente 

(
] ) 1 ' 

cos 
2 
C-~= cos 

2 
(a-b) 

1 1 
cos -C cos-c 

2 2 

sen (f- a) 
1 

sen-C 
2 

cos (f-a)-cos ~ C 

cos (~ - i) + cos ..!.. e 
2 2 

sen ..!.. C - sen (.2. - a) 
2 • 2 

sen ~ c+sen (~ C-a) 

1 1 

_ cos '2 (a + b) ! 
·-----

1 
coa-e 

2 

1 1 
cos-(a-b) -coa-e 

2 2 
1 1 

cos - (a + b) + cos - e 
2 2 

· coa _!_ e - cos ..!.. (a + b) 
2 2 

cos 2. e + cos _!_ (a + b) 
2 2 
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isto é 

1 1 c-a+b c+a-b 
tnng - (C - •) . tang - E = tang ---- . tan"' ----

2 2 4 o 4 

p-a. 
= tan"' --­

º 2 
p-b 

tang--. (38) 
2 

1 
tang-• 

2 a+b+c 
---- = taug - --

a+b+c tang--- = 
1 4 

tang 
2 

(C- •) 

= tana .P_ 
o 2 

4 

p-c 9 tang -- .. .. . . . . . . .. . (3 ) 
2 

e mul!.iplic:wclo as egualdadcs (38) e (39) nrna pela out.ra, 
resulta 

" 1 Jl tang- - ' = tnug-
2 2 

7; -a p-b p- e 
tang -- . tang ·-- . tai•g --

2 2 2 

e por conseguinte 

1 ·v1 1 1 1 tang- E= tang-11. tang- (p - a) . 1ang - (11 - b) . 
2 2 2 2 

1 taug- (11- e) ..... . .......................... . .. (40) 
2 

formula devida a Simão Luilier, e conhecida ordinariamente 
por este nome. 
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CAPITULO IlI 

Applicações diversas 

48 - Círculos circurnsc1·ipto1 inscripto e ex-inscriptos a um 
triangulo espherico. 

1.0 Seja O o polo do circulo circumscripto ao triangulo es­
pherico A B C (Fig. 14) e R o raio polar d'este circulo, isto 

A 

k'ig. 14 

é o arco de circulo 1Laximo que reune o polo aos vertices do 
triangulo. 

Designemos por c.c, ~' 'f os anl!nlos nas bases dos triangulos 
isosceles B O C, C O A, A O B. Teremos 

tomaudo o signal + ou - conforme o polo O cahir dentro do 
triangu~o A B C, ou fóra, no angulo A. 

l:iommaudo estas ultimas egualdades vem 

1 
~+1+c.c= - (A +B + C) = 90•+• - 2 
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e portanto 

+o:= (~-1-J±o:)-(~ +1) =90•-(A-•) 
~= (~-h+o:)-("(+ o:) = 90°-{B-•) 
I = (~+1+ o:)-(~+ o:) = 90•-(C-<) 

Posto isto, trl\çando o arco de circulo maximo O D, per­
pendicular a B C, deduz-se, no triangulo rectangulo B O D 

donde 

1 
cos o: = cotang - a . cotang R 

2 

sen(A-•) 
cotang R = ----

1 
tang-a 

2 

ou, substituindo tang -
1
- a pelo seu valor em funcção dos 
2 

angulos do triangulo (n. 0 37), temos 

R 
i /sen(A-•) 

cotang = V 
sen ·(B-e). sen (C-e) 

sen e 

~ - º Seja O o polo do circulo menor inscripto no triangulo 
espherico ABC (Fig. 15) e r o raio pola.r d'este circulo, 
isto é o arco de circulo maximo que une o polo com os pon­
tos de contacto D, E, F. 

Do triangulo rectangulo A O F deduz-se 

1 
sen A F = tang r . cotang - A 

2 
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donde 
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1 tang r =seu (p - a) . tang-A 
2 

1 
ou, substituindo tang -

2
- A pelo seu valor, em funcção dos 

lados, (n. 0 35), resulta 

, /sen (p-a) 
tang r = v --- sen (p-b) . sen (p-c) 

sen p 

3.0 Designando por ri, r 11, r 111 os raios polares dos circulos 
menores ex· inscriplos ao triangulo A B C, isto é, tangentes 

A 

; I 
t I ·e :B 
1 

11 
F •g, 15 

respectivamente a cada um dos lados a, b, e, e aos prolonga­
mentos dos dois outros, temos da mesma forma 

1 
t.ang r1 = sen p . tang 2 A tang r'' =seu p 

1 tang ri//= sen p . tang - e 
2 

1 
tang-B 

2 
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, /sen p 
tang r 1 =V 

, /sen p 
tang r 11 =V 

sen(p-/;). sen(p-c) 

sen (p- a) 

sen (p-c) . sen (p-a) 

sen (p- b) 

Vsen p sen (p- a) . sen (1)- b) tang ·r 111 = · __ _:___---'------'-'---' 
sen (p- e) 

4.9 - Reducção de um angiilo ao ltorisonte - Reduzir ao 
horisonte um angulo B O C =a (Fig. 16), observado em um 
plano inclinado, consiste em obter o angulo B A C =A que 

Fig. 16 

formam entre si as projecções A B, A C dos lados O B, O C 
d'este angulo sobre um plano horisnntal. 

:Supponhamos .que Stl mediram os angulos A o e= b, 
A O 13 =a dos lados O B, O C com a vertical O A. 

Imaginemos uma esphera tendo por centro o ponto O, e 
para raio a unidade; a sua intersecção com as faces do an­
gulo triedro O ABC dáo triangulo esphrrico A' B' C1• 

Ora, n'este triangulo conhecem-se os tres lados B' CI =a, 
C1 A'= b, A' B' =e: teremos, pois, para determinar o an­
gulo B' A' C' =A a formula (16), (n. 0 35) 
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t 1 A vsen (p-b) . sen (p-c) ang- = 
2 sen p . sen (p - a) 

50 - Distancia entre dois ponl.os do _qlobo. - Achar a dis­
law·ia que separa dois pontos 111. e M' situados á superficie da 
ten·a, conhrcendo as lo11gitudes L e L 1 e as latitudes 1 e I'. 

Sejam: P o polo boreal (Fig.17), E E 1 o equador. P E o 
meridiano inicial e Me M' os Jogares dados; E m=L, E m 1 

B 

Fig. 17 

= L 1
, as longitudes dos dois Jogares, euppostas ambas orien­

taes; Mm = l, M' m' = l ' as latitudes dos mesmos Jogares, 
suppostas ~mbas boreaes. 

No triangulo espherico M P M 1, são conhecidos o angulo 
1\1 P M' = L' - L, o lado P M = 90° - l e o lado P M' = 
90° - l. 

Designando, pois, por x (n.0 31) o arco M M', a relação 
fundamental (5) da trigonometria esphericii, dá 

cosx = senl . senl 1 + co3l. eosl ' . eos(L-L') 

ou, fazendo 

tang x = cotang l . cos (L - L') · 



resulta 
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senl. sen(x+l') 
COS X= ------'--'---'-

COS X 

6S 

Esta expressão foi deduzida suppondo ambas as longitudes 
orientaes e ambas as latitudes boreaes, mas ella é applicavel 
a todos os casos, desde que se convencione tomar como ne­
gativas as longitudes occidentaes e as latitudes austraes. 

FlM 
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