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Nooées sobre cdlculo das probabilidades,
theoria dos erros e methodo dos minimos quadrados

Cidlenlo das probabilidades

4. Historia. — A doutrina das probabilidades remonta a
Fermat e Pascal. Huygens foi o primeiro que apresentou
o caleulo das probabilidades sob a forma de tratado, com
o titulo de De ratiocinis in ludo; a Ars Conjectandi, de J.
Bernoulli (postuma, 1713), e a Docirine of chances, de
Moivre (1718), elevaram o célculo das probabilidades 4
categoria de ramo das mathematicas.

Taylor introduziu tambem (‘Methodus incrementorum), in-
#irectamente, importantes melhoramentos nos methodos
proprios para a resolugiio das questdes que dizem respeito
a0 cdlculo das probabilidades.

De entdo para cd, diversos mathematicos, taes como
Deparcieux, Kersseboom, Wargentin, Simpson, Sussmilch,
Price e Davillard, applicaram-n'o a questdes relativas 4
populagio, nascimentos, mortalidade, ete., deduziram for-
mulas proprias para o cilculo das rendas vitalicias, juros
de obrigacdes, ete.

Entre os collaboradores da theoria geral das probabili-
dades no seculo xrx, citam-se Laplace, Lacroix, Litrow,
Quetelet, Dedekind, Helmert, Laurent, Liagre, Didion e
Poincaré. Morgan e Boole aperfeicoaram a theoria, mas
accrescentaram pouca coisa que se possa considerar fun-
damentalmente nova. Cruber fez muito, tanto na sua pro-
pria collaboragfo, como traduzindo Meyer. Pelo lado geo-
metrico foi notavel a influencia de Miller e do The Educa-
tional Times, e tambem dos collaboradores d’este jornal
Crofton, Mae Cull, Wolstenholme, Watson e Artemas Mar-
tin.

2. Probabilidade mathematica.— Os effeitos que obser-
vamos nunca proveem de uma causa unica ou lei simples;
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sempre condi¢Ges accessorias, mais ou menos numerosas,
constantes ou variaveis, veem modificar o effeito principal. i
Estas modificagdes sio raras vezes calculaveis, porque é i
conhecida uma parte das condigdes, e por conseguinte a :
previsiio néio pode ser, por nossa parte, sendo incompleta.
Asgsim, a0 passo que um acontecimento esperado, comporta,
no fundo, uma unica possibilidade determinada, ha para
n6s um certo numero de possibilidades p/, p//, pll/,.. . ., das
quaes uma deve necessariamente produzir-se, mas sem que !
tenhamos razdes para esperar uma certa e determinada, ;
de preferencia a outra. Se em virtude de certos caracteres
especificos, unicos que nos interessam, dividirmos estas
probabilidades em grupos Ey, Ey, Ej,.... e se considerar-
mos todas as de um mesmo grupo, como identicas, ou
constituindo apenas um mesmo acontecimento, diremos que
um acontecimento Ey, comprehendendo maior numero de
possibilidades do que outro, é mais provavel. E’ natural di-
zer, além d’isso, que as probabilidades dos diversos acon- j
1
{
i
|
1

tecimentos Ej, sfo proporcionaes aos numeros correspon-
dentes, e tomar para expressio de uma d'ellas a relagdo
d’este numero para o numero total das possibilidades p.

Dé-se habitualmente a estes o nome de casos favoraveis
a um acontecimento Ej, se elles pertencem ao seu grupo-
de possibilidades, e de casos desfavoraveis se pertencem a
outro grupo.

Supponhamos que se lanca um dado sobre uma mesa;
este move-se primeiramente algum tempo, para depois as-
sentar por uma face, quando a forca viva se exgottou. {

Supposto o dado perfeitamente homogeneo, pode assen-
tar por qualquer das faces, e estes diversos casos s3o para
nés egualmente possiveis, visto nfo conhecermos as condi-
¢oes diversas, das quaes elles dependem, a saber: a forma
precisa e a elasticidade do dado, o ponto de applicacfio, a
direc¢do e a intensidade da forca que o lancou, a resis-
tencia que lhe oppée o ar, o attrito, ete.

Tendo o dado seis faces, das quaes fres brancas, duas
vermelhas e wma preta, diremos que a apparicfio de uma
das faces brancas, ou de uma das vermelhas, ou ainda da
preta, sio acontecimentos de probabilidades respectiva-
mente proporcionaes aos numeros 3, 2, 1 e equaes 4s frac-

AR LS
coes 67 6 ) 6
Vé-se que a probabilidade é, por assim dizer, de con-
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vencdo: em um conjunto de casos egualmente possiveis,
poe-se de parte um certo numero, com caracter commum,
que é a cor, no nosso exemplo, e desprezam-se as suas dif-
ferencas para apenas se occupar d'este; de modo que é
sacrificantdo a precisdo individual que se ganha sobre a
probabilidade.

Vé-se, além d’isso, que o cédlculo da probabilidade se
baseia em uma hypothese essencial, a de casos egualmente
possiveis.

Esta hypothese, que nunca deveremos perder de vista,
deriva da experiencia, mas ndo existe em todo o rigor; é
uma abstracgio mathematica, como ¢, por exemplo, a da
elasticidade perfeita na theoria do choque dos corpos. Com-
tudo, é necessario que nenhum motivo haja para suppor
que um dos casos tem mais facilidade que os outros em se
produzir.

A probabilidade é, pois, da mesma forma que o acaso,
uma coisa inteiramente subjectiva, e nfio a mesma para
pessoas que teem dados differentes sobre as condigdes da
produceiio dos acontecimentos.

A probabilidade assim definida toma o nome de proba-
bilidade mathematica, para a distinguir do que se pode
chamar probabilidade philosophica. Em vez de se originar
em um principio de divisio creado pelo nosso espirito, esta
ultima bageia-se na inducgdo e na analogia, pelas quaes
partimos de factos particulares para uma lei geral, formu-
lada mais ou menos explicitamente, e aproveitamol-a, em
seguida, como instrumento de investigacdo d'outros factos
particulares. Ndo parece que a probabilidade das conelu-
s0es 48 quaes se é levado, seja expressa por numeros, em-
bora elles se nos imponham mais ou menos, conforme o
grdu de simplicidade, a sua concordancia com as nogdes
que ja possuimos, ete.

A probabilidade toma denominacdes distinctas, segundo
08 casos. Chama-se probabilidade simples, composta, ou
total, conforme o acontecimento de que nos occuparmos se
considera isoladamente, dependendo do concurso de varios
outros, ou podendo ser produzido por varias causas.

3. Probabilidade simples. — Consideremos um aconteci-
mento A que satisfaga 4s condigdes acima especificadas,
isto é, dependendo de um numero determinado N, maior
ou menor, de cagos possiveis. Seja m o numero de casos
favoraveis a A, e n o dos desfavorayeis. A probabilidade
da sua realisagdo, sera
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m m
sl A
e a da ndo realisacdo
" n 1
LR i, h

A somma d'estas duas probabilidades é evidentemente
egual 4 unidade.

Este resultado é muito importante, pois, attendendo a
elle, muitos problemas de probabilidades totaes e com-
postas podem reduzir-se a probabilidades simples. Assim,
tendo dentro de uma urna: a espheras brancas, b pretas

a
e ¢ vermelhas, seri ——————— a probabilidade de tirar
a —-l—- b kG,
uma esphera da primeira edr, —————— a de tirar da se-
a-t+b-4c
c . .
gunda, e —————— a de tirar da terceira.

a-b+4c¢ :
Qualquer d’estas probabilidades é egual 4 differenga
entre a unidade e a somma das outras duas.
Perguntando-se, portanto, qual é a probabilidade de néio
tirar vermelhas, como este facto se pode dar de duas ma-
neiras differentes, em vez de sommar as duas fracgdes,
relativas 4s outras cores, podemos simplesmente determi-
tar 1 — iy mais conveniente seria ainda o
a-+b-+4c
processo se houvesse mais cores.
4. O célculo de N e de m faz-se, em geral, por enume-
ragdes de combinagdes, que se dividem, como sabemos, em

Combinagdes propriamente ditas |
ATTAN)08 s B T s e s e )
Permutagoes

com ou sem repeticio

Nio apresentamos as formulas, que sdo subejamente co-
nhecidas, mas mostraremos o uso d’ellas pelos exemplos
seguintes:

1.° Qual é a probabilidade de obter com um dado de seis
faces n vezes a sequir 37
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A cada lango sfio possiveis seis casos e podem-ge asso-
ciar a cada uma das combinagdes precedentes, cujo nu-
mero fica assim multiplicado. O numero das combinagdes
possiveis para n provas é, pois, 6%; como apenas é pedida

uma, segue-se que a probabilidade é el

2.° Qual é a probabilidade de produzir com dois dados
uma somma de pontos equal a T?
O numero dos casos possiveis, quando se langam dois

* dados & 36.

A somma 7 pode ser obtida por 6 e 1,5 e 2 e 4 ¢ 3.
Cada uma d'estas maneiras representa dois casos; 6 e 1,
por exemplo, pode resultar de 6, fornecido pelo primeiro
dado, com 1, pelo segundo, ou de 1, dado pelo primeiro,
com 6, pelo segundo.

Em 36 easos possiveis, 6 sio favoraveis; a probabilidade

é

36 6

3. Qual é a probabilidade de um jogador possuir 08 qua-
tro aves no seu baralho?

Esta probabilidade p é egual ao numero n das combina-
¢des, nas quaes se acham os quatro azes dividido pelo nu-
mero total N das combinagdes possiveis. Sabe-se que o
baralho tem 32 cartas, que 12 séio dadas a cada jogador,
e que as oito restantes, divididas em dois macetes, um de
5 e outro de 3, sdo deixadas sobre a mesa. Ora, é claro que
se nio altera o estado do jogo, se permutarmos as cartas,
em cada macete, de todos os modos possiveis; além d’isso,
ha a certeza que o jogador considerado, terd os quatro azes
8e 08 puzer primeiro no seu jogo, e se fizermos a distribui-
¢do com as 28 outras cartas, mas ndo lhe dando entdo se-
ndo 8, pois que deve ter 12 ao todo.

Designando, como é geralmente costume, por m! o pro-

ducto 1: 2. 3..... m, que exprime o numero de permuta-
coes de m objectos, tem-se
N 32! 28!
~ 12112150381 "= griers 8l
d’onde

N 9. 10. 11. 12
s e s P 01376
29. 30. 31. 32 !
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4.0 Pedro e Paulo sio submeltidos a um escrutinio de vo- ;
tagio; a urna contém m listas favoraveis a Pedro, n favo- !
raveis a Paulo; m é maior que n, logo Pedro serd eleito.
Qual ¢ a probabilidade para que, durante a contagem dos
votos, as listas satam por ordem tal que Pedro ndo deixe um
momento sequer de ter maioria 2

O numero de combinagdes possiveis é o dos arranjos
de m - n lettras, entre as quaes m semelhantes entre si
representam o nome de Pedro e as n outras, semelhantes
tambem, representam o nome de Paulo. O numero d'estes
arranjos é

1.2.3. .. .. (m-+n)

Ti2udiss tems i35 van

Procuremos o numero d’elles, nos quaes Paulo, em um
dado momento, tem os mesmos votos que Pedro. Entre
estes arranjos é preciso contar todos o0s que comegam
pelo nome de Paulo.

O seu numero é o dos arranjos de m - n — 1 lettras,
entre as quaes m semelhantes entre si representam o nome
de Pedro, e as n— 1 outras o de Paulo. Este numero é

1.2.3.... (m +n—1)
1.2.8....m.1.2.8.... (n—1)

e constituem precisamente a metade do numero que pro-
curamos.

Vamos demonstrar, (1) com effeito, que a contagem das
listas que comegam pelo nome de Pedro, e no qual a egual-
dade dos suffragios se produz em uma dada occasido, cor-
respondendo um a um, de modo perfeitamente determinado,
ao0s arranjos de m-}-n — 1 lettras é expressa pela formula
anterior.

Representemos por A as listas com o nome de Pedro e
por b as que teem o de Paulo.

Consideremos uma combinagdo comegando por A, e na
qual, em um certo momento, quando se enunciam todos
o8 termos a partir do primeiro, o numero dos B é egual
a0 dos A. Fiquemos n'esta enumeragéo feita da esquerda
para a direita, a primeira vez que esta egualdade se pro-

(1) Esta demonstragao é devida a M. André.

e gl dus T il
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duz. Retiremos o grupo j4 enunciado, transportemol-o
para o fim da combinagdo depois de ter retirado o B que
o termina necessariamente. Formaremos a combinagdo de
m —-n—1 lettras, conjugada da escolhida.

Por exemplo, a combina¢io 4 4 BB A B4 B, tendo
quatro 4 e quatro B, dardA 4 B4 B 4 A B, com quatro 4
e tres B.

A combinagfio de m -+ n— 1 lettras, deduzida, como dis-
semos, de uma das combinagdes que comegam por 4, cuja
conta queremos fazer, permitte quando ella for dada, achar
aquella de que se deduz. Basta enumerar as lettras co-
megando pela direita até o momento que ndo pode deixar
de se produzir, visto que os 4 estdio em maioria, excedendo
de uma unidade os B. Tirar-se-ha entdo o grupo assim
definido para fazer o comego da combinac¢io, transpor-
tando-o para a esquerda depois de ter separado termos
ndo transportados, conservando a sua ordem, pela lettra B
accrescentada no fim.

A totalidade dos votos, nos quaes o numero das let-
trag B, em uma certa occasido, attinge a egualdade, é pois

1.2.3.... (m+n—1)
1.2.3....m. 1.2.3... (n—1)

Dividindo pelo numero total dos arranjos distinetos

1.2.3.... (m-}-n)
12,300 me 122350 n

o quociente
2n
m-+n
exprime a probabilidade de Pedro, durante o escrutinio,

perder, em um dado instante, a yantagem.
A probabilidade de Pedro conservar sempre vantagem é

2n m—n
1— ==
m--n m--n

5. Probabilidade total. — Sendo, por defini¢iio, a proba-
bilidade de um acontecimento a relagdo do numero dos
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casos favoraveis para o dos possiveis, se subdividirmos os
casos favoraveis em varios grupos, a probabilidade do acon-
tecimento serd equivalente ¢ somma das probabilidades de
que elle pertenga a cada um d’esses grupos.

Addicionam-se effectivamente as fracgdes com o mesmo
denominador sommando os numeradores.

A escolha dos grupos é arbitrdria, com a condi¢do uni-
ca, bem entendido, d’elles conterem todos 0s casos possi-
veis sem que nenhum se encontre repetido. v

Se, por exemplo, para calcular a probabilidade de tirar
senas, pelo menos uma vez em 20 langos, effectuassemos
a somma das probabilidades caleuladas para eada lanco,
applicavamos mal o principio. A sena obtida uma vez
nada tem com o resultado seguinte.

6. Probabilidade relativa.— A probabilidade relativa de
um acontecimento, é o quociente que se obtem dividindo
a probabilidade absoluta d’este acontecimento pela somma
das probabilidades absolutas dos acontecimentos que se
comparam.

Quando se lancam dois dados simultaneamente, a pro-
babilidade de obter uma somma de pontos egual a 7 antes
da somma 4, seria pois, attendendo ao que se disse non.° 2

6

36 i 2
A8 G
36 36

7. Probabilidade composta. Theorema de Moivre. — Um
acontecimento composto é definido pelo concurso de va-
rios acontecimentos simples que o acaso deve produzir
successiva ou simultaneamente. O numero dos casos pos-
siveis, quando os acontecimentos simples sdo independen-
tes, & egual ao producto py, Ps,. - .. pk dos numeros de ca-
s0s ‘possiveis em cada um d’elles, podendo cada caso de
um dos grupos associar-se com todos os dos outros grupos.
O numero dos casos favoraveis ao concurso dos aconteci-
mentos simples, cuja reunido forma o acontecimento com-
posto, é por analoga razdo, o producto dos numeros dos
(égs{)ls My, My, .... mp favoraveis & producedio de cada um

elles.
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A probabilidade do acontecimento composto €, pois,

my . My . M3 .... Mk :n—lle2><ﬂ><....7—mi
Pt-Pz-P3 i Pk Py P2 b3 Pk

isto é, o producto das probabilidades dos acontecimentos
simples.

Um caso previsto é aquelle em que a probabilidade do
segundo acontecimento é influenciada pelo modo como o
primeiro se produz. Por exemplo, a probabilidade de tirar
a seguir m espheras brancas de uma urna que contém a
brancas e b pretas, na hypothese de se ndo tornar a por na
urna as espheras tiradas, é

a a—1 a—m-+41

md?b 3 a-tb—1 a-+b—m-1

A probabilidade de tirar uma esphera branca e em se-
guida uma preta, seria

a b
LR e e

Assim, a probabilidade de um acontecimento composto,
é o producto da probabilidade do primeiro acontecimento
pela probabilidade que adquire o segundo quando sabemos
que o primeiro se realisou.

8. As regras das probabilidades totaes e compostas,
applicam-se a todas as combinagdes de probabilidades sim-
ples suppostas expressas em numeros.

Os problemas seguintes mostram bem a simplicidade
que resulta da consideragdo das probabilidades compostas,
dando logar a observagdes uteis.

1.0 Supponhamos que se deitaram em uma urna 3 espheras
brancas e 7 pretas, e que em sequida se tirou uma, repondo-a
e se procedeu a nova tiragem ; podem sahir duas brancas, ou
duas pretas, ou uma branca e uma preta. Qual é a probabi-
lidade de sahir duas espheras brancas 2

Como a mesma esphera pode sahir duas vezes a seguir,
o numero das combinagdes é 10 >< 10 ou 100 ; por outro
lado, o numero das combinagdes favoraveis ¢ 3 >< 3 ou 9;
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9 3 3
a probabilidade procurada é, pois, 100 ou 10 > 10"

isto é, o quadrado da probabilidade simples para que saia
uma esphera branca.
A probabilidade da sahida de duas espheras pretas se-

49 1
ria analogamente T ><——; a da sahida de uma

10 10
esph ta e d b i 3 > ¢
{ ria —— ou —— > ——.
sphera preta e de uma branca seria 100 10 10
2.2 Qual é a probabilidade de tirar de um baralho de 32
cartas, um rei e em seguida uma damd, ndo devendo a pri-
meira carta tirada entrar de novo no baralho ?
O numero das combinagdes possiveis serd 32 >< 31, e o
dag combinagdes favoraveis de 4 >< 4; a probabilidade

o ey e s Pat0i56
rocurada ser u 1810
P e T TR T R e

producto das probabilidades simples.

3.2 Consideremos o caso em que ha m espheras brancas en
pretas, em uma urna, m' brancas e n' pretas, em outra urna;
qual é a probabilidade de tirar successivamente uma branca
de cada uma das urnas?

O numero de combinagdes € (m - n) (m/ - n'); por ou-
tro lado, o das combinagdes favoraveis é mm/. A probahi-
lidade é por conseguinte

m! m! m m!

(m - n) (m!' 4 n') e m - n - ml + ml

9. Distribui¢do dos acontecimentos fortuitos.— O theo-
rema mais importante da theoria das probabilidades é o
seguinte: Embora os acontecimentos fortuitos sejam bastante
numerosos, o acaso disiribue-os equitativamente entre todos os
€asos possiveis sem favorecer nenhum.

Nos paragraphos seguintes indicaremos como se distri-
buem os acontecimentos pela reiteragio das provas.

10. Distribuigdo de dots acontecimentos contrarios pela
reiteragio das provas.— Suppde-se que sejam 80 possiveis
dois acontecimentos conirarios ; a probabilidade do primeiro
é D, a do segundo ¢ q ; fazem-se p. provas ; qual é a-probabi-
Udade do primeiro acontecimento se produzir n vezes, e do se-
gundo n — p. vezes ?




A et hammant e it A A

NOGOES SOBRE CALCULO 13

Se a ordem segundo a qual os acontecimentos devem
succeder-se estivesse estabelecida, a probabilidade pro-
curada seria o producto de n factores eguaesapedep —n

n d—n.
eguaes a ¢, isto &, p ¢

Ficando, porém, indeterminada a ordem, o acontecimento
pode ser decomposto em tantos outros, de probabilidades
eguaes, quantas as combinacdes possiveis de p. objectos dos
quaes n sfio eguaes a 4 e p. —n a B, Este numero é

1:2.35.% @
1.2.8....n.1.2.3.... (p—n)

A probabilidade procurada é pois

152 3o o np.—n
1.2:3:... 0. 1.2.8. 1 Qi—n). £ 1

que & o termo geral do desenvolvimento de (p - )
Ora, escrevendo

pooow p—1  p(p—1) r—2 w
(+9 =p +rpg -+ 19 P@t-o. g

o primeiro termo representa a probabilidade para o acon-
tecimento, cuja probabilidade é g, nfio se apresentar uma
unica vez; o segundo, a probabilidade para que este acon-
tecimento se produza uma vez; o terceiro, para que elle se
dé duas vezes, ete. A somma dos % primeiros termos € a
probabilidade para este acontecimento se produzir, quando
muito £ — 1 vezes em p. provas.

A somma de todos os termos exprime a probabilidade do
acontecimento ter logar u vezes, quando muito, isto é, a
certeza; a somma dos termos é effectivamente egual & uni-
dade, visto ser p |- ¢ = 1.

11. A probabilidade de um acontecimento é p, a do acon-
tecimento contrario € q; fazem-se p. provas nas mesmas con-
digoes. Qual é o grupo mais provavel 2

E’ aquelle em que o primeiro acontecimento succeder n
vezes e 0 segundo . — n vezes, se o termo geral do des-
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envolvimento de (p -- ¢) for maior que o precedente e
que o seguinte. Estes tres termos sio

? oS e LY e ey

| T e AT

[‘ ) B PR nop—mn

f BT S LU R TS

' |
3 123 n—1p—n-+1 %
é ; ' P g ‘

1.2.3....(n—1)1.2.3.... (p.—n-t1)
As relagdes do termo do meio para os dois outros

n—1 P p—mn-1 P

| ———— e ——y ——— . ——

bo—n q n q

sa0 maiores que a unidade se

pr—q<n<purip

Sendo 1 a differenca dos dois limites de #, ha apenas um

valor possivel de n; o grupo mais provavel é aquelle para
oqualn=p i, —n = qu,seppeq wforem numeros
inteiros.
H Nos outros casos, a ecombina¢io mais provavel é aquella
para a qual a relacio dos numeros de producgio dos dois
acontecimentos simples é tdo proxima quanto possivel da
relacdo das suas probabilidades.

Nos paragraphos seguintes vamos suppor que z e u — %
teem respectivamente por valores p p. e g p.

42. Probabilidade do acontecimento mais provavel.— Esta
probabilidade maxima é

1oy pp pg
T TR T e T s

Substituindo os productos 1.2.3.... w, 1.2.3.... pp,
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1.2.3.... p. g, pelos valores approximados que d4 a for-
mula de Stirling

K L
1.28....n= e n \ 2=xn

resulta

—pp pp g
e w 2mp . piq

o ‘U. q 1,

P wp vg
e (wp) V3mpp . e (ng V2mpg

que se reduz, visto ser p{-¢g=1,a

Esta probabilidade, a maior de todas, contém vV % Como
divisor. Tende para zero quando o numero de provas au-
gmenta.

43. Probabilidade de um dado desvio. — Procuremos o
valor approximado do termo no qual o expoente de p &
».p — b, suppondo este termo muito proximo do termo ma-

ximo para que — e até = — sejam pequenos.
|22

14
\

A expressio exacta é
lu.p—h {l.q-{—h
q

12 3neme ol

y

R T e TR s ) e

A férmula de Stirling reduz esta expressio a

8|

Verupg (1 ) >Iu,p—h—}—§-<1+]_‘q>y‘q—{—h-—i—
175
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! 1
Tem-se, desprezando =
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it
; A .“-P-—h"f‘?
]og(l——) =
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= (up—h-t+— —_———
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h
Se — for muito pequeno, o segundo factor differe muito
(28
pouco da unidade, e a probabilidade procurada, ¢ pouco
mais ou menos
i?
2u.pq
1

\‘}2 = W 1)7]

Se, pelo contrario, /2 for um pouco maior em relacéio a u,
este primeiro factor ¢ extremamente pegueno e a probabi-
lidade é inapreciavel.

Por estes motivos, adopta-se sempre a formula anterior
para valor sufficientemente approximado da probabilidade
de um desvio b, isto ¢, da differenca entre o numero de ap-
parigdes do primeiro acontecimento em um caso qualquer
e no easo mais provavel.

A comparagiio das formulas (1) e (2) mostra que, se & for
da ordem de \/;2, ou de ordem inferior, a relagio da proba-
bilidade do desvio & para a probabilidade maxima & pro-

xima da unidade. Se, pelo contrario, & exceder wmuito \/ u,
esta relagio & muito pequena. Logo, 0s acontecimentos mats
provaveis acham-se grupados em volta do mais provavel de
todos.

44. Probabilidade de wm desvio inferior a um numnero
dado — Theorema de Bernoulli.— No paragrapho prece-
dente, h toma valores inteiros. Para mais commodidade,
convem dizer que a probabilidade de um desvio compre-
hendido entre z e z -~ dz, é

y 2
g~

" 2ppg
i

= gronSerasaer Ty € dz

V 2% yj—;(;>

Admittindo este modo de exprimir, a probabilidade do
desyio & & substituida pela somma das probabilidades dos
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desvios comprehendidos entre dois numeros y e y —-1,
entre 0s quaes se acha o numero % ; esta somma ¢

1 A

\/_2 TP q,

Sabe-se que este integral differe pouco de e

k2
2vpq

N#o havers, pois, inconveniente em introduzir assim a va-
riavel continua z. Além d’isso, embora 2 niio possa exce-
der p, faremos variar z de—o a - . O pequeno valor
da exponencial, quando z exceder p, torna tambem esta

convengiio sem inconveniente na pratica.

A probabilidade de um desvio comprehendido entre

—a e - « é entilo

1 A z*
————— SR o
Na2imip g e flpqd:
&
00
Fazendo
e
V2up (1—p)

a expressiio transforma-se em

o

Vaupi—p

b (z)= — ¢

e S R N

R =
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a qual traduz um theorema notavel devido a J. Bernoulli,
que se pode enunciar da seguinte maneira: Sendo p a pro-
babilidade de um acontecimento E, a probabilidade para que
se apresente um numero de vezes comprehendido entre 1 — o,
e | - o em uma serie de p. provas ¢ dada pela formula (3).

Esta expressio é muito proxima da unidade para valo-

o
Lesjde = proximos de 3, como mostra a tabella
V2pp(L—p)

geguinte calculada por Kramp e
6 (0) = 0,000000
6 (0,5) = 0,520499
6 (1,0) =— 0,842700
6 (1,6) = 0.966105
6 (2,0) = 0,995322
6 (2,5) = 0,999598
6 (3,0) = 0,999978
6 (3,1) = 0,999992
6 (3,2) = 0,999998
0(3,3) = 0,999999

6 (@) = 1,000000

Para « infinito, a expressdo (3) torna-se, como vemos,
egual a 1.

Pela férmula (1) o desvio zero, isto é, o acontecimento
mais provavel, é infinitamente pouco provavel. Pela for-
mula (3) a probabilidade do desvio, nfio excedendo «, tende

para zero com — - Logo, quando ;1 augmentar indefinida-
1,

mente, o desvio absoluto angmenta provavelmente sem li-
mite, mas o desvio relativo, ou a relagio do desvio para o
numero de provas, tende para zero.

415, Generalisagio do theorema de Bernoulli. — O theo-
rema de Bernoulli é applicavel ao caso em que 08 aconte-
cimentos possiveis, em cada prova, sio em numero qual-
quer.

Representando por p, ¢, 7, §,.... a probabilidade de
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cada um d'elles, o acontecimento composto mais provavel
nas m provas, é formado de pm repeticdes do primeiro
acontecimento simples, de ¢ m repeticoes do segundo, de
r m do terceiro, e assim por deante. Os termos do desen-
volvimento (p-+q-+»--s--....) m dispdem-se por or-
dem de grandeza nas proximidades do termo maximo, e
pode-se ainda calcular o numero de provas, para o qual
haverd uma probabilidade tdo proxima da certeza quanto
se deseje, que as relagdes dos numeros de repetigdes de
cada acontecimento simples, para este numero de provas,
apenas diffiram das probabilidades p, ¢, 7, 8,.... de uma
pequena fracedo.

A demonstracdo d'estas propriedades faz-se pelo pro-
cesso que seguimos no caso de dois acontecimentos sim-
ples, mas as operagdes sio muito mais complicadas.

46. Poison tratou de procurar a lei segundo a qual os
acontecimentos simples, cuja probabilidade nio é necessa-
riamente constante durante a durag¢do das provas, se repe-
tem em grande numero de provas, mas nio chegou a obter
a expressdo rigorosa d'esta lei, a que deu o nome de le¢
dos grandes numeros. Entretanto conseguiu applicar o theo-
rema de Bernoulli a este caso geral.

Para os usos préticos, pode-se concluir d'esta generali-
saclio que se conhecermos os valores em relagfio aos quaes
a probabilidade de cada um dos acontecimentos simples
varia o mais regularmente possivel em ambos os sentidos,
o acontecimento composto mais provavel serd aquelle em
que os acontecimentos simples se acharem repetidos nu-
mero de vezes proporcionaes a estes valores.

47. Applicagdo do theorema de Bernoulls aos phenomenos
naturaes, — Numerosos phenomenos naturaes sdo devidos
4 acgdo de uma causa constante que dd a cada um d’elles
um valor determinado, e de consideravel numero de ac-
cdes accessorias que modificam um tanto este valor.

Suppondo que cada uma d'estas acgdes produz uma mo-
dificacfio muito pequena, de grandeza determinada, sus-
ceptivel somente de mudar de signal, o valor mais prova-
vel serd o que é devido, pura e simplesmente, 4 ac¢do da
causa constante; o desvio entre um acontecimento obser-
vado e o mais provavel, serd medido pelo excesso do nu-
mero das modificagdes positivas sobre o das negativas; a
probabilidade de um dado desvio serd representada pelo
theorema de Bernoulli.

18. Theorema inverso do de Bernoulli. — Consideremos

e ——————eer
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uma serie de experiencias nas quaes se tem observado m
vezes um acontecimento 8, cuja probabilidade p desconhe-
cida, suppomos constante, e portanto o contrario terd tido
logar s —m vezes, :

Com estes dados determinemos o valor mais provavel
de p que designaremos por z. Suppondo resolvido o pro-
blema, anteriormente & execugfo das experiencias, a pro-
babilidade para que os acontecimentos s e s’ se apresen-
tem respectivamente m € 8 — m = n vezes, serd

s! m m

Peea z (1—=z)

A cada valor que se attribua a a corresponderd a P
outro, e a probabilidade P/ de qualquer d’estas hypothe-
ses, poderd determinar-se dividindo a probabilidade que
esta hypothese di ao acontecimento composto observado,
que € o valor de Py, pela somma das probabilidades que
o mesmo acontecimento de todas as hypotheses, que seréio
os diversos valores de Py, correspondentes aos que & pode
receber.

A probabilidade de um acontecimento qualquer deve
estar comprehendida entre 0 e 1; logo 86 poderd variar
n’este intervallo. T'eremos por conseguinte

s! m n
— z (1—a)
m!ln! (
=
s! 1 »m L
——3% (1—2)
m!n!
0

que se poderd transformar em

a? (1 —a)y*da

pPl—

A hypothese mais provavel a respeito do valor de ,
ohtem-se achando o maximum de P/, e como o denomina-




22 BIBLIOTHECA DO POVO

dor é constante, bastard determinar o valor de x que
torne maxima a expressfio =—a ™ (1 —a) "

Segundo a regra geral para esta ordem de questoes,
egualemos a zero a derivada de z, o que dé

e m—1 n m -1
- =m (l—=w) —na (1—2) =0
dx ;

m—1 n—1
d’onde, dividindo ambos 08 membros porz (1 —a),
resulta

d m m
m(l—z)—nx=0 ou 2=——=
m - n s

Vemos, pois, que a hypothese mais provavel é a de to-
mar para valor da pro{:abilidade 2 do acontecimento, a
relagdo entre o numero de vezes que este acontecimento
se realisou e o numero total de experiencias.

19. Jogos de azar.— O jogo de azar é uma operagio
em que um ou varios individuos, chamados jogadores, es-
tdo sujeitos a esperar um lucro ou uma perda eventual.
N’este ponto de vista, o seguro de vida é um jogo.

Esperando um jogador certo lucro eventual, é justo que
pague uma certa somma, denominada entrada, a qual deve
estar em relacdo com a quantia que espera ganhar.

O jogo € equitativo para um jogador, se depois de mui-
tas partidas ou de provas, o luero ou a perda média é
muito pequena em relagdo 4 somma das entradas, e se al-
terando muito pouco as entradas no mesmo sentido, elle
perde ou ganha forgosamente apds grande numero de pro-
vas.

20. Esperanga mathematica. — Quando a probabilidade
de um jogador ganhar se conserva a mesma em cada pro-
va, é facil de ver que a entrada do jogador deve ser egual
a0 que se chama esperanca mathematica. Esta, em um jogo
equitativo, é, para cada jogador, egual 4 sua entrada que,
entregue ao jogo, nunca mais lhe pertence.

Esta egualdade traduz a definigfo : o jogador troca a
sua entrada por uma esperanga mathematica. Se essa equi-
valencia nflo existir, 0 jégo nfio é equitativo. :

A esperanca mathematica de uma quantidade eventual
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S, ¢ o producto d’esta somma pela probabilidade p que
tem de a ganhar.

Com effeito, se = pessoas tiverem eguaes direitos A
quantia S, podem equitativamente dividil-a e tomar cada

K
uma ——, ou tiral-a 4 sorte e acceitar por quinhéio a proba-
n

1
bilidade —— de obter §. Se alguns dos interessados, em
n

numero m, se associarem, podemos offerecer-lhes equitati-

y

vamente, quer a partilha, dando 4 sua associagio ——,

m
quer a probabilidade —— de receber .
n

Os dois offerecimentos sfo, pois, equivalentes.

21. D'estas consideragdes sobre a esperanga mathema-
tica, resulta a regra que deve servir de base ds apostas
e 208 jogos de azar, a saber: 0s jogadores devem sempre, no
princepio do jogo, ter a mesma esperanga mathematica.

Se dois apostadores, tendo respectivamente a seu favor
as probabilidades p e g, arriscarem as entradas P e @, ¢
necessario, para a aposta ser equitativa, que se tenha

D0 — IR
ou
P, P

Q q

isto é, as entradas devem ser proporcionaes ¢ possihilidade
de ganhar.
Da proporgdo anterior deduz-se

S o DS T el 1
J& : P P

d’onde
P=(P+Qp
e analogamente

Q=(P+ Q¢

isto é, o lango de cada jogador deve ser egual ¢ esperanca
mathematica que elle tem sobre o fundo do jégo.
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Dando 4 equaciio p - Q = ¢ -}- P a forma
pQ—qgP =20

& cousiderando as perdas como sommas negalivas, o produ-
eto (— ¢ P) da somma (— P) pela probabilidade ¢ do lu-
ero do segundo jogador, poderd entrar no caleulo da espe-
ranca mathematica do primeiro, a qual se formard entfo
multlphcando o luero ou a perda produzida por cada um
dos acontecimentos possiveis, pela probabilidade d’este
acontecimento, e dando 4s perdas o signal —.

22. Uma vez comecada a partida, os jogadores podem
querer ultimal-a antes d’ella ter terminado; em tal caso
nio devem levantar a sua entrada, mas dividir a gomma
das entradas na proporedio das probabilidades do luero que
elles teem em seu favor no momento em que a partida foi
suspensa.

Além d'isso, € convenc¢ilo geralmente admittida em todos
08 jogos, como dissemos, que o jogador perde a proprie-
dade do dinheiro que deposita, mas adquire, em compen-
sagdo, o direito de ganhar o capital do j6go proporecional
4 probabilidade respectiva.

A regra da esperanga mathematica, que se segue, ainda
n'este caso toma aqui o nome de regra dos partidos.

Como exemplo d’esta regra, combinada com a das apos-
tas, supponhamos que se pretende obter duas vezes a
somma em dois langos consecutivos de um dado de seis

B 4 1
faces. Sendo a probabilidade d'este acontecimento 5 °
©

A o)
a do acontecimento contrario B deve o jogador entrar

apenas com 1 fr., por exemplo, e 0 adversario com 55 frs,

Admittamos que a seguir ao primeiro lanco appareceu
o ponto designado, querendo entfio os jogadores separar-
se; o que apostou obter o ponto designado teria ainda, ao
segundo lango, um caso favoravel para si e sdmente cineo
contra. A sua esperanca €, pois, differente da que tinha
antes do pnmen‘o lanco. Agom, como a entrada total fica
pertencendo ao jogo, todos os casos favoraveis egualmente
possiveis teem um direito egual 4 partilha d'esta somma,
e aquelle que reunir maior numero d’elles, deve ter as DAL
tes correspondentes; assim, o primeiro jogador guardard
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a sexta parte da entrada, ou 6 frs., e o seu adversario, 0s

i}

'—6-‘, ou 80 frs.

23. Quando as entradas P e @ de dois jogadores siio
proporcionaes #s probabilidades de ganho p, g, o aconte-
cimento mais favoravel, depois de um certo numero de par-
tidas, é que ninguem ganhou nem perdeu.

Isto resulta das consideracdes sobre a esperanca mathe-
matica e da hypothese

PXg—=Q>Xp

Quanto maior for o numero de partidas, mais cresce a
probabilidade de que as relagdes dos numeros de partidas
ganhas por cada jogador para o numero total, fieardo pro-
ximag de p e de ¢. D’aqui resulta que multiplicando suffi-
cientemente o numero d’ellas, a perda, ou o lucro, de cada
jogador, poderd ser representado por uma fraegio, tio pe-
quena quanto se quizer, da entrada total (comprehendendo
a somma de todas as entradas successivas).

Esta proposicdo apresenta uma das consequencias mais
importantes na pratica, da consideraciio da esperanga ma-
thematica. Mostrando a influencia que o numero de provas
de um mesmo acaso tem sobre a perda ou o lucro que este
acaso pode originar, mostra indirectamente que o tempo
deve entrar na apreciacdo das eventualidades submettidas
a uma probabilidade determinada.

O tempo permitte, effectivamente, a repeti¢io de acasos
contrarios que se devem contrabalangar na relagfio d’esta
probabilidade. E' prudente n&o se expor, sem necessidade,
4s consequencias de uma prova que ge nio pode tentar nu-
merosas vezes, pois ¢ impossivel n'esse caso apoiar-se 8o-
bre as probabilidades favoraveis.

24, Paradoxo de S. Pelersburgo. Esperanca moral. —
Nicolau Bernoulli propoz um problema, que se tornou cé-
lebre, sob o nome de problema de S. Petersburgo. Eis o
enunciado: Pedro e Paulo jogam nas seguintes condigdes:
Pedro lan¢a uma moeda; ficando com a effigie para cima,
tem que dar 1 fr. a Paulo, se fica para baixo, tem que lan-
car de novo a moeda. Esta continuard a ser langada até a
effigie apparecer para cima, o que termina a partida. Tendo

: . 4 o —1
sido preciso deital-a n vezes, Paulo receherd 2 fran-
£08,
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Qual ¢ a esperanga mathematica de Paulo?
Paulo receber4, segundo o numero de lances que forem
jogados, uma quantia egual a um dos termos da série

n
9
T T

As prebabilidades d'elle receber estas diversas sommas
830
1 Gt s 1

gL g 27;»}—1
A esperanca mathematica de Paulo é portanto
1

1 1 7
[ e I S i R S B
O £ g : g1’

isto é, compde-se de um numero indefinido de termos eguaes
1
a-—.
2
Seja qual for o prego por que pague a promessa que Ihe
é feita, o contracto é vantajoso a Paulo.

Para explicar este paradoxo, a maior parte dos geowme-
tras recorreram & esperan¢a moral (1), quer empregando,

(1) D. Bernoulli, que imaginou a nogio de esperanga moval,
suppoz que o accrescimo de fortuna x de um individuo Jhe con-

N dx
ceder uma vanfagem moral é avaliada por k — , em que k de-
@

signa uma constante; de modo que a fortuna d'este individuo pas-
sando do valor @ ao de b

b
e
l;j — =k (logh—loga)
>
[}
serd & sua vantagem moral, e designando por p a probabilidade
: b ;
d’este acontecimento, pk log — exprime a sua esperanca morel,
a ;

a qual se substitue & esperanga mathematica.
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como Lacroix, a hypothese de Daniel Bernoulli, quer fi-
xando como Cramer, para maximo do lucro de Paulo, uma
somma de tal modo grande, que se devesse considerar como
absolutamente nutil tudo o que a ella se pudesse accres-
centar.
Outros teem procurado limitar o numero de provas,fixand

9999 1 i
10000} POF exemp o)

para que fosse moralmente certo que a effigie apparecesse.

Poisson fez a observacéio de que Pedro ndo pode pagar
mais do que tem, e que se possuisse 50 milhdes, quantia
exorbitante para um particular, ndo poderia lealmente con-
tinuar a prolongar o jogo, além do vigesimo sexto lango,
pois ao vigesimo setimo a divida a Paulo, em caso de per-

9
da, seria 2 francos, ou 67108864 francos, somma supe-
rior & sua fortuna.

Reciprocamente, Paulo, conhecendo a fortuna de Pedro,
ndo jogara mais de 26 langos.

Segundo Liagre, a esperanca mathemathica dos dois jo-
gadores tem uma expressio mais complexa do que a indi-
cada acima. De facto, cada um d’elles deve necessariamente
desembolsar uma certa quantia, e por outro lado receber
outra; é preeiso, pois, ter em conta estas verbas no edleulo
da sua esperanca mathematica.

Seja X a entrada de Paulo; a sua esperan¢a mathema-
tica serd

uma probabilidade muito grande <

1 P IS i Pl o |
(=2 *;‘;'(-"—)1'.‘ *‘)'§—1-~~--T
n -1 1

@ Ry
2“

e a de Pedro

1 1
AR A GRS AT W X T
(X—1) (X —2) - -F(X—4)
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Egualando estas duas expressdes, acha-se

7n
guantidade que converge para 5 b medida que » au-
2

gmenta.

Ninguem arriscaria uma entrada de certa importancia
nas condigdes estabelecidas.

25. Moralidade do jogo. — Consideremos 0 jogo n’outro
ponto de vista, suppondo que, para o jogador, o fim é au-
gmentar a sua fortuna.

Varios casos se podem apresentar. Consideremos em pri-
meiro logar o jogador que expde a sua fortuna a um jégo
propriamente dito, isto é, de sociedade: por exemplo, o
bridge, o bluf, ete. Este jogador é pouco interessante; a
perfeita honradez do seu lucro (se o realisa) é pelo menos
duvidosa, e se elle joga repetidas vezes expde-se 4 ruina.

Se as entradas de um jogador ficarem comprehendidas
entre limites finitos, apés grande numero de partidas, o
seu luero serd egual 4 esperanca mathematica augmentado
ou diminuido de uma quantidade infinitamente pequena
em relaciio a este lucro, mas que pode comtudo crescer
indefinidamente com o numero das partidas jogadas. Esta
quantidade pode, além d'isso, passar varias vezes de posi-
tiva para negativa; tem tanta possibilidade de ser positiva
como negativa, se, o que muitas vezes succede, a entrada
do jogador for egual & sua esperanga mathematica; com o
tempo a parte infinitamente em relagdo 4 sua entrada, aca-
bara por ser negativa e egual 4 sua fortuna, e n'esse caso
elle ficard arruinado. Se, pelo contrario, a entrada for infe-
rior 4 esperanca mathematica, o que se dd eom as pessoas
que teem casas de jogo, elle enriquecerd, é certo, mas de
maneira pouco honesta. Se, finalmente, a entrada for supe-
rior &4 sua esperanga mathematica, arruinar-se-ha ainda
mais rapidamente do que se ella fosse egual.

26. A ruina dos jogadores. — Mesmo quando o jogo é
equitativo, a ruina, cedo ou tarde, é certa.

A proposigfio parece contradictoria. Arruinando-se um
dos jogadores, o jogo enriguece o outro; expondo se a
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perder uma fortuna, tem a esperang¢a de a duplicar. Mas
quando a fortuna duplicar, o theorema applica-se com a
mesma certeza: ella pode duplicar ainda, centuplicar até,
‘mas tudo serd levado de uma vez por um capricho do aca-
so. Em quanto tempo? Ninguem o sabe; a probabilidade
augmenta com o numero das partidas e converge para a
certeza.

Luctando dois jogadores constantemente wm contra o outro,
quaesquer que sejam as condigoes do jogo, um d’elles acaba
por se arruinar. Effectuando dois jogadores, effectivamen-
te, numerosas partidas, a probabilidade da distribuicdo
mais provavel entre as partidas ganhas e perdidas por um
d’elles, tende para zero quando o numero d’cllas augmen-
tar. Se a probabilidade da combinaciio mais provavel ten-
der para zero, o mesmo succede, e com maior razio, a
qualquer outra combinacio designada e, por conseguinte,
tambem a um conjunto de combinacdes, qualquer que elle
seja, eujo numero nio cresceria indefinidamente com o nu-
mero das partidas. Quaesquer que sejam as enfradas dos
dois jogadores, pode-se designar uma distribuicdo das per-
das e ganhos tal que a compensag¢io seja perfeita, e que
cada jogador, no fim, se ache com a sua fortuna primitiva.

Se, tomando como ponto de partida esta maneira de dis-
tribuicdo, augmentarmos o numero de partidas ganhas por
um dos jogadores, o lucro serd para elle, por eada partida
ganha a mais, e portanto, por cada partida perdida a me-
nos, egual 4 somma das duas entradas, e qualquer ditfe-
renga d'esta reparticdo que equilibre as perdas e os lu-
cros, arruinard um dos jogadores, se, multiplicadas pela

-somma das entradas, der um produecto superior & mais riea

fortuna.

Caracterisando as combinagdes pelo numero total das
partidas ganhas por um dos jogadores, o numero das que,
nfo arruinando nenhum d’elles, permittem continuar o jogo,
¢, pois, independente do numero das partidas jogadas, e a
probabilidade para que qualquer d’estas combinagQes se
produza, tende para zero quando o numero das partidas
augmentar.

27. Probabilidade das causas. Theorema de Bayes.— No
céleulo das probabilidades chamam-se causas aos aceiden-
tes que acompanham um acontecimento observado. Esta
palavra ndo tem aqui nenhuma relaciio com a nogdo phi-
losophica de causalidade.

Um dos theoremas em que se baseia o cileulo das pro
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babilidades, é o seguinte, devido a Bayes: Se py, pa, D3y - -
designarem as probabilidades que as causas cy, ¢y, C3,... de
wm acontecimento E estGo em jogo, excluindo-se estas causas
muluamente, € 8e gy, @a, Q4. - - exprimirem as probabilidades
que as causas Cy, Cy, C3,. .. ddo ao acontecimento E, a proba-
bilidade que o acontecimento observado E ¢ devido d causa ¢; é

Gios P; 9;
PN +P Rt o TPy,

O facto da causa c, se ter produzido, e ter sido acom-

panhada de um acontecimento, ¢ um acontecimento com-
posto cuja probabilidade é p; 9,

Pode-se calcular esta probabilidade d’outra maneira.
A probabilidade de produc¢do de um acontecimento
acompanhada de uma qualquer das causas é

PL@ P2 T By O

Se o acontecimento se produz, a probabilidade d’elle es-
tar ligado 4 causa ¢, ¢é, poig, um acontecimento composto

cuja probabilidade é
P i R e A )
Egualando as duas expressdes d’esta probabilidade, vem

P
P

T p P @t P, 9,

O denominador é o mesmo para todos os valores de i, e
as probabilidades das diversas causas sio proporcionaes,
por conseguinte, aos productos da probabilidade de cada
uma, antes do acontecimento (qi) pela probabilidade que

d4d ao acontecimento (pi quando a suppomos certa,

28. Applicagio do theorema de Bayes. — Consideremos,
por exemplo, uma série de urnas contendo a primeira a;
espheras brancas e ¥ espheras pretas; a segunda ay, es-
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pheras brancas e by, espheras pretas, ete. Tire se uma es-
phera de uma d'estas urnas; uma pessoa que néio tenha
visto effectuar a tiragem, sabe que a esphera sahida foi a
branca ; qual é a probabilidade d’esta esphera sahir da
primeira, segunda, etc. urna?

As probabilidades que a primeira, segunda, etc. urna
dio & priori para a sahida de uma esphera branca, sio res-
pectivamente

ay ay
ap - by " a4 by Nigdln

i

: 1
Sendo » o numero de urnas, — ¢ a probabilidade da es-
n

colha se effectuar em qualquer d'estas urnag; as probabi- ‘
lidades respectivas da esphera tirada sahir da primeira, ‘
segunda, ete. urna, sdo I

y 1

Theoria dos erros

29, Hisloria.— A theoria dos erros pode encontrar-se
na Opera Miscelanea de Cdtes (postuma), mas em uma
memoria redigida por Simpson em 1755, acha-se ella pela
primeira vez applicada & discussfo dos erros de observa-
cio.

Laplace fez a primeira tentativa para deduzir uma re-
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g,la para combinar as observagdes segundo os principios
da theoria das probabilidades.
30. Natureza dos erros. — Observando uma grandeza
‘ | desconhecida podendo ser definida por um s6 numero, as
differengas para este dos resultados das observacdes, cha-
mam-se erros verdadeiros. ou simplesmente erros das obser-
| vagoes.
’ istes erros serfio numeros qualificados para distinguir
os dois sentidos differentes em que podem commetter-se,
e ¢ possivel represental-os sobre uma linha, como é obvio ;
| d’ahi lhes vem o nome de Zineares. A
i Casos ha, porém, em que a grandeza desconhecida é com- ¥
{H plexa. Para determinar sem ambiguidade a natureza do |
desvio, cada observagio deverd fornecer mais do que um
numero, e haverd portanto erros nio addicionaveis.
Succede isto, por exemplo, quando se procura a posi¢io
i de um ponto no plano ou no espago. Os desvios, ou erros
completos, sfo entfio grandezas geometricas, para cuja re-
L presentacio nio basta a segmentac¢io de uma recta; éne- |
‘ cessario fazer intervir, além da grandeza e sentido, um w
terceiro elemento, a direcefio. Chamam-se erros no plano e
‘ erros 1o espago.
' Um primeiro reparo a fazer a respeito dos erros das ob-
servacoes, consiste em serem elles devidos quasi sempre
a muitas causas differentes.
Chamando erro elementar ao proveniente de uma sé ori-
il gem, o da observacfio serd a somma algebrica dos erros
elementares, e pode n'este ponto de vista chamar-se erro
total. i
E’ costume, attendendo ao modo como se exercem as di-
versas especies de causag, dividir os erros em duas classes,
conforme sio devidos a causas que actuam de um modo
regular durante a série das observagdes, ou proveem, pelo
contrario, de origens cuja accfio depende de circumstan-
cias que variam de observagdio para observagiio de uma
maneira irregular, podendo conmderar -se como aconteci-
mentos independentes.
Aos erros pertencentes 4 primeira classe, déd-se o nome
de regulares, ou systematicos, € comprehendem, como ¢aso
‘ particular, os erros constantes. Os outros chamam-se irre-
ity gulares ¢ tambem jfortuitos on accidentaes. (1)

(1) Convém niio interpretar estas denominagdes 4 lettra, por-
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Dizem-se erros aceidentaes, ou irregulares, os devidos a
causas variaveis em grandeza e que podem ter meios de
existencia oppostos, o que faz que se produzam indifferen-
temente em um ou outro sentido.

Os erros constantes siio devidos a causas permanentes
em intensidade e modo de existencia, dando como resul-
tado ter valores fixos em grandeza e sentido.

Chamam-se, finalmente, erros regulares, aquelles que, em
cada série pareial, ou grupo de experiencias, satisfazem 4
defini¢fio dos erros constantes, mas que no conjunto dos
grupos distinetos, ou séries, se produzem indistinctamente
em um ou outro sentido.

Vé-se, pois, que estes erros devem considerar-se com-
prehendidos nos accidentaes, quando se multiplicar sufli-
cientemente o numero de experiencias.

31. Probabilidade dos erros de amplitude dada. — Quando
se mede uma grandeza, deveriamos, se os instrumentos fos-
sem perfeitos, achar o seu verdadeiro valor V; mas na rea-

que o caracter verdadeiramente distinctivo d'estas duas especies
de erros, é o conhecimento ou ignorancia da lei d'elles,

Facil ¢ de ver por um exemplo classico o que ha de artificial
n'esta classificacio. Os erros resultantes da irregularidade de di-
visdo de um instrumentc de medicao de angulos, deviam congi-
derar-se systematicos, e sao até constantes, quando o apparelho
se emprega no mesmo logar do limbo, Contam-se, porém, em re-
gra como fortuitos, porque na medigfo de differentes angulos s&o
empregados logares differentes do limbo.

A mesma origem de erros pode, pois, produzir erros systema-
ticos e accidentaes, conforme as circumstancias; portanto a clas-
sificago ndo corresponde a uma distincedo precisa entre es causas
de erros. Mas considerados elles em si, isto ¢, independentemente
das cansas que os produziram, é importante notar que os erros
irregulares gosam da propriedade de serem extremamente varia-
veis de observacio para observacio, podendo considerar-se como
acontecimentos casuaes, o que lhes valeu o nome de fortuilos.

Os erros systematicos desviam os resnltados das observagies
do valor verdadeiro, quasi sempre no mesmo gentido, seguindo
em cada caso uma lei particular. Nao teem de commum nada que
permitta win estudo de conjunto, e necessitam por isso em cada
genero de observagdes, e para cada natureza de cousas, um tra-
tamento differente.

E’ possivel abrangel-o8 em uma theoria geral, ao contrario do
que euccede com os erros accidentaes, que formam o objecto da
Theoria dos erros.
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lidade obtem-se um valor M, mais ou menos afastado de V;
a differenga de M — V exprime o erro.

Concebe-se que nem todos elles teem a mesma frequen-
cia, e que esta ¢ uma funcgdo da sua amplitude, podendo-
se tratar de determinar a lei segundo a qual ella depende.

Representando, em geral, por 2 o erro commettido na
medida de uma grandeza, é evidente que a probabilidade
de commetter um erro comprehendido entre 0 e , augmen-
tard com x, e serd, pois, uma funcefio ¥ de x, dependendo
do genero de observacgdes ou experiencias que tenham dado
esta medida.

Designando por P, 2 probabilidade para que o erro fi-

que comprehendido entre @ e @ -}~ dw, em virtude do prin-
cipio da probabilidade total, poderemos estabelecer a equa-
¢ido

F (x4 dz) = F (z) + Py vrevnnrins (1)
posto que o primeiro membro represente a probabilidade
para que o erro fique comprehendido entre 0 e @ - dz e
1sto terd logar quando O esteja entre 0 e 2, ou entre x e
% |- dx.

Da equagio (1) deduz-se

py=F(@4dx)—F (2) = ¢ (x) dz...... 2)

designando ¢ (x) a derivada de F' (z).

Tendo em conta que dz é uma quantidade infinitamente
pequena em relacdo a @, diremos que a formula (2) exprime
a probabilidade de commetter um erro & em vez de dizer
que é a de commetter um erro comprehendido entre 2 e
z - d.

O conhecimento da funcgfio ¢ (x) permitte determinar a
probabilidade para o erro ecommettido em uma ohservagdo
estar comprehendido entre dois numeros a e b, o que se
verificard estando em alguns dos intervallos infinitamente
pequenos em que podemos imaginar decomposto o consi-
derado.

32. Representagio graphica da probabilidade dos erros.
— Pode-se representar graphicamente a probabilidade dos
diversos erros. Assim, imaginemos que figuravamos as suas
grandezas por abecissas marcadas a partir de uma ori-
gem O (fig. 1) sobre uma recta indefinida XX/, dividida
em segmentos 04y, 4; 4,, .... 04/y, 4y 4!y, .... eguaes
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entre si e muito pequenos; designemos por e 0 seu compri-
mento commum. As extremidades dos segmentos que re-
presentam as amplitudes dos erros, caem nas differentes
casas; sejam :

my o numero dos que caem na casa 0Ay

my, » » » » » n » A1A2
n 1 » » » » » » » OA’I
Ny » » » » » » » A'l: /-3

Consideremos, sobre esta base, dois pontos Aq e Aq 1

| b}
correspondentes ds abcissas e - ¢ : a probabilidade p
para que o erro fique comprehendido entre @ e @ - ¢ serd

m AES)

medida pela relagio TR
Representemos a probabilidade correspondente aos dois
limites o e @ -- = construindo, sobre a base Aq Ar] e um

m

rectangulo cuja superficie seja egual a p == 3 re-
petindo esta operacdo para todos os scgmentos, resulta um
polygono em degrdus, como mostra a fig. 1, que representa
graphicamente a lei segundo a qual os erros se distribuem
por todas as casas.

A area d'este polygono é egual 4 unidade, porque as
areas parciaes sio

my My TR D)
i) 1
NN

NN

g Ve

cuja somma é

my - my o B T L PR N
N N

Tornando-se as casas infinitamente pequenas, 0 polygono
tem por limite uma certa curva y = f (). A area d’esta
curva, como a do polygono de que ella é o limite, é egual
4 unidade.
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Os desvios grupam-se em térno do valor verdadeiro em
massas mais ou menos apertadas. A natureza d’este agru-
pamento constitue o que se chama a reparticdo dos erros.

33. Lei da distribuicdo dos erros.— A lei segundo a qual
se distribuem os erros, depende da natureza das causas
perturbadoras, e tem uma expressio diversa em cada caso
particular. Ha comtudo um caso muito geral em que ella
pode ser estabelecida & prioré: é aquelle em que as cau-
sas perturbadoras satisfazem ds tres condigdes seguintes:
1.° serem em numero infinifo e cada uma d’ellas apenas
exercer uma accio infinitamente pequena no resultado da
medida ; 2.° serem independentes umas das outras; 3.° po-
derem actuar indifferentemente n’um ou n'outro sentido.
N’este caso, é facil estabelecer pela analyse a forma da
func¢do que representa a probabilidade para que um des-
vio fique comprehendido entre dois limites infinitamente
vizinhos 2 e z -~ dz. Caleularemos o numero N total das
combinacdes possiveis entre todas as forcas que actuam
tanto em um sentido como no opposto, e o numero n das
combinagbes que determinam um desvio comprehendido
entre os limites considerados; a relagdo d'estes dois nume-

,l ’ oy
BOS probabilidade procurada.

Esta relagfo, segundo foi demonstrado por Gauss, é ex-
pressa por uma funcgdo da forma (1)

22
h
—coe

™

formu'a onde & representa um coefficiente constante deno-
minado index de precisdo ou mddulo de convergencia, e cuja
significacidio adeante daremos.

A _curva que representa a distribuiciio dos erros, ou

(1) Como os valores positivos de  teem a mesma probabili-
dade que os valores negativos, ¢ (z) devera ser independente do
signal de"x, e annullar-se para qualquer valor de z excedendo 03
limites = /, sendo k o erro maximo que se pode commetter no
genero de observagao considerado.

Se, além d’isso, introduzirmos aqui a idéa de continuidade im-
posta pela representacdo da lei por meio da forma o (x), 0 errox
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curva das probabilidades, é, n'este sentido, expressa pela
equachio
i h? a?
e el

Esta curva (fig. 2) é symetrica a respeito do eixo dos
e apresenta dois ramos asymptoticos ao eixo dos .

Supponhamos o numero de causas perturbadoras indefi-
nido, e cada uma d'ellas infinitamente pequena. Se na pré-
tica o seu numero for muito grande, actuando indifferen-
temente em um sentido ou n'outro, e se cada uma d'ellas
fér tomada individualmente, niio pode produzir-se senfio
um pequeno desvio, e a funcedo que representa a probabili-

deverd passar por todos os estados de grandeza entre — ke - &.
Ha, pois, uma infinidade de erros poasiveis.

Quando, sobre um numeroc m de observagdes, se reconhecer que
ha p erros comprehendidos entre z e 2 -~ A @, somos levados a

m
calcular a probabilidade d’estes erros pela fracodo —. D’shi re-

sulta que applicando a lei © (z), se terd, seja qual for m,

|

2 _ / o (x) d

m

r-l-Am
)

o

o 421

de sorte que a probabilidade de um erro absolutamente deter-
minado @, é a quantidade infinitesimal ¢ (z) de. Mas ao mesmo
tempo, se extendermos o integral precedente a toda a escala dos
erros, de — k a - k, esia probabilidade serd a certeza expressa
pela unidade, de modo que devemos ter

No cuso de medidas repetidas de numa mesma grandeza, a mé-
dia arithmetica representa o valor mais provavel da incognita, e
os desvios das medidas isoladas comparados com a média, ddo

—
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dade de um erro comprehendido entre 2 e - dz afastar-
se-ha pouco de um dos que sio representados pela férmula
supra, e poderemos considerar, com exactidfo sufficiente,
que a lei da distribui¢do dos erros é expressa por uma
funcedo d’esta forma.

Satisfazendo as causas perturbadoras és duas primeiras
condigdes, isto é, se os seus effeitos individuaes forem in-
finitamente pequenos e independentes uns dos outros, mas
em que a terceira condicfio nio é satisfeita, isto é, que es-
tas causas actuam mais fortemente em um sentido do que
n'outro, eis o que succede: produzir-se-ha um desvio con-
stante, podendo-se assimilar aos erros constantes e que se
addicionara a todos os erros accidentaes; quanto a estes,
distribuem-se sempre em torno de um certo valor segundo
a curva em forma de sino (fig. 2); sémente o eixo d'esta
curva acha-se deslocado de uma grandeza correspondente
4 amplitude do erro systematico. Se finalmente as causas
perturbadoras nfo satisfizerem de nenhum modo 4s tres

e 14 g —

approximadamente os erros z. ¢/, ¢//,.... d'estas medidas. A som-
ma d’'estas, isto é ¢ - ¢/ + ¢!/ 4-.... = 0, ¢é nulla, e se, por ou-
tro lado, @ (c) d c representar a probabilidade do erro ¢, 9 (¢/) d =
a do erro ¢/.... a probabilidade da appari¢@o simultanea d'estes
m erros serd, pelo theorema de Moivre,

m,

. ; mn
o (e (@) o () nds

Para que 03 valores das incognilas correspondentes a este con-
junto de desvios sejam o0s mais provaveis, é preciso que esta pro-
babilidade seja maxima, isto é, que a sua derivada seja nulla.
Tomando-a logarithmicamente, resulta

B ride e b ey
% (2) d = = on(eh) dz :
1 d o (¢!
s SRl s =
@ (<) d'z .

Devendo ser esta condigdo identica 4 somma ¢ | ¢/ -
== (), escreveremos, substituindo o symbolo geral @ a ¢,

1.4 () Sa )
) s
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condigdes acima enumeradas, esta distribui¢do dos erros
poderd ser mais diversa da que foi formulada, ndo se po-
dendo nada prever a priors.

34. Verificagies experimentaes da lei de distribui¢do dos
¢rros.— Podemos reconhecer em cada caso particular se a
lei de distribuiciio dos erros é applicavel. Consegue-se de
dois modos differentes: ou seja pela theoria, demonstrando
que as causas perturbadoras satisfazem 4s tres condigdes
fundamentaes enunciadas no n.® 33, ou seja pela experien-
cia, reunindo grande numero de observacdes, e tratando
de ver como ellas se grupam em torno da média. Este se-
gundo methodo é preferivel, porque néio se pode nunca ter
a certeza de ter analysado um phenomeno de modo que
nenhuma causa de erro tenha eseapado.

Bradley effectuou uma série de 470 observagbes para
determinar a declinacio de uma estrella, a qual se obtem

o que determina a forma da funcqao. Integrando vem
8
log ¢ (a) = — @ 4 C/

2

Como suppozemos ¢ (x) nulla para z infinito, a constante ——

-~

¢ negativa; representando-a por — /2, teremos

— h* x?

© (J;) =Ge

Determina-s0 G exprimindo que a probabilidade do erro que
fica comprehendida entre — o0 e |« éa unidade, ou seja
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por uma medida de angulo zenithal. Bessel discutiu estes
resultados; contou o numero de desvios gue fieavam com-
prehendidos entre 0" e 0,4, entre 04 e 0/.8, e assim por
deante até 4/, finalmente os superiores a 4/'; reduziu todos
estes numeros por uma proporedo 4 hypothese de 100 ob-
servagdes unicamente ; calenlon em seguida pela theoria
dos erros qual devia ser a priori a distribuicdo dos des-
vios, comparando-a com o resultado das observagdes. Eis
ag conclusdes a que chegou:

Distribuiciio Distribui
. ¢80
Desvios segm:fi:c;oobser- sogando a theoria

07,0 a 0" 4 22 19.5
04 a 0.8 193 18,3 i
0.8 a 112 183 16,2 l
1.2 a 11,6 93 13,6 !
1.6 a 2!/,0 9 10,6 |

2y i £

W& a &'l,C Dy 0,0

| 9.8 a 3/,2 5 36

} 311279 3116 2,7 22

3.6 a 4.0 3 )
Acima de 470 2 14
|

Vé-se pois que a lei se verifica muito rigorosamente.

A applicagio da theoria dos erros 4s medidas de angulo
eftectuadas com o theodolito entrou na pritica de muitos
topographos, e os resultados permittiram realisar a per-
feita concordancia d’esta theoria com a experiencia. Assim,
com o theodolito, os desvios seguem a lei fundamental da
distribuigdio. O mesmo succede com os apparelhos de nive-
lamento: a comparacio de numerosas observagies levou a
estabelecer este facto de uma maneird precisa.

35. Eaxemplo de casos em que a let de distribuigio é dif-
Jerente. — A lei de distribui¢fio niio se conserva a mesma
para todos os instrumentos e methodos de observacéo.

Vimos ha pouco quaes as condi¢des que deviam dar-se
para que esta lei se applique; nfio sendo uma d’ellas sa-
tisfeita, se, por exemplo, uma das causas perturbadoras niio
fosse infinitamente pequena, entdo, mesmo que os desyios

Y ——
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por ella produzides oceorressem indifferentemente em um
ou outro sentido, a lei deixaria de se verificar.

Tomemos, como exemplo, um graphometro tendo apenas
uma alidade e um nonio. Supponhamos que a alidade tem
uma certa excentricidade. Se medirmos vérias vezes um
angulo 4, o erro dependerd da orientagio do limbo.

-Designando por X (fig. 3) o angulo que forma a bisse-
ctriz de 4 com a linha que passa pelo centro da divisdo e
o de rotaciio da alidade, e por e a excentricidade, o erro
-serd egual a

y 4
¢ = 2 e cos X sen 5
2

Estes desvios sio dos que podem ao acaso produzir-se
n'um ou n'outro sentido; entre todos aquelles que tiverem
uma dada amplitude, haverd tantos positivos como nega-
tivos. Eig, pois, bem o que se chamam erros accidentaes e
comtudo elles ndo seguem a lei de distribuicio apresen-
tada no n.° 34.

Calculemos, com effeito, esta distribuicdo para um exem-
plo numerico. Suppondo a excentricidade egual a 1/, 0
angulo medido egual a 60° e o numero das observagoes
egual a 1000, acha-se pela férmula supra que a distribui-
cio se faz do seguinte modo:

1 Amplitude dos desyios Numero para 1600 observagdes '
| |
| ‘
| [
f de 0/ a 1/ 92,9 i
» 1/ a 2 95,0 {
WA el 99,5 !
» 3 ad 1078 [
» 4/ a5/ 123,1 i
» 5 a6/ 156.9 J
| » 6/ a’T 324,8 |
i — - |
I 1000 '
| , !
! |

A lei da distribuigfio representada graphicamente pela
fig. 4 é absolutamente diversa da que acima enunciamnos:
o polygono indicado na fig. 4 niio apresenta por forma al-
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guma aspecto de curva em forma de sino. O mesmo succe-
derd quando um dos phenomenos que produzem os desvios
tem uma marcha oscillatoria.

Observando-se, por exemplo, o barometro, quando a at-
mosphera est4 submettida a leves movimentos ondulato-
rios, que se sobrepdem aos grandes movimentos geraes, 08
desvios entre védrias pressdes observadas em uma nmesma
épocha e a pressio média, seguirdo uma lei de distribui-
¢do analoga & do caso precedente.

Nio devemos applicar, pois, cegamente a lei estabele-
cida (n.° 33) a qualquer instrumento e a todos os pheno-
menos physicos. E’ necessario estabelecel-a para cada caso
particular por experiencias ou consideragdes theoricas.

36. Posigdo e péso das observagies. — Supponhamos que
o8 instrumentos e methodos empregados sejam taes que a
distribuicdo dos erros se effectue segundo a lei deduzida
no n.° 33 e que a probabilidade para um d’elles ficar com-
prehendido entre os limites = e 2 -I- § 2 seja representada ‘
pela formula |

9l

e
h :

—— —

V7 ‘

Quanto maior for o coefficiente 4, menos numerosos sio
os erros de grande amplitude. O cocfliciente 2 augmenta, |
pois, com a precisio, e convem tomal-o como medida d’esta. |

Chama-se péso de uma observacio o quadrado da preci-
sfio. Designando-o por p, tem-se p = A%

37. Principio da média.— Examinemos o ¢aso mais sim-
ples, isto é, aquelle em que se mediu directamente uma
grandeza x para a qual se obteem os valoresn, n/,n//,....
em numero m. Equivale a determinar 2 de maneira a sa-
tisfazer o melhor possivel 4s m seguintes equacdes

L =N

Se estas medidas forem apenas affectas de erros acci-
dentaes, estes gerilo indifferentemente positivos ou negati-
vos ; além d'isso, 0s mais numerosos sio os mais pequenos.
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D’aqui resulta que tomando a média das medidas haverd
uma larga compensacdo d’estes erros.

Se por acaso fosse encontrado um erro grande (grande
entre os limites admissiveis, bem entendido) que ndo se
annullasse com outro erro egual e de signal contrdrio, se-
ria, pelo menos, muito diminuido pelo divisor m do numero
das equagdes. A equacdo resultante ;

n -+ n e v [n] (1)

@ = s - ou
m m

serd, pois, muito mais exacta do que uma qualquer das
propostas, tomada em particular,’comtanto que m seja um
numero muito grande.

Depois d'isto, ficamos fazendo uma idéa muito approxi-
mada dos erros accidentaes que tiverem sido realmente
commettidos em cada medida parcial se introduzirmos este
valor de 2 nas equagdes. Iistas ndo serdio satisfeitas em
rigor, deixando pequenos residuos & ¢/,%/;.. .. .. d'onde

x—nl=c

x—n &
2
e
@ — nll == ¢!l

n
em que x designa aqui o valor —[—
m

E’ facil de ver que a somma d’estes residuos é nulla,
porque, substituindo @ pelo seu valor, esta somma torna-se
L. ml /] _1L 1 ! 44
% - N S atola'le g n' .
2 -l -n/l IR n a4 ... iy
} [osinsie
m m

somma que se reduz evidentemente a zero.

{l) Gauss propoz representar as sommas taes como

ay -ty - !
v 27 | n
ag by - as by - . a
10+ @ b =Higast
a? ;a2 | .. - a?
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Posto isto, notemos que esta somma ¢ a derivada (divi-
dida por 2), em relagdo a 2, da somma do quadrado dos
erros

(@ —m)2 - (. —w!)? + (x — 22 -} ool
e visto ser esta derivada nulla, resulta que a somma dos
guadrados dos erros é minima. Quer isto dizer que, qual-

~ . . n . .
quer outro valor que nflo seja a média —EJ— , substituido em
m

vez de x nas equagdes propostas, produz uma somma de
quadrados dos residuos mais consideravel.

38. Erro médio quando o verdadeiro valor da grandeza
observada é conhecido.—Tendo-se uma série de m medidas
da mesma quantidade obtidas com menos cuidado e com
instrumentos grosseiros, a somma dos residuos relativos 4
média seria ainda nulla, mas a somma dos seus quadrados
era maior. Pode-se pois considerar esta somma dos qua-
drados, reduzida ao minimo, como um meio de apreciar a
precisdio d’estas m medidas.

Logo, para conhecer a precisio de uma medida isolada,
bastard tomar a média dos quadrados dos residuos, isto é,

m

e extrahir-lhe a raiz quadrada. Esta média \/
m

quadrados dos erros observados, chama-se erro médio e
costuma-se designar pela notagdo ¢;.

Se o numero das observacdes augmentar indefinidamen-
te, os erros distribuem-se segundo a lei conhecida, € 0 erro
médio ¢ tende para um certo limite que depende da pre-

cisdio de A. Acha-se (1) que o valor de ¢ é eguala =
RV 2

e reciprocamente b = ———
& \" 2

1) Faye, Cours d’astronomie de I’Ecole Polyfechnique, Pari
18§31, 136 p,artie, p. 224, ofylechnique, Paris,

S o
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Se o numero das observagdes for finito, a férmula ——l_— -
=1 \-’l 2
jAndo exprime o verdadeiro valor da precisiio, mas sémente
o seu valor mais provavel.

39. Succede muitas vezes que a quantidade a determi-
nar por meio de uma série de medidas nilo depende d’es-
tas por uma rela¢fio tdo simples como = n, e até, no caso
mais geral, haverd virias incognitas a determinar ao mes-
mo tempo, incognitas ligadas 4s quantidades medidas por
uma relacdo da forma

AR f) = N

sendo ¢{ uma variavel independente, 4, B, C, .,.... con-
stantes independentes umas das outras, que entram na ex-
pressdio analytica da lei, ¢ N uma quantidade fornecida
pela observacdo. Havendo m medidas N, N/, N/, ......
correspondendo a diversos valores ¢, ¢/, ¢/, ...... do ar-
gumento £, formaremos m equagdes da forma

FUA B, Crvov s b ) 2N
f(Ay B, C, ...... [v’) Nt
f(

A B G Y =N

Appliquenios a este systema a regra precedente, isto
¢, tratemos de determinar as constantes desconhecidas
4, B, C, ...... por meio d'estas m equacoes (sendo m
muito superior ao numero das referidas incognitas), de
modo que a somma dos quadrados dos residuos, isfo é,
[£(4,B,Cy: . )= NI [£(4,B,C,. .. t)— N>
seja minima.

Para isso, ¢ necessario e sufficiente que as derivadas
d’esta somma tomadas respectivamente em relacio a
4, B, C,.... (incognitas que supporemos independentes
umas das outras) sejam separadamente nullas.

Estas disposi¢oes de minimo fornecem-nos tantas equa-
¢bes finaes entre 4, B, C,.... e N, N/, N/,.... quantas
as incognitas, systema que se resolveria pelos methodos
conhecidos da algebra. Os edlculos seriam, porém, muitas
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vezes, inextricaveis ; felizmente as eircumstancias ordina-
rias da pritica permittem simplifical-os consideravelmente
pelo methodo dos minimos quadrados, adeante exposto.

40. Erro médio da somma algebrica de quantidades ob-
servadas. — Consideremos principalmente duas quantida-
des @ e b, e a sua somma S = a -}~ b. Sejam a; e by duas
medidas de a e b; 2 e B; 0s erros commettidos sobre ay e by;
¢ 0 que resulta para a somma ¢ = oy |- f; e portanto

)
P

= o® - B -2 0y By

Considerando outros pares de observagdes ay,b»; a3, b3, -
€ oy, Bu; o3, By; -... 05 seus desvios, teremos identica-
mente
: oy° B2 -2, By
M2 = g% = B3~ 2 3183

[roR ]
(!
|

@

e por conseguinte, effectuando a somma

[i] &= o] -+ [68] + 2 (]
d’onde
| [oa]

st -
m m m

. . 3 . ae

augmentando m indefinidamente. O primeiro termo —[—l
m

tem por limite o quadrado do erro médio da somma a |- b,

(2] [88]

—-= o quadrado do erro médio da medidadeae — o
m m

o
da de b. Quanto a _f_ﬂ] , vamos ver que tem por limite zero.
m

De facto, sabemos que o erro — “ tem a mesma fre-
quencia que -2 . Acharemos o mesmo numero de vezes
a combinagdo de erros (— e -8 )ou (-« — B ) que
H"ap - Bp) ou (— (Poe Bp). Ora os duplos productos se-
rdo negativos nas duas primeiras combinagdes e positivos
nas duas ultimas; a cada um dos duplos productos que fi-
guram na somma, corresponderd outro egual e de signal

S e
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contrério, achando-se, pois, zero no total. Designando, por
conseguinte, por ¢ .2 e B 08 desvios médios, teremos

2 2 a2

m- “mT m
Se considerarmos agora uma somma de tres termos
S=a-t+b-tc
podemol-a decompor em duas partes, a saber
§=(a+0)+e

O quadrado do erro médio da somma é egual & somma
dos quadrados dos erros médios das pareellas.
Ora, o quadrado da que é relativa a a4 b, éa? + B

Designemos por v 0 erro médio de ¢, obtem-se

Sh ol aa ye Be e S NS Ja Sel
= e B Y T S T

Demonstra-se analogamente, de um modo geral, que para
m observacdes a, b, ¢,. .. ... [, teriamos

Sl s R 8 -+ 22

44. Erro médio de uma funcgdo linear das observagoes —
Consideremos primeiramente uma unica observagido a e uma

funcefo linear d’esta quantidade Aa. Sejam o, cgy. . - .. - @
os erros observados sobre a; os dos productos da serdo
Aoy, Aopy ooven Aam e o erro médio serd
/(.411)‘- S idag)e e . (4, )?
m
fog2 - 092 -F «oaien -+ a2
/ | I m
=4 \/
m

Ora, o radical exprime o erro médioa. = de a; logo o erro

médio procurado é egual a Aam.
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Consideremos agora uma somma de m guantidades ob-
servadas

E’ a somma de m parcellas cujos erros médios sio res- ‘
pectivamente |
% WA S R Ly

m’ m’ m

O erro médio da somma é, pois,

\/ FEPTEEY - T R

42, Erro médio de uma funccio qualquer das quantida-
des medidas.—Seja F' (e, b, ¢,...... I) una funcgio qual-
quer das quantidades a, b, ¢,...... [, cujos desvios médios

sdoo , B ., ==
m Ym i

Supponhamos que em uma série de observacdes se
commetteram, em cada uma d’estas quantidades, erros
BB s 2; resultard para a funcgdo um erro
e = I (a,+ o, b-F8 ...... L+2) — F (a0, .0nv.. L)

Desenvolvendo pela série de Taylor, e limitando-a aos
primeiros termos, vem

kA ; dF'_ : i d

T 4 —— [ == ... S R

RO L
da e o S

elevando ao quadrado

[ dF\? RIS
A (‘(ﬁ) ghpfe s e
AR dF dF

AR = Bk
f

da db ;

Se tivermos m grupos de observacdes, e effectuando a
somma dos quadrados dos erros taes como : e dividinde
por m, resulta

§0 (v ey

da, m
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Os duplos productos desapparecem, visto serem eguaes

. . . . L3 raa.
dois a dois e de signaes contrérios. As sommas Q s Q
m m

ete., sdo o8 quadrados dos desvios médios. Logo

5 dF>22 aF 22 + ar 2)‘2
= H 1m+<ﬁ>ﬁm ....--—}—(W) 'm

43. Erro médio da medida arithmetica.—Podemos achar
agora o erro médio que se commette quando tomamos para
valor da incognita a média arithmetica das medidas que
teem a mesma precisio.

Sejam 7y ny/. ... as observagdes, ¢ o erro médio de cada
uma d’ellas, e ¢ o da média arithmetica .
n—n ...
m

O erro médio d'estes diversos termos é + =t , logo o
m

de x sers

5 \# fn\?
e
2 4
e s [ e
m = \/ m
isto &, a precisdo da média cresce como a raiz quadrada do
numero das observagdes.
44. Erro médio quando o verdadeiro valor da grandeza

medida ¢ desconhecido. — Tomemos m vezes a medida de
uma grandeza, adoptando para valor a média arithmetica

ot Lal

m

Designemos por ¢, ¢/, ¢//;. ... .. os residuos, 0s quaes nio
sdo eguaes aos erros verdadeiros, visto ndo ser x o verda-
deiro valor da incognita, mas differir d’elle de uma certa
quantidade y. Os erros verdadeiros serdo, pois,

eyl oy oy
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e a média dos quadrados sers

[ ) LR S A S ) L o L S ) Lt S

m
que se reduz a
[ee] +-my?
m
por sere -} e/ - ..., =0

Tal é a expressdio do quadrado do erro médio ¢;.
Além d'isso, em virtude do que foi dito no numero pre-

€
cedente, o erro médio y sobre x ¢é egual a ——_f—_- . Logo

[¢4 X

m

[os]
G L

Esta formula, que d4 o erro médio no caso de ser desco-
nhecido o verdadeiro valor da quantidade medida, differe
do que foi obtido no n.° 38 para erro médio, no caso em
que o verdadeiro valor é conhecido; de facto, 0 denomina-
dor m da fraccfio que figura debaixo do radical, acha-se
substituido por m — 1. (1)

45. Erro provavel.-—Esta denominagio, que ndo foi por-
certo muito bem escolhida, ndo designa, como se poderia
julgar, o erro que mais probabilidade tem de se produzir.

Quando ha tantas probabilidudes para que o0s erros exce-
dam uma grandeza dada como para que lhe sejam inferiores,
esta grandeza denoming-se ERRO PROVAVEL.

E’ preciso notar que, por defini¢do, o erro provavel nio

2
&4~
+
m

ou

%

(1) Por um raciocinio analogo veriamos que, no caso de ¢ in-
coguitas, se deve escrever

m—1
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¢ egual ao erro médio, mas sim propore onal. Pode-se, pois
escrever

hn= g

sendo w um coefficiente egual a 0,6744897. (1)

Esta quantidade p, proximamente egual a dois tergos do
erro médio, é o que se chama erro provavel.

486. Observagoes de desequal precisdo. — Supponhamos
que fizemos uma medida em duas épochas differentes, a pri-
meira vez por uma série de m observagies, a segunda vez
por uma série de m/ da mesma precisio. Acharam-se os
valores A e 2/. Como devemos combinar estes resultados,
que ndo podem ter a mesma probabilidade, visto ser m
differente de m/?

(1) A probabilidade para um erro ficar comprehendido entre .
ey, &
+ 1
13
g2
\/ TS e dx

SRR
b

que € a relac@o do numero dos erros comprehendidos entre — .
e - & para o numero total das observacoes.
Fazendo h & = ¢, e attendendo 4 definicio de erro provavel,

temos
+ w

R

Vo e dt

1

=1k

D'esta equagao deduz-se pela tabella de Kramp
hop = 0,4769363

Por outro lado vimos (n.* 38) que ¢ =

E

|

vV
w=¢ X 0; 6744897

d’onde
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Se repararmos nas observagdes primitivas, ellas apre-
sentar-se-hdo sob a forma

1.5 gérie 2.8 gérie

Rl Ag =i\

X = nf » = NI

A = nl A =1

: n : N
média A= L] média 1={—]-
m m/

Bastard tomar a média geral

[»] 4[]
m —+ m/

Substituamos n’esta expressdio [n] por m A e [V] por m/)/
o que d&
m x - m! ¥

m ~ m/

!
Nio é necessario, pois, tomar a simples média de l—_:-—l—
de 2 e %/, mas aquillo a que muito bem se podia chamar o
seu centro de gravidade, suppondo pesos proporcionaes aos
numeros de observacgdes m e m/.

Mas geralmente, para combinar um certo numero de re-
sultados 2, 2/, 2/,.... cujos pésos respectivos seriam
», 7, p",.... é preciso multiplicar cada um d'elles pelo
seu péso, e dividir a somma d’estes productos pela somma
dos pésos. Escreveremos pois

prt+pl A ... p ]

ou

PP (2]

O péso d'este resultado serd evidentemente | p].
No exemplo precedente temos obtido immediatamente
os pésos dos valores 2, 2/, 2/,. ... porque suppunhamos co-
nhecidos os numeros de observagdes de egual precisdo.
Succede muitas vezes que estes numeros nio sio dados;
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ha unicamente erros médios attribuidos pelos observado-
res aos seus resultados 2, %/, 2//,. ... Designemos esses er-
ros médios por e, e/, ¢/,.... e imaginemos depois que o
resultado A provém da média de p observacdes affectas do
erro médio &, e que ¥/ resulta egualmente de p/ medidas da
mesma precisio, e assim por deante. Bastard que os nu-
meros p, p/, p//,.. .. satisfagam 4s relagoes

E By
= = = ,__,......(1)
Vo Vol V!

Sendo E uma quantidade arbitréria, para reduzir a ques-
tdo a0 caso precedente, e ser auctorisado a escrever

(4

pr-Fpl A Fpl N4 o [p2]
p+p-t+p4...... (2]
0 péso resultante serd p +p/ +p// 4 ...... ou[pleo
seu erro médio — = ou E_ -
Vo+p + ... ary

Assim, os valores a attribuir a 2, %,.... estando apenas
sujeitos a ser inversamente proporcionaes aos quadrados
dos seus erros médios, podemos dispor livremente da gran-
deza arbitraria F. Esta serd o erro médio de uma d'estas
p +p' 4 .... observacgdes ficticias; mas como as rela-
¢des (1) devem sempre ser satisfeitas, a grandeza K sera
tanto maior quanto maiores forem os numeros tomados para
estes pésos.

Esta quantidade arbitrdria # tem o nome de erro médio
da observagdo ficticia tendo por péso a unidade, ou, mais
brevemente, o erro médio da unidade de péso.

47. Investigagio dos erros systematicos. — Supponhamos
que medimos m vezes uma quantidade cuja verdadeira
grandeza v é conhecida e que se acharam 0s numeros
n, ly....; 08 erros séo
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O erro compde-se de duas partes, uma constante s, que
representa o erro systematico, outra variavel a, que repre-
senta o erro accidental, a saber

@

ou, sommando as equagdes,
[¢] =ns 4 [a]

2 ; 7 P] « [n]
Designando por M a média das e observacoes —,
m m

teremos

T~ sevens

mM—mv= (n—v) -+ @ —v) - T

Eliminando [] entre estas duas equacdes e tirando o va-
lor de s, vem
a
s=M—v = —[—J
m
[a]
m

O valor mais provavel do termo -

é zero, e 0 do erro
systematico é
s=M —v

Quanto ao desvio médio correspondente a0s erros acei-
dentaes, é
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Methodo dos minimos quadrados

48. Historia. — O methodo dos minimos quadrados é
devido a Legendre, que o apresentou na sua Nouvelle mé-
thode pour la déterminalion des orbites des comdtes.

A Gauss coube a honra de ser o primeiro que na Eu-
ropa (1809) apresentou o assumpto ao mundo mathema-
tico, tanto em theoria como em applicagio. Outros colla-
boradores n’esta theoria foram Crofton, Ellis, Morgar,
Glaniher, Schiaparelli, J. Bertrand e Poincars.

49. Principio do methodo. — Vimos o processo & seguir
para determinar o valor de uma grandeza por uma série
de observacgoes mais ou menos concordantes. Na resolugiio
de varios problemas apresenta-se, porém, frequentemente,
uma questio mais geral: em vez de uma série de valores
de diversas grandezas, mais ou menos independentes e da
mesma ou differente precisdo, pretende-se calcular o va-
lor mais provavel de cada graudeza em harmonia com o
conjunto de valores experimentaes ou da observagdo.

Assim, a observagio fornece os valores ny, ny, n3,. . - - n.

de vérias funccdes fi, f5, fay- - - - f,, 8k incognitas X
.... de modo que resultem as relagdes

ny :fl (2{, Y, Z, ...... )
Tio == oM (N L s )
................................ 1)
n =T X Y, Z, oo )

denominadas equagdes de condigéio, em numero egual ao das
observagdes.

Muitas vezes, algumas das fune¢des fi, fs, f3,- - - - nio sio
mais do que funcegdes de X, ¥, Z,.... e do tempo. Se as
observacoes, correctas dos erros systematicos, fossem de
uma exactiddo absoluta, bastaria, para calcular as inco-
gnitas com toda a precisio desejada, haver Z equagdes de
condi¢do srreductivets, correspondentes a k funcgdes dis-
tinctas. Mas as observagdes veem sempre affectas de erros
accidentaes. Estes, devido & imperfeicio dos nossos sen-
tidos e a muitas outras causas fortuitas, s8o umas vezes
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em um sentido, e outras no sentido opposto, e por isso pro-
cura-se attenuar o effeito d’elles multiplicando as obser-
vagdes de modo a formar equagcoes de condigdo em nu-
mero muito superior ao das incognitas. Sendo os erros com-
mettidos sobre ny, ns, n3,.... umas vezes positivos, outras
negativos, é possivel combinar estas equacgdes por forma
que os erros de que estdo affectadas se compensem em
grande parte. Obtem-se entfo um resultado muito mais
exacto do que se nos limitassemos a empregar o numero
de medidas e de observacgdes estrictamente preciso.

E’ assim que, em certas questoes, se empregam centenas
ou até milhares de observacdes para afinal se calcular
cinco ou seis incognitas.

49, Determinagde de incognitas ligadas por equacdes da-
das a quantidades medidas directamente. — Pela resolucao
prévia de k equagdes, ou por qualquer outro meio, conhe-

ce-se sempre valores Xy, ¥, Z,.... das incognitas, suffi-
cientemente proximos, que &,%,z,. ... definidos pelas para
egualdades

X=X+ Y=Y+, Z=2Zy+ %....

considerados como pequenas quantidades de primeira or-
dem, se possam desprezar as ordens seguintes.

Substituindo, pois, estas relagdes em uma das equa-
¢oes (1), na 1.2 por exemplo, resulta

L&+t Yo+ 9 Zy+25....)=m

Desenvolvendo esta expressiio pela formula de Taylor,
segundo as potencias z, ¥, #,.... e desprezando 08 termos
de ordem superior & primeira em relacio a estas quanti-
dades, resulta

= af
e yo,zo,....)+dx‘oz+
L N
+dY0yTTi?;z+”" ny

equagdo linear em z, ¥, 2,...., que se escreveri

axtbytcdat ....+n =0
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designando #/ a differenga immediatamente calculavel
fi Xy Yo, Zgyo--2) — M

Podemos assim substituir o systema das equagoes (1) por
outro systema de equagoes do primeiro grdu em que 08 coeli-
cientes das incognitas sGo dados exactamente, € 08 termos
constantes determinados por medidas directas. Temos, pois,
0 systema

a’m—{—b/y—’-c" gt oot nl =0
alw - bly—dlz ; =
alllz - iy - o'z

e

Se o numero d’estas equagdes fosse exactamente egual
a k;, nenhum meio teriamos para apreciar a exactiddo das
observagoes, nem dos valores obtidos para as incognitas,
resolvendo o systema (2). Mas, por hypothese, o numero
das equacdes de condiciio é muito guperior ao das inco-
gnitas. Se as observacoes fossem perfeitas, as equagdes (2)
seriam compativeis e todas satisfeitas pelo mesmo e unico
systema de valores &, ¥, %.... Sendo as observagdes erro-
neas, os valores de @, 9, %,.. .- seriam differentes se fos-
sem determinados por tal ou qual systema parcial de k&
equagdes tomadas no systema (2)-

Nenhum d’estes valores contraditorios pode ser tomado
como verdadeiro, sendo até provavelmente todos falsos.
Devemos considerar os verdadeiros valores das incognitas
como inaccessiveis e adoptar os valores tornados mais pro-
vaveis para 2 totalidade das observagdes. D’estes yvalores
adoptados deduzem-se 08 valores mais provaveis das ob-
gervagdes em si.

50, Valores mais provaveis das incognitas ligados por
equagdes lineares. Equagdes normaes. — Dadas as equa-
cdes (2) em que 7/, al/,.... sio medidas directamente, e
al, aly. ooy b, 000 ¢, . ... ete., coefficientes dados,
e sendo o numero de equagdes muito grande em relagio ao
das incognitas, trata-se de deduzir os valores mais prova-
veis de @, ¥, 2, -+

Supponhamos primeiramente que as observacdes d’onde
resultam »/, »/,.... teem o mesmo péso. Os valores mais
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provaveis de , g, z,.... tornam minima a somma dos qua-
drados dos primeiros membros das equacdes (2), e annul-
lam, portanto, as derivadas parciaes emrelacioaz,y,z,. .. .

Designando por v, v/, o', ... o8 valores que tomam es-
tes primeiros membros para estes valores de Ty Byt
obteremos immediatamente as equacdes

[av] =0 [bv] =0 [ev]i=rotas:

que se denominam equagdes normaes,

e que escriptas expli-
citamente, sdo

aa) @ + [ably + [ac] 24 .... -k [an] = o
ba| x4 [6b] y -+ [be 2~ oo. - [bn] =0
caj @ [edly + [celzt.... +[en] —ol.... (3)

O numero d'estas equagdes normaes é egual ao das in-
cognitas. A sua resolucdio fornece os valores mais prova-
veis de @, y, 2,.... (1). ?
A formagiio d’estas equagdes é a parte mais laboriosa do
methodo chamado dos minimos quadrados, quando o nu-
mero das equagdes é grande. Tambem & preciso proceder
a verificagdes antes de proseguir no céleulo. |
Eis um processo verdadeiramente simples. !
Formemos as sommas o/, s/, 5///. . . . . dos coefficientes das
incognitas, em cada uma das equagdes (2), a saber.

a’ b ¢l L
al! + /! ¢/l
/'l L gl

cert e e

=l

= g/l

(1) As equagdes normses determinam z, Y, Z,.... 8¢ forem
realmente distinctas. Mas tornando-se duas d’ellas identicas, de-
Poie de multiplicada uma d’ellas por uma constante, ha na rea-
idade um numero de equagdes inferior de uma unidade ao das

incognitas e o problema torna-se indetermnado.
Isto ndo resulta do methodo seg

uido na formagio das equagoes
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addicionemos estas egualdades membro a membro depois

de as ter multiplicado respectivamente por a/, a//, a’’/,. .. .,
por &, b b/, ..., por ¢, ¢, ¢'.... e finalmente por
al, W, alll, .. .. Teremos

[aa] + [ab] 4 [ac] 4 .... = [as

Tab] - [B8] 4 (bie] 4. — T6s ’

[ac] + [be] + [ec] 4 .... =T[es]! )

[an] - [bn] + [en] + ... = [ns]

As identidades (4) fornecem importantes verificagoes;
devem ser satisfeitas quando os coefficientes das equagdes
normaes forem calculados rigorosamente.

51. Resolugdo das equagies normaes. — Para abreviar a
escriptura, supponhamos que ha apenas guatro incognitas
@, Y, %, w. As equagdes normaes sdo

laa] « |- [ab y + [ac] 2 - [ad] w + [an] = o
ab|® - [bb|y - [bc|z + [bd] w - [bn] = o ()
ac| ¢ - [be|y 4 [cc] 2 4 [ed| w—+ [en| =of " """

lad] ® + [bd] y + [cd] z - [dd] w + [dn]| = o]

O valor de « tirado da primeira d’estas equagées é

% [abd] S [ac] 0 [ad] 20 [an]
[aa] ¥ Toa] © [aa] " Taa]

Substituamos este valor nas tres restantes equacdes (5)

normaes, mas da nafureza das equagbes de condigio dadas.
N'este caso, sio necessarias observagoes addicionaes de funcges
novas, que fornegam equagdes distinctas das antigas, isto em vir-
tude dos valores variados dos seus coefficientes e que facam as-
sim desapparecer a indeterminagao.

Quando ao effectuar-se a eliminagdo uma das incognitas se apre-
sentar com um coeffiiciente t80 pequeno que pequenos erros de
observa¢@o o possam modificar consideravelmente, a indetermi-
nagdo é ainda evidente e reclama novas observagdes.
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& conservemos a symetria dos resultados pela notagdo de-

vida a Gauss.

Facamos:

tendo assim

bb.1
be.1
bd.1

Y
f

be.d] s 4
ce.l]|z +
v+ Lz.j

Uﬂ—-gg [ab] = [55.1]
[bc] — EZQ [ac] = [be.1]
[bd] — —%;%l~[aaﬂ — [bd.1]
[bn] — EZS% [an] = [bn.1]
[ee] — EZ;} [ac] = [ec.1]
£ [ac]

[ed] — _a—a] [ad] = [cd.1]
[en] — EZ:% [an] = [cn.1]
[dd] — % [ad] = [dd.1]
[dn] — fad] [an] = [dn.1]

[aa]

bd. 1] w -
cd.1
dd.1

on.1
w4 [en.1
z -+ W+ /!dn.j

=0
=10
=0

cevs (6)

A presenca do numero 1 é unicamente o que distingue
a forma (6) da forma (5). A primeira das equagdes (6), d4

y:

[be.1]  [bd.1]

[bn.1]

[66.1] ~ [b.1]

[65.1]
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e a substituicdo d'este valor de y nas duas outras equa-
¢oes (6), fazendo préviamente

[be.1]

[ee.1] — Tgﬁ]_ [bc:1]i=—"Tcc.2]

gy el 8 iy o

ECJ—W 1] = [ed.2]

1 M .1} = [cn.2

[en.1] — [5.1] [n.1] = [cn.2]
[bd.1]

[4d.1] — 55 [0.1] = [dd.2]
[6d.1]

[dn.1] — —m- [bn.1] = [dn.2]

resulta

pe e e bk B R

A primeira d’'estas equagdes dd

[cd.2] s [en.2]
[cc.2] [ec.2]

e este valor de z substituindo na segunda equagso (7), ado=
ptando a notagdo

[dd.2] — E‘Z?} [ed.2] = [dd.3]
[dn.2] — -Ei;}— [en.2] = [dn.3]
obtem-se
[dd.3] w -+ [dn.3] = o
0 que dd

[dn.3]
[dd.3]
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Em resumo, se adoptarmos a notagdo geral

[2B-p]

[oor.p]

[By-u] — [oy.8] = [By. (» + 1)]

onde «, B, v, sdo tres classes de lettras e ». um numero, te-
remos para determinar successivamente w, z, ¥, &, 0 8e-
guinte systema de equacoes

s T s T
A Tpeh et e

s B o

o+ =

Augmentando o numero das incognitas, o das quantida-
des auxiliares a calcular cresce rapidamente. Se contar-
mos os coefficientes e os termos absolutos das equagGes
normaes, o numero total das auxiliares é, para k incogni-

tas
k (k +1) (k- 5)
6
férmula facil de demonstrar, e que dé o seguinte:
1|12|3|4;5]|6 ] 7

50

numero de incognitas . 819

» » auxiliares..| 2|7 |16(30 77/112|156

210

— N T T e

N
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Mystrios da Tguisicio

POR

F. Gomes da Silva

Com esplendidas illustracdes

DE

{MANUEL DE MACEDO E ROQUE UAMEIRO}

Sob o titulo Us Mysteriosida Inquisi¢fio condensam-se varia-
dissimos factos historicos, desentranham-se os horrores d’epo-
chas passadas, escalpellam-se figuras d’outros seculos, inves-
tigam-se particularidades estupendas, encadeiam-se aconteci-
mentos dispersos e tenebrosos, enaltecem-se as grandes virtu-
des, faz-se rebrilhar a verdade, e pGem-se em relévo todas as
personagens que entram n’este grande drama, em que vibram
commogdes da maior intensidade e affectos do mais exaltado
amor,

O romance Os Mysterios da Inquisi¢io consta de 3 grossos
volumes de grande formato, artisticamente illustrados com 75
magnificas aguarellas, reproduzidas pelos mais perfeitos e mo-
dernos processos,

Prego de cada volume, brochado, 1$500 réis.

Elegantemente encadernados em percalina, com ferros es-
peciaes, 800 réis mais cada volume.
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