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TRIGONOMETRIA 

PRELIMINARES 

Medir qn 11 lquer ,grandeza é compnnU-a com uma scgund:i, 
escolhida para 1m1dode, afim de conhecer qun.ntas vezes um>t 
se contêm nR outra (*),-deveudo, bem intendido, a escolhi
da pnra unidade ser do mesmo gcnero d'aquella que se dese
ja medir. 

Assim é que, parn conhecermos o pezo de qualquer objecto, 
teremos de compar:'tl o com o pev.o de um detcrminndo corpo, 
-pezo que foi escolhido prrra unidade, e no qual no systema 
metrico-decimal se convencionou dar o nome de ,qromma. 

Pelo mesmo motivo, para conhecermos qualquer extensão, 
terl'mos de a comparar com outra extensão tam bem devida
mente escolhid11, e conhecida pelo nome de melro. 

Esta nnidade - mel.ro - t uuto nos pode serv ir para medir as 
extensões cm linha recta como em linha curva. 

D'entre as linhas curvas ha, porêm, umn, cuja fórmn regu
htr, e cuja propriedade notavel e mui pm-ticulitr-de ter to
dos os seus pontos equidistantes de outro ponto no interior da 
figura por ella formada, ponto esse que tem o nome de cen
tro, -mereceu mais especial attenção, e originou até uma 
nova maneira de medir todas as outrns linha~ curvas que 
satisfazem h mesma propriedade. 

(*) Todos os leitorP~ da BibUothec.a do Pot·o e da.1 Escoras, npprendera.nr 
jtl. certamP.nlc isto m&:mo no vol. V, que trata da Àrilltmtlica rráctica; mas 
não é ocioso l~mbrá.1-o aqui agora, pal'a melhor poderem deguir o contextt:> 
d 'eete livrinho. 
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Referimo-nos aos arcos de circulo, e :l. círcumferencia, -is
to é, á linha curva que satisfaz á citada propriedade, -linha 
curva que torna o nome de arco de circulo, quando apenas 
represente uma parte incompleta da circumfe1·encia. 

N'esta nova maneira de medir estas linhas curvas, conven
cionou-se escolher uma unidade chamada grau, que se obteve 
dividindo a circumferencia em 360 partes eguaes. 

A unidade grau foi convencionalmente dividida em 60 par
tes tambem eguaes, chamadas minutos; e cada um d'estes 
ainda se subdividiu em outras 60 partes tambem eguaes, a 
que se deu o nome de segundos. 

Esta divisão da circumferencia é chamada sexagesimal. E 
n'ella se convencionou : indicar os ,qraus pelo signal o posto 
pela parte superior do numero indicativo; servir o signal 1 
para indicar os minutos; e adoptar o signal /1 para marcar 
os segundos. São tambem collocados estes signaes por so
bre os algarismos do numero representativo das fracções do 
grau. 

Assim, por exemplo, se quizermos escrever um numero re
presentativo de um arco de 22 graus, 33 minutos e 44 segun
dos, teremos de escrever: 220, 331, 44"; - o que real!llentc 
é muito mais expedito e mais proprio para intrar em qual
quer calculo. 

N'csta divisão sexagesimal a circ;umferencia tem pois 360 
grnus, ou 21:600 minutos, ou 1.296:000 segundos. 

Não foi esta a unica divisão adoptada para a medição dos 
arcos de circulo. Depois d'esta divisão ter j:l. uns creditos 
muito firmados, houve quem tentasse fazer adoptar outra ma
neira de dividir a circumferencia, divisão que era realmente 
mais racional; mas até hoje não tem sido adoptada, e conti
núa a vigorar a sexagesimal. 

Como, porêm, houve livros em que a unica divisão·adopta
da era esta segunda, por isso a explicaremos aqui. 

Chamava-se divisão centesimal; e a circumferencia era di
Yidida em 400 partes cguaes, a que tambem se dava o nome 
de graus, ou mais propriamente ,qrados, escrevendo-se ~·por 
abreviatura gr. 

Cada grau ern dividido em 100 partes eguaes, cognomina
das minutos centesimaes; e cnda minuto cl'esta divisão era ain
da subdividido em outras 100 partes eguaes chamadas segnn
dos cmtPsimaPS. 

(Isto rtuanto temos .... v.indo dizendo já foi t.ratndo no vol. XXI 
da Dibliotheca do Povo-·•e clcr.9 Escolas, quando se t.rnton ela 
Geometria plana; mas intendemos necessario agora repetil-o 
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para depois o desinvolvcrmos antes de o applicar á Trig0'11o .. 
metria). ' 

Tanto em um como em outro d'estes modos de dividir o 
circulo. se considera est.e dividido em quatro p1u-tes eguaes, 
ás quaes se dá o nome de quadrantes, partes que silo cor1 · 
prehendidas entre dois diamctros respectivamente porpenr' i• 
e ui ares. 

Na divis~o sexagesimal tem eada quadrante 90 graus; o 
na divisão centesimal tem 100 graus ou grados cada um cfos 
mesmos quadrantes. Era realmente muito mais razoayeJ estl~ 
ui ti ma maneira de dividir a circumferencia, mas taes fóros. 
tinha já adquirido a primeira que não foi possivel desthro• 
mil-a. 

A medição dos arcos originou outra medição de não so· 
menos importancia; foi ella a apreciação e:xacta e focil elo 
afastamento de duas linhas rectas que partindo de um ponto 
commum se conservam mais ou menos afastadas uma da ou· 
tra. Isto é : a medição Ç!o arco deu a maneira de medir o 
angulo formado por duas linhas reatos. 

O conhecimento, porém, do valor dos arcos em graus, mi• 
nutos e segundos, não dava mais do que a relação de qual· 
quer arco para o valor total da circumferencia, e não nos d:1· 
va o valor do nrco espresso cm unidades de e:xtemil.o; pouJú 
entretanto conseguii--se este resultado por intermédio de umn. 
determinada i·elaçdo-conhecide. em Geometria(*) pelo nomo 
de pi e rep!·esentada pela Jettra gregn '71', 

Esta relaçito 'li' tem um valor inéommensuravel, que foi cr l· 
culado até 500 casas deeimaes; mas ordinari!lmente na pd
ctica toma-se como sufüciente "'= 3,141G. 

Em Geometria. demonstra-se que o valor de uma circumfo· 
rcncia é dado pela fórmula 2"' R; e os valores dados por esta. 
fórmula dependem unica e simplesmente do valor de R, quo 
representa o raio do circulo que se considera, ou cuja cir• 
cumferencia se pretende avaliar em metros. 

Do valor da cireumferencia se tira o valor de qualquc1• 
arco, porquanto basta multiplicar aquelle valor pela relaçflo 
entre o numero de graus do arco, que se quer avaliar, e o 
numero total de graus do arco completo da circumferenci11i 
(isto é, 360 graus\. 

Assim, por exemplo, se quizessemos saber 'lua! o compr!
rncnto de um arco de 35º,401 cm uma circmnfcrencia de 7m tle 
diametro, teríamos : 

(*) Vid. vol. XXI da Bibliotheca·do Povo e da• E•colas. 
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Circumferoncia = 2"' R=r. X 2 R =r. X 7'" =3,1416X 7'" 
=2Jm.,?9/2. 

E portanto o comprimento elo arco em questão sería: 
35°,40' 2140' 

Comprimento elo arco= 2tm .99 X --- = 21"' 99 X ---
' 36(JJ ' 21600' 

=201 ,17. 
O modo ele prácticamente medir os angulos no papel para 

se conseguir a resolução dos vlÍrios problemas ele Desenho, 
Geometria, 'frigono1netria, 'fopograpbia, etc., é decerto bem 
conhecido. 

Medem-se os angulos sobre o papel empregando um semi
rirculo graduado (fig. 1), que tem o nome de transferidor, e 

Fig. l 

cuja applicaçito nos pR,recc dcsncccssario estar níSora a enRi
nar, por ser decerto do dominio de quantos que1rnm ter l'O

nhecimcntos como os que vamos prncurar dar ácêrca do as
sumpto que se deve comprehender sob o titulo d'este livri
nho. 

A medição elos angulos no terreno nilo 6 tambcm a•sumpto 
para este momento; e para o~ q11e quizcrC'm Rflher qn:d o mo
do de os poder medir e avali!Lr aconselharemos a leiturn. ele 
outro livrinho da Bibliotheca do Poro e das Escolas, onde rs
especialmcnte se trata de Topngraphia (*),e onde se explica 
o uso elos ,qrapliomeli-os, alidades, et.c., que são os instrumen
tos usados para a mecliçiio de Rngulos no terreno. 

Alêm dos preliminares indispensaveis que apontados dei
xamos, convirá ainda, antes de intrar em assurnpto, dizermos 
como se consideraram pnsitivns, ou nfg~livo.•, os arcos e os an
gulos de qualquer grandeza, isto é, como se consideraram to
dos os diversos valores que podem tomar os arcos e os an
gulos. 

(*) Vol. XCI da Bibliofheca do P{)1)() •da• E•culas, 

. 
' 
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Consideremos cm uma cireumferencia (fig. 2) um pont.o A, 
origem <lo moYimento de um qualquer movel 1.J,I que se dirija 
do A pela eircumforcncia na direcção indicada pela flecha; e 
supponharnos ainda mais que o raio d'aquella circumferencia 
é <'gtrnl li unidade. 

O valor da circumfercncia será, u'cste caso, representado 
por 2 rr uma vez que R = 1 transfórma a fórmula 2 rr R em 
2 .... 

O valor de meia circumferencia será a metade d'estc 
2n 

valor ou 2 ou .,. : e ainda o valor de um quarto da circum-

.,. 
fercncia será a metade da semi·-circumferencia ou 2· 

~~ 
Isto é: se o movel tiver percorrido os arcos .A B, ABA', 
~ ~ 

.A H AI BI, A B AI BI A, o valor de cada um dos arcos será 
respectiyamcnte (representado-o por x): 

3 
X=2""' 

E, se quizcssemos continuar a suppôr que o movel percor
ria novamente o mesmo caminho, poderíamos dur are todos os 
valores que q uizessemos até ao infinito. 

Se em vez de considerarmos o movimeuto do movel em 
tal sentido, o considerassemos como realizaudo-se cm sentido 
inverso (isto é, de A para B'), veríamos que os arcos seriam 
success1 vmnente eguaes aos anteriores mas medidos em sen
tido inverso. 

Ora para distinguir este differente sentido do movimento é 
que se convencionou usar os dois signil.es + e - pelo seguin
te modo . 

Representando por a o valor do arco comprehendido entre 
A e M, arco que é exactamente egual ao comprebendido en
tre A e MI, temos que: 

No sentido de A 1W, diz-se: 

x=+a 
Quando no sentido de A M 1, diz-se: 

X=-a 
Estes valores podem Bcguir deõde a orlgcm O até + oo , 
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<: mforrnc já o dissemos para o caso positivo, quando o moYel 
que suppuzemos em movimento não páre em J.1 ou M1,-mas 
sim continue a andar n'aquella circumferencia e dê uma, 
duas, tres, etc., voltas completas, ou quando não páre nuncn, 
continuando o seu movimento infinitamente. 

::-\e, em vez de considerarmos unica e simplesmente o movel 
ll movendo-se na circumferencia, considerarmos o raio O M 
que, movendo-se em-torno do centro, produzirá o angulo 
llf O A, e se attendermos ás posições successivas que vai to-
1riundo, concluiremos que o angulo, comprehendido entre este 
raio e o raio O A, irá tomando todos os valores que dissémos 
I ara todos os arcos que considerámos. 

Necessario portanto se tol'Ua aqui ponderar que em Trigo-
1.ometria o angulo não tem de estar sujeito á condição de ser 
1.1enor do que dois angulos rectos, como se costuma conside-
1 :tr em Geometria e em Deseuho. 

E, como a medida de qualquer angulo é dada tambem 
1 or comparação com uma unidade, poderemos escolher para 
uaidade (visto que ha-de ser da mesma especie) o angulo 
L; ue corresponda ao arco cuja extensão é egual á extensão do 
x aio. 

E, admittidas estas hypotl1eses, poderemos dizer que: 
Qualquer angulo tem por medida o arco que lhe correspon

de na circumferencia de raio 1. 
Havendo portanto arcos positivos e negativos, tambem po

rlerá haver angulos positivos e negativos; e é d'este modo que 
cs angulos entram nos ealeulos. 

Poderemos saber qual seja o angulo que corresponde ao ar
co cuja extensão é egual ao mio, pelo seguinte calculo. 

Em uma circumferencia de raio 1 o valor da circumferen
cia será: 

:& r. = 2 X 3,1416 

Representando por n o numero de graus do arco egual ao ·, 
raio, teremos (por ser a eircumferencia divididi~ em 360 
i,raus): 

n 1 

360 2 1r 

.Achando o valor de n (para o que multiplicaremos ambos 
1 

o.; membros da eguuldade por 360), yem n = - X .'.60 
2 ... 

) 
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180 180 
n=-=--=57,2957 

11" 3,1416 
ou : arco egual ao raio = 570 17' 4411 

Completaremos estes preliminares dizendo o que se deve 
intender por arcos complementares e supplementares. 

Dois arcos são chamados complementares, quando a sull. 
11" 

somma é egual a um quadrante, isto é, a -· 
2 

Chama.se-lhes si~pplementarea quando a sua somma é egual 
a 11", ou egual a meia circumfereneia. 

Postos estes preliminares, poderemos já dizer que o fim cln. 
Trigonometria é :-a resolução dos triangulos (isto é, o calei.lo 
dos elementos desconhecidos de um triangulo, quando dados lns, 
sendo um d'elles um lado pelo menos). 

Mas, antes d'isso, teremos de assentar em determinadas ff e• 
mulas que nos são muito necessarias para poder resolver tii~ 
angulos. 

LINHAS TRIGONOMETRICAS 

Linhas ir(gonometricas ou funcções circulares são as qunn· 
tid!ldes conhecidas pelos seguintes nomes: - sino, tange11'e, 
secante, coseno, cotangente e cosecante. Seguidamente as pai· 
samos a definir: 

1.0 Seno de um qualquer arco A M (fig. 3) é a qua11;i,. 
dade positiva ou 11egativa quo representa a perpendicul •r 
A1 P baixada do po11to M, extremo do arco, sobre o dia.metro 
que pa~sa pela origem A do mesmo arco. O seno representa·ne 
gerahn!'nte no calculo pela abreviatura sen. 

2.0 Tange:nle trigonometrica de um qualquer arco A M, 6 
a quantidade positiva ou negativa, que representa o segme:1~ 
to A T d!~ tangente tirada pela ori~em do arco e terminar!a 
pelo diametro que passa pelíl. extremidade do arco. Represe:1• 
ta-se tambem abreviadamente no calculo pelo seguinte modo: 
tan,9 ou t,g. 

3.0 Secante de um arco é a quantidade positiva ou 11egs.• 
tiva que representa a distancia O T comprehendida entre o 
centro do circulo a que pertence o arco e a extremidade U!\ 
tange11te. Representa se no calculo pela abreviatlll'a sec. 
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4.° Cose:no de um arco A M é o seno do complemento B M 
cl'esse mesmo arco. No calculo é representado pela abreviH.
tura cos. 

5.0 Gotang•nle de um arco A M é similhantemcnte a lan
genle do complemento do mesmo arco. Nos cH.lculos usa-se ex
primir abreviadiunente da seguinte fónna: colan,q ou col. 

6.0 Go.secarde de um arco é do mesmo modo a secan.IP 1lo 

complemento d'osse arco; e no calculo usa-se a abreviatura 
cospe para exprimir esta funcção circuhir. 

Todas as linhlls trigonometricas se podem exprimir por 
meio das linhas trigouometri<'as de 'um arco positivo menor 
que um quadrante ou 90 graus. 

Esta maneirn de exprimir as linhas trigonometricas é o 
que se chama: reduzir todo e qualque1· arco ao primeiro qua
drante. 

Pela inspecção d11 fig. 3 vamos promptamente concluir as 
relações trigonometricl1.s necesstirias om conformidade com o 
que acabamos de dizer. 

Mas, assim como já dissémos que bnvia arcos e angulos po
sitivos e nt;!gativos, assim é tambem uecessario agora dizer 
que as linhas trigonometricas podem ser positivas ou negllti
vas. 

Convencionou-se chamar positivas ás que correspnnrlam 
aos arcos compreheudidos no primeiro quaclraute,isto é, quan-

.,,. 
do o arco est~ entre O e 2 . 

Para os outros vnlores qne os arcos porlem tomar, sori'to as 
1 inhas trigouometricas positivas ou negativas conforme as li
nhas sito ou não na mesma direcção e sentido das que corres
pondem aos arcos do primeiro quadrante. 

Para bem se poder apreciar o que acabamos de dizer, sup
Jionhamos ainda na fig. 3 que inscrevemos o rectangulo 
M N N' JJ11, cujos lados são respectivamcntc parallelos aos 
dois diametros perpendiculares A AI o B B'; e supponhamos 
que o ponto em vez de tomar a posição M vai para N, e de
pois prua N 1 e ainda para 1111

• 

Pelfl. inspecçii.o da figura logo vemos qne: 
1. 0 Sendo N R e 111 P duas rectas eµ;uaes e do mesmo sen

tido, e sendo cada uma d'ellas (pela defioiçifo de sena) o seuo 
dos respectivos arcos A Me A N, temos: 

sen A M N = N R = MP = sen A M 

2. 0 Sendo AS e A T duas rectas eguaes e de sentido con-

1 
1 

.o> 

i 

1 

' 

1 

1 

11 

11 

l i 
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trario, porque uma está parn cima do diiunetro fixo A A' e ou
tra está p:ira baixo, e sendo respectivamente as tangentes <los 
dois arcos em questão, teremos que 

tg A 111 N = - AS= - A T = - tg A M 

3.0 Scn<lo O f:i e O T duas rcctns eguaes e de sentido con
trario, por estar uma no sentido cio raio qne descreve o an,gu
lo e outra no seDtido opposto a esse raio, e pelas ciE-finições 
das secantes, ternos: 

sec AMN=-0S=-0T=-see AM 

4.0 O coseno do arco A M é representado pela linha M J'I, 
ou (o qDe 6 o mesmo) pela linha O P; o coseno do arco A M N 
é representado pela. recta O R. D'aqui se v6 uma vez que aB 
duas rectas são eguaes e de sentidos coutrarios : 

cos A 1.1 N = - O R = - O P = - cos A M 

5.0 A cotangente do arco A M é representada por B TI e 
do mesmo modo a cotangente do arco A M N 6 rcpresenta<ln 
por B s1, sendo estas duas rectas eguacs e de sentido coutrn
rio. Portanto toncluir-se-ha: 

~AMN=-BS=-B~= - ~AM 

6.0 A cosecante de A M é representada por O 1'1; e a de 
A M N é egualmente representada por OS'. !\Ias, como estas 
rectas são eguaes e do mesmo sentido, conclue-se facilmente 
que: 

cosec A M N = O S1 = O TI = cosec A M 

Por irlenticos rnciocinios se conclue que para o arco A B N1 
se incontrarão as seguintes relações: 

scn A B N' = - 1.11 R = - JJI P = - scn A M 

tg A B N' = A T = tg A M 

sec A n N' = - O T = - sec A M 

cos ABNI=- OR=- cos AM 

cot .A B NI = B TI= cot A M 

cosec A B NI = - O TI = - coscc A M 

Para o outro arco A B B' M 1 se concluirá egualmente que 
o& valores das suas linhas trigonometricas se poderão reduzir 
do seguinte modo aos valores do arco À M. Temos pois: 
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sen A B B1 M' = - M 1 P = - 1l:f P = - sen A M 

tg A B B' M' =-AS= - A T = - tg A M 
sec: A B B' M' = O S = O T = see A M 

eos A B B 1 M' = O P = cos A .M 

~ABWM=-B9=-BT=-~AM 

cosec A B B' M' = - O 81 = - O TI = - cosec A M 

Se, para melhor podermos fixar e estudar estas conclusões, 
d1 lmarmos x ao arco A 1vI, teremos que respectivamente se
L lJ os arcos : 

AM.=x 

AN=r.-x 

ABN'=r.+x 

A B B 1 jl.[/ = 2 r. - X 

E por conscquencia, fazendo as necessarias mudanças, ap
l~reccr-nos-ha 

sen (r.-x)=+ senx 
tg (7t-X)=-tgx• 
sec (r.-x) = - sec x 
cos 1 r. - X)= - COS X 
cot (r.-x)=-cotx 
cosec (7t-X) = + cosec x 

"o ... 
sen (7t + x) = - sen x 
tg ~r.+ x) = +tg X 
sec 'lt+x)=- secx 
cos (r.+x) =- COS X 
cot ( 7t + x ~ = + cot x 
cosec ( 7t + x = - cosec x 

B.• 
sen (2r.-x)=-~en x 
tg (27t-X)=-tgx 
scc (2rr-xl = + sec x 
cos (2 'Ir - X = + COS X 
cot (2r. -x) =- cot x 
cosec (2 7t - x) = - cosec x 
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Para considerarmos todos os valores devemos ainda atten
der ao caso dos arcos negativos. E por isso veremos pela ins
pecção da figura que, se o arco fôr A M' egual a (-x), serão 
respectivamcnte representadas pelas seguintes rectas as dit· 
ferentes linhas trigonometricas : 

sen pela recta M' P 
tg )) AS 
sec )) os 
cos OP 
cot )) BIS// 
cosec )) OSll 

E, como estas rectas são respectivamente eguaes, com ~ 
competente differença de signaes, a estas outras, teremos : 

M'P=-MP 
AS=-AT 
OS=+OT 
OP=+OP 

BIS'' =-.B Tf 
0S"=-0TI· 

Ou fazendo a substituiç:i.o pelo x, como fizemos para os 1 ·• 
sitivos: 

sen ~-x) = - sen x 

. !~c (=~1 '.: + !~cxx 
COS ( - X = + COS X 

cot (- x = - cot x 
cosec (-x) = - cosec x 

(a) 

Poderemos agora applicar estas fórmulas a qualquer ca
so, para exprimirmos as linhas trigonometricas de um arco 
em outras de outro arco menor do que um quadrante: sejam, 
por exemplo, as de um arco de - 979 graus. 

Começaremos por subtrahir d'este arco os multiplos de 360º, 
que, como se disse já, nada influem no valor das linhas trigo
nometricas; e, como em 979 ha duas vezes 360 graus ou 720, 
poderemos exprimir d'este modo as linhas trigonometricas do 
arco- 9790 
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scn (-D79)=sen (-979+720) 
tg (-979) = tg (-!!79 + 720) 
sec (- 979) = sec (- ~79 + 720) 
cos (- 979) = cos (- 979 + 7<!0) 
cot ( - 979) = cot (- 979 + 720) 
cosec (- 9W) = cosec (- 979 + 720) 

on, effcctnuudo a operação: 

sen (- 979) = sen (-259) = - sen 259 
tg (-979)=tg (-259)=-tg 259 
sec i- 979) = sec (- 259) = + sec 259 

cot - 979 = cot - 259) = - cot 259 
COS - 979) = CO!! ~- 259) = + COS 259 

coscc (-979~ = cosec - 259) = -cosec 259 

como se conclue das fórmulas expressas ua pag. 13 (a). 
llfas no arco 259 graus ainda ba a considerar que este arco 

é egual a urna meia circumfereucia e mais um resto (isto é: 
egual a 180o + 79º), e que portanto aindii se poderá fazer ap
plicaçii:o das iórnmlas designadas no grupo 2. 0 da pag. 12. 

-sen 259 = - sen (180 + 7!"l) = - (-sen 79) 
- tg 2f>9 = - tg (180 + 79) = - ( + tg 79) 
+ sec 259 = + sec (180 + 79) = + (-sec 79) 
+ cos 259 = + cos (IRO+ 7'l) = + (-cos 79) 
- cot 259 = -cot (180 + 79) = -( + cot 79) 
- cosec 259 = - coscc ( 180 + 79) = -- (- cosec 79) 

ÜLl fazendo desapparecer o parenthesis, que haviamos posto 
para melhor fazermos conhecer a applicnção, e lembrando que 
as quant•dades entre parenthesis mudam tle signal quando es
tá o parcuthesis precedido do sigual - ·, teremos : 

sen [- 979) =+seu 79 
tg -979) =-tg 79 
sec - 979) = - sec 79 
cos (-979~ = -cos 79 
éot (-979 = -cot 79 
cosec (- 979 = + cosec 79 

J 
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E assim teremos o arco reduzido ao primeiro quadrante ; 
mas poderemos ainda reduzil-o a um outro arco menor do que 
45º, se nos lembrarmos, pelns definições de coseno, cotangen
te e cosecante, que estas linhas não são mais do que os senos, 
tangentes e secantes dos seus complementos, e portanto te
remos ainda, e afinal : 

sen (- 979) = + cos 11 
tg (-979) =-cot 11 
sec (- 979) = - cosec 11 
cos (-979) = - sen 11 
cot (- 979) = - tg 11 
cosec (- 979) = + sec 11 

Isto é, seJ11pre se pode reduzir o caso a exprimir as linhM t.ri
gonometricas de qualquer arco pelas de um outro arco menor 

.,,. 
que 900 ou 2 e até mesmo menor do que 45 graus, como aca-

bamos -de o fazer. 
E para termin:wmos quanto temos a dizer sobre linhas tri

gonomet1·icas definiremos ainda as dnas seguintes linhas: 
Seno-verso de nm arco A Jv.í é n porção A P comprehendida 

entre a origem A dos arcos e o pé P do seno do arco, e repre
senta-se abrcviaciamente no calculo por sen-ver11. 

Cosmo-verso é o seno-verso do complemento do arco A ,lJ 
(isto é, do arco B JJ1.) e representa-se abreviadamente porco~
vers. 

VARIAÇÃO DAS FUNCÇÕES CIRCULARES 

Para determinarmos os limites das variações das linhas tri
gonometricas, supponbarnos na fig. 3, que o movei M, que 
considerámos como tendo partido chi origem A, se movia no 
sentido positivo, afastando se indefinidamente da origem. 
· Pela figura Yê·se clarnmente que, quando o arco é zero, as 
1 in lrns trigonometricas teem os seguintes valores: 

sen O= lim JIJ P = O 
tg O = lim A T = O 
sec O = lim O T = 1 
C03 Ü = Jim 0 p = l 
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porquanto, quando o ponto M se move para mais perto de A, 
as duas primeiras linhas vão successivamente diminuindo de 
comprimento, emquanto .as duas ultimas vão augmentando e 
tendendo para o raio, que se considena egual a 1, como no 
principio admittimos desde logo. 

Para as outras duas linhas-cotangente e cosecante-bas
tará observarmos que, á medida que o ponto 1W se approxima de 
A, as linhas B T 1 e O T', que as representam, vão augmentan
do sempre de comprimento, e este augmento é tal que, quan
do o ponto M está muito proximo de A, já não se pode mar
car o limite das linhas em questão, e portanto poder-se-ha di
zer ·que para o valor O elo arco será: 

cotg 0= lim B TI =00 
cosec O= lim O TI = oo 

Se, em vez do movei se approximar, imaginarmos que se 
afasta, e tende para o ponto B, veremos bem claramente que 
o seno, a tangente e a secante, augmentam então de valor 
successivamente, emquanto o coseno, a cotangente e a cose
caute, diminuem. 

Considerando os valores extremos, isto é, quando o movei 
.,... 

está em B, que é quando o angulo é egual a 900 ou 2 , po-

deremos escrever : 
.,... 

sen -=1 
2 

.,... 
sec 2 =oo 

porque o seno tende para o raio O B, emtanto que a tangen
te e a secante augmentam indefinidamente. 

As outras tres linhas trigonometricas serão: 

l 
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.,.. 
cos -=0 

2 
.,.. 

cotg -=0 
2 
.,.. 

cosec-=1 
2 

17 

porque as duas primeiras teem como limite em B a menor 
distn.ncia - zero- e a cosecante tem como limite o raio O B. 

Da combinação d'estes valores das linhas trigonometricas 
.,.. 

dos arcos comprehendidos entre O e 90 graus ou 2 se tiram 

as seguintes egualdades, que já são nossas conhecidas; o 
que é ainda mais uma prova de que os cosenos, as cotangen
tes e as cosecantes, são os senos, as tangentes e as secantes 
dos arcos complementares : 

sen 

tg 

sec 

cos 

.,... 
?f =COS 0=1 

.,... 
-=cot 0 = 00 
2 
.,... 
- = cosec O= 00 
2 
.,... 
-=sen 0=0 
2 
.,... 

cotg - =tg 
2 
.,... 

cosec 2 = sec 0=1 

D'estes valores extremos do arco comprehendido entre O e 
.,... 
- se conclue, recorrendo ás expressões, que já indicámos, e 
2 
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por meio das quaes se reduz sempre um arcçi ao primeiro qua -
drante, que os valores limites de todas as linhas trigonome 
tricas estão comprehenclidos entre os extremos seguintes : 

O seno varia entre estes dois limites: -1 e + 1 

A tangente entre: - oo e + 00 

A secante entre 1 + 1 e + 00 
1-le-oo 

O coseno entre: -1 e- + 1 

A cotangente entre : - 00 e + oo 

A cosecante entre: 1+
1
1 e + 00 1- e-oo 

N'um círculo de raio 1· serão então os valores, onde fignra 
a unidade, substituídos pelo valor do raio do circulo corres
pondente. 

RELAÇÕES ENTRE AS LINHAS TRIGONOMETH.I
CAS DE UM MESMO ARCO 

J ií deixámos dito que, se represPntarmos por x um arco po
sitivo A 1lf menor do que um quadrante, serão as linhas trigo
nometricas 1·espectivamente representarlas (fig. 3) por: 

JJI P = sen x 
OP =COS X 

AT=tgx 
B TI =cotg x 
O T =sec x 
O TI= cosec x 

Nos tres triangulos rectangulos O P lel, O A T e O B T, te
mos, por serem os quadrados das hypothenusas eguaes ás 
sornmas dos quadrados dos cathetos: 
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01112= OP2+P .il12 

0'[2 =0A2+AT'.t 

T0'2= O B2 +B T2 

19 

.1u substituindo os valores d'estes lados dos triangulos pelas 
linhas trigonometricas expressas no arco x: 

sen 2x + cos 2x = 1 
1 + tg ix = sec 2x 
1 + cotg 2x = cosec 2x 

(1) 
(2) 
(3) 

Mas, como os tres triangulos rectangulos são similhantcs, 
por terem dois angulos eguaes em cada um d'elles, pode-se 
pela comparação dos lados de todos tres tirar as seguintes 
1:gualdades : 

OP PM OM 

OA AT OT 

OP PM ..OM 
BTl=OB = OT' 

OA AT 
BT1 - 0B 

ou substituindo pelas linhas trigonometricas do arco x, que 
são representadas pelos lados dos triangulos em questão, te
remos: 

COS X sen x 1 
--=--=--

1 tg X sec x 

COS X sen x 1 
--=--=---
cotgx 1 cosecx 

1 tg X 
=--

cotgx 1 

(•) Por convençii<> escrevem-se assim os <J.Uadrados das l!nbas trlgonoxne. 
tricas, quando se devflriam antes escrever, por exc~plo; ecn a; 

2 
• 
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D'eatas egualdades podem-se tirar as seguintes equações, 
passando respectivarnente para o outro membro das egualrla
des as quantidades que estão do lado inverso, mas tendo o 
cuidado de não esquecer que as quantidades que estão a 
multiplicar passam a dividir, e vice-versa. 

sen x 
(4) tg X=---

cu~ x 

1 
sec X=--- (5) 

COS X 

coa x 
(6) cotg X= - --

sen x 

1 
cosecx=--- (7) 

sen x 
tg x cotg x= 1 (8) 

Estas oito funcções podem considerar-se reduzidas apenas 
a cinco, porque tres d'ellas transformam-se nas outras, logo 
que se substituam os valores n 'ellas expressos por outras li
nhas trigooornetricas, corno acontece com a seguinte: 

1 + tg 2x = aec 2x 

Substituindo o valor da tg e da sec, pelos valores dados pe
las fórmulas ( 4) e · ( fJ ), teremos: 

sen 2x 1 

coa 2x cos2x 
ou 

cos 2x sen 2.r, 1 
--+--=--
coa 2x coa 2'V cos 2x 

ou 
coa 2x + sen 2.i; = 1 

que é a primeira fórmula. 
Fazendo o mesmo ás fórmulas (3) e (8), chegaríamos a 

çonclusões identicas; e por il!so podemos concluir que as fór-

-, 
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mulas que nos servem são unicamente as cinco indicadas 
por (1), (4-), (5), (6), (7). 

Estas varias relações deduzidas assim de um caFO particu
lar, como o da figura, são comtudo umas fórmulas geraes, por
que subsistem para todos os valores que poderemos dar a x, 
attendcndo a que as linhas trigonomctricas sejam tomadas 
com os devidos signaes correspondentemente a quanto deixá
mos já dito no começo, quando tratámos do sentido c valor 
das linhas trigonometricas. 

D'estas equações, que deixámos indicadas pelos numeros 
(1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), e (8), pode-se pois, com todft a 
facilidade, tirar o valor de cinco quaesquer das seis funcções 
circulares, quando seja conhecida a sexta. 

Se quizermos, por exemplo, exprimir o sen x e o cos x em 
-funcção da tg x, tomaremos as duas equações (5) e (7) e ti
raremos os .valores procurndos do seguinte modo : 

DU 

1 
sec x=--

cos X 

1 
COB X=--

sec :i: 

1 
cosec x=--

senx 

1 
sen x=--

cosecx 

Mas das fórmulas (t) e (3) tira-se o valor da secante e co
secante expresso na tãngeute, porque, sendo 

1 + tg 2x = sec 2x 

será, extrahindo a raiz:· 

sec x = V t + tg 2x 

e portanto: 
1 

COS X=+-----
-1 t+tg2x 

mas, como pel1.1 fórmula (8) é 

1 + cotg 2x = cosec 2x ' 

cosec x = V 1 + cotg x2 

1 
seu x = + -:=======-::: 

-11+cotg2x 

tg x cotg x = 1 
temos que: 
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ou quadrando 
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1 
cotg x = -

tg X 

1 
cotg 2x = -

tg2x 

e suLstituindo no valor de sen x vem: 

sen x = +---1 __ -v 1 + t:2x 

1 1 • tg X --- -------'-'- -
\11+tg2x 

Isto é, os va.lores do seno e coseno veem expressos só na 
tangente pelas fórmulas: 

tg X • 1 
COS X= 

\it +tg2x 
sen x = 

\11 + tg2x 

SENO OU COSENO DA SOMMA OU DA DIFFEBENÇA 
DE DOIS ARCOS 

Supponlmmos (fig. 4) que a pa.rtir da origem A tomamos 
dois arcos A lJ!I = a, A N = b. 

Abaixemos sobre O A as perpendiculares MP e N Q; tire
mos o diametro NO H e a corda Jy[ N: levantemos 111G per
pendicular a N H e N l parallela a O A. 

No triangulo rcctangulo lVÍ I N teremos: 

ll:I N2 = lll 12 + N ji 

1 

1 

1 

' 

1 

,) 
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E, segundo Q que sabemos j:t relativamente a senos e cose
nos, teremos: \ 

M~(MP-NQ)2+ (O P- O Q)2 

ou substituindo pelos v 0 lores que dissémos representarem os 
arcos: 

M N2 = ( sen a- sen b )i + ( cos a - cos b )Z 

valor este que se realiza sempre, seja qual fôr a posição dos 
extremos dos arcos em questão. 

Se nos lembrarmos pela Geometria (*) de que a corda J.f N 
é meia proporcional entre H N e G N, isto é, que 

d'onde 

H N ltfN 
MN=GN 

MN2=HNxGN 

e por ser G N (seja qual fôr a posição do ponto G) egual a 
O N - O G, temos que será 

MN2=HNx (ON-OG) 

e ainda por ser por bypothese o raio = 1 teremos 

Uas 

e portanto 

MN2=2(1-0G) 

OG=cos(a-b) 

MN2= 2 [1-cos (a-b)] 

e egualando os dois valores vem: 

2 [1- cos (a-b)] =(sena- sen b)2 +(cosa- cos b)2 

e fazendo as operações será: 

(4') Vol. XXI da Bib!iolhtca do Povo e das Escolas. 
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2 - 2 coa (a - b) = sen 2a + sen 2b - 2 sen a sen b + cos 2a + cos 2b - 2 cos a coa b 

ou dando outra disposição: 

2 -2 cos (a- b) = sen 2a + co~:a + sen 2b + cos 2b 
. _ .. - 2 ( ~Ll a aen b + cos a cos b) 

e por ser 
sen 2a + cos 2a = 1 

e do mesmo modo 
sen 2b + coa 2b = 1 

teremos pois: 

2 - 2 coa (a - b) = i + 1 - 2. ( sen a sen b + cos a cos b) 

d'onde: 
cos (a - b) =cosa cos b +sena sen b (9) 

que é a fórmula geral, e que tem sempre logar para todos os 
valores de a e de b, quer sejam positivos, quer negativos. 

Para acharmos, pois, o valor de cos (a + b) não temos 
mais do que mudar o b em - b: o que dará, lembrando-nos 
do que atraz disaémos ácêrca dos valores dos senos e cose
nos dos arcos negativos : 

cos (a+ b) = cos a cos b - aen a aen b (10) 

Ainda se na fórmula (9) substituirmos o arco a pelo arco 

11' 
(a -1- - ) teremos : 

2 

11' 11' 11' 
cos (a + -- b) = coa (a + - ) cos b + sen (a + - ) sen b 

2 2 2 

ou ainda: 

sen (a-b) = senaoos b-cos a sen b (11) 

por serem respectivamente os arcos : 

11' 
(a+ ft -b) complemento do arco (b - a) 

1 .. 

1 
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(a + .:!!_) complemento de - a 
2 

25 

E, como o seno de um arco é o coseno do seu complemento 
e vice-versa, teremos que da egualdade 

'lr 'lr 'lr 

coa (a + - - b) = cos (a + - ) coa b + sen (a + - ) seu b 
2 2 2 

se tira: 

seu (b - a) = sen (- a) coa b + cos (- a) sen b 

d'onde em vista do valor dos signaes : 

sen ( b - a) = - sen a cos b + cos a sen b 
ou 

sen (b- a)= sen b coa a-cos b sena 

ou dando lhe outra fórma, para se poder melhor comparar 
com a equação (9), chamaremos b ao que é a, e inversamen
te, vindo a final a equação procurada: 

seu (a - b) = seu a cos b - cos a sen b 

E, se n'csta ultima fórmula mudarmos b em - b, virá: 

sen (a+ b) =seu a cos b +cosa sen b (12) 

TANGENTE OU COTANGENTE DA SOMMA 
OU DA DIFFERENÇA DE DOIS ARCOS 

Para obtermos tg (a+ b) em funcção de tg a e de tg b, 
bastn dividir membro a membro as equações (12) e (10) ou 
(11) e (9), o que dará: ' 

aen (a+ b) 

coa (a+ b) 
sen a cos b + cos a acn b 

coa a coa b + seu a sen b 
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d'onde, dividindo o numerador e o denominador do segundo 
membro por ( cos a cos b), vem: 

ou ainda: 

tg (a+ b) 

sen a cos b + cos a sen b 

cos a coa b - cos a cos b 

::: : ::: ~ + ::: : ::: : 
sena sen b -+-

tg(a+b)= 
cosa - cos b 

_sena sen li 
1+ 

cosa cos b 

tg a+ tg b 
tg (a+b)= -=-~~-

- t+tgatgb 
(13) 

Devendo intender-se que esta fórmula deverá ser Jcsdo
brncla do seguinte modo, conforme se quizer a somrna ou a 
differcnça : 

tg a+ tir 
tg(a+b)=~---

1-tga t.g b 

tg(a-b)= tga-tgb 
t+tgatgb 

Para termos o valor da cotangente, basta lembrnr-nos 
que da fórmula (8), quando em vez de (x) se puzér (a), se 
pócle tirar : 

1 
tga=-

cotg a 
ou 

1 
cotga=

tg a 

e que portanto pela fórmula (13) se pode achar o valor da 
cotangente d'este modo : 

1 
cot (a -t- b) = ---

- tg(a+b) 

1 

• 
1: 
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1 
cot (a+b) =----

- tg a+tg b 

t+tgatgb 

1 +tg a tg b 
cot (a + b) = ----'---=--~ 

- tga+tg b , 

t+ 1 
cot a cot b 

cot (a+ b) = --
1
---

1
-

c-ot-a + c-o-t b 

27 

d'onde se tira, multiplicando os dois termos de quebrado do 
segundo membro por (cota cot b): 

cot (a+ b) 
cota cot b + 1 

cot b +cota 

fórmula que se desdobra tambem como a outr1t, devendo os 
síguaes ser tomados sempre juntameute, ou todos os supe
riores, ou touos os inferiores. 

FORMULAS DERIVADAS 

Fazendo a egual a b nas equações (10), (12) e- (13), acha
remos então os seguintes valores: 

cos 2 a = coa 2a - sen 2a 
seu 2 a = 2 seu a cos a 

2 tg a 
tg 2a=--~-

1-tg2a 

(14) 
(15) 

(16) 

expressões estas que nos dão os valores elos senos, cosenos 
e tangentes de nm arco, expressos nos valores dos senas, co
senos e tangentes do arco sub·dnplo. 
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1 
Quando substituirmos na férmula (14) a por - a, appare-

2 
cer-nos-ha: 

1 1 
cos a = cos 2 - a - sen 2 - a 

2 2 
Mas como 

1 1 
1 = cos 2 - a + sen 2 - a 

2 2 

poderemos sommar estas duas equações membro a membro, e 

1 
.1 teremos: 

ou 

ou 

1 1 1 
1 + coa a = 2 coa 2 - a + sen 2 - a - sen 2 - a 

2 2 2 

~ 1 
1 + cos a = 2 cos "' - a 

2 
Se tivcsscmos diminuiclo, acharíamos: 

1 1 1 
1 - cos a = cos 2 - a - cos 2 - a + 2 sen 2 - a 

2 2 2 

1 
1 - cos a = 2 sen 2 - a 

2 

ou ainda dividindo por 2 e c:ürahindo a raiz quadrada a ca
da uma das equações 

1 
1 + cos a = 2 COB 2 - a 

2 

1 
1- cosa= 2 sen 2 - a 

2 
nos apparecerào as seguin' es fórmulas: 

+ vl + cos a = cos .!_ a 
2 2 

(17) 

~ 

1 
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+v
l-cosa l 
----=sen-a 

- 2 2 
(18) 

Dividindo ainda estas equações uma pela outra, acha-se: 

1-rosa 

2 • / 
!+cosa= V 

1- cosa 

1+cosa 

2 

tg-a=+ 1 Jl-cÕsa 
2 - 1 +cosa 

(19) 

fórrnnhii estas que nos dão os valores dos senos, coscnos, e 
taugeutc~ de um amo, em fuucvio do coseno do arco duµlo. 

SOMMA OU DIFFERENÇA DAS RELAÇÕES 
TRIGONOMETRICAS 

Se tomarmos as equações (9, 10, 11 e 12) e as sommarmos 
on diminuirmos duas a duas por modo que os senos se som
mcm ou diminuam com o, senos, e os cosenos respectivamen-

' tE: t;tmbcm com os co>enos, he !aremos :\.s seguintes fónnu
lns, que nos vão dar outras mais commodas para os cal~ulos 
da Trigonometria: 

sen (a + b) + sen (a - b) = 2 sen a cos b 

scn (a + b) - sen (a - b) = 2 seu b cos a 

cos ·(a+ b) + co~ (a - b) = 2 cosa cos b 

co ; (a + b) - cos (a - b) = - 2 sen a sen b 

Se ao arco a+ b chamarmos p; e ao arco a - b chamar
mo2 q; isto é, se fôr 

a+b=p a-b=q 
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veremos que os valores de a e de b serito respectivamente: 

1 
b=- (p-q) 

2 

porr1ue se sommarmos os dois valores de p e q acharemos: 

a+b+a-b = p+q 
ou 

p+q 
a=---

2 

Se diminuirmos, ael1aremos: 

a+b-a+b=p-q 
ou 

2b=p-q 
p-q 

.·. b=-2-

Introduzindo estes valores de n e de b, e os valores a+ b 
e a - b nas equações que obtivemos pela somma e subtra
ção, acharemos as seguintes equações: 

1 1 
seu p + sen q = 2 sen 2 (p + q) cos 2 (p - q) (20) 

1 1 
sen p- sen q = 2 sen 2 (p - q) eos -2 (p + q) (21) 

1 1 
cos p + cos q = 2 cos 2 (p + q) eos 2 (p - q) (22) 

1 1 
coa p- cos q = - 2 sen 2 (p + q) sen 2 (p - q) (23) 

equações estas que são proprias para tornar calculaveis por 
meio de logarithmos a somma ou a differença de dois senos 
ou rle dois cosenos. 

Pnm transformar em producto a somma ou a differença 

l 
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sen a 
de duas tangentes, bastar-nos-ha lembrar que tg a= --

cosa 
sen b 

c que tg b=-
cos b 

E portanto será : 

sena sen b 
tga +tgb= --+-· --

cosa cos b 

ou reduzindo ao mesmo denominador: 

aen a coa b + aen b coa a 
tg a+ tg b = --------

coa a coa b 

l\fas pela fórmula (12) é o numerador egual a sen (a+ b), 
e portanto : 

scn (a+ b) 
tga+tgb= ---'-

cosa cos b 

Se em logar da somma fizermos a differença, apparccér
nos-ha : 

ou 

aen a aen b 
tg a - tg b = -- - --

cosa coa b 

sen a cos b - sen b cos a 
tg a - tg b = --------b-

cos a cos 
e pela fórmula (11) : 

aen (a- b) 
tga-tg b = ---

cosa cos b 

Reunindo as duas fórmulas n'u~ geral, será: 

sen (a+ b) 
tg a + tg b = --'-=--'

cosa cos b (24) 

fórmula esta perfeitamente propria para ser c::tlculada pe
los logarithmos,como acharamos tambcm para a somma e dif· 
ferença doa seuos e cosenos. 
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THEOREMAS CORRESPONDENTES ÁS FORMULAS 
ANTERIORES 

8ào estas fórmulas, devidamente marcadas de (1} a (24), as 
princi paes e mais usuaes da Trigonometria, e que correspondem 
aos theoremas que passamos a enunciar, theoremas que é ne
cessario saber de cór, porque alguns são de uso constante; e 
para alguem poderá ser mais facil reter o theorema do que a 
fórmula, e por isso os enunciamos, indicando pelo numero en
tre parenthesis qual a fórmula a que se refere: 

(1) A somma dos quadrados do seno e coseno de um ar
co ó egual á unidade. 

(2) A somma do quadrado da tangente de um arco e a 
unidade é eg-ual á secante quadrada do mesmo arco. 

(3) A somma do. quadrado da cotangente de um arco e a 
unidade é egual á cosecante quadrada do mesmo arco. 

(4) A tangente de um arco é egual ao quociente do seno 
pelo coseno do mesmo arco. 

(5) A secante de um arco é egual ao quociente da uni-
dade pelo coscno do mesmo arco. 

(G) A cotangente de um arco é egual ao quociente do 
coseno pelo seno do mesmo arco. 

(7) A cosecante de um arco é egual ao quociente da uni
dade pelo seno do mesmo arco. 

(8) O producto da tangente pela cotangente de um arco 
é egual á unidade. 

(!:!} O coseno da differença de dois arcos é egual á som-
ma dos productos dos cosenos e seuos dos mesmos arcos. 

(10) O coseno da somma de dois arcos é egual á diffe
rença dos productos dos cosenos e senos dos mesmos arcos. 
· (11) O seno da differença de dois arcos é cgual á diffe

rença dos productos do seno de um arco pelo coseno do ou
tro. 

(12) O seno da somma de dois arcos é egual á somw 
dos productos do seno de um arco pelo coseno do outro. , 

(13) A tangente da somma ou differença de dois arcr e 
rgu:ü ao quociente da somma ou difforença das tang,ites 
d'esses arcos pela differença ou pela sonami da unidad e o 
producto das taugentes d'es es mesmos arcos. 



. ( 

TRIGONOMETRIA 35 

(14) O coseno de um arco é egnal :\. differença dos qua-
drados do coseno e seno do arco sub-duplo. 

(15) O seno de um arco é <;gual ao dobro do producto do 
seno pelo coseno do arco sub-duplo. 

(16) A tangente de um arco é egual ao quociente do do-
bro da tangente do arco sub-duplo pela diiferença entre a 
unidade e o quadrado ela tangente do mesmo arco sub-duplo . 

(17) O coseno de um arco é egÚ.'tl Á. raiz quadrada da 
metade da somma da unidade e o coseno do arco duplo. 

(18) O seno de um arco é egual á raiz quadrada da me-
tade da differença da unidade e o coseno do arco duplo-

(19) A tahgente de um arco é egtrnl á. raiz quadrada ·do 
quociente da differença pcl::l. somma da unidade e o coseuo elo 
areo duplo. 

(20) A somma de dois scnos de dois arcos é egual a 
duas vezes o producto do seno ela semi-somma dos arcos pelo 
coReno da semi-differença dos mesmos arcos. 

(21) A differença de dois senos de dois arcos é egual a 
duas vezes o producto do seno da semi-differença dos arcos 
pelo coseno da semi-somma dos mesmos arcos. 

(22) A somma de dois cosenos ele dois arcos é egual a 
duas vezes o producto do coseno da semi-soroma pelo coseno 
ela semi-clifferença dos dois arcos. 

(23) A differenca de dois cosenos de dois arcos é egual 
a duas vezes o producto do seno da semi-somma pelo seno d~\ 
semi-differença cl'esses mesmos arcos. 

(2±) A somma ou a differença de dtias tangentes de dois 
arcos é egual ao quociente do seno da semi-somma ou da 
semi-differença d'esses arcos pelo proclucto dos cosenos das 
dois arcos. 

Alêm d'estes ha ainda alguns outros theoremas que não 
enunciámos aqui, apezar de termos dado as fórmulas; e outros 
aos quaes nem nos referimos na deducção das fórmulas; mas 
tanto aquelles como estes são de uso menos commum, e por 
isso os não enunciámos. 
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:RESOLUÇÃO DOS TRIANGULOS 

Resolver os triangulos é, corno já sabemos, o fim da Trigo· 
nometria. Ist0 é: pode dizer-se que a Trigonometria tem por 
fim calcular tres dos seis .elementos de um qualquer trian
gulo, quando são dados os outros tres elementos. 

Os elementos de um triangulo qualquer são-os tres lados 
e os tres angulos; e para que o problema seja definido é ne
cessario sempre que entre os elementos conhecidos esteja pe
lo menos um lado. 

Como, poTêm, a resolução de um triangulo se funda em de
terminadas relações existentes entre os lados e os angulos de 
um qualquer triangulo, isto é, entre os lados e as funcções 
circulares dos angulos do triangulo, por isso deduziremos 
primeiramente essas relações, que nos serão nccessarias para 
a resolução dos triangulos. 

Segundo o uso representaremos pelas lettras A, B, C, os an
gulos de qualquer triangulo, servindo-nos as lettras a, b, e, 
para respeetivamente representarem os lados oppostos aos 
angulos, que dissémos serem designados por A, H, C, sendo 
sempre A o angulo reeto nos triangulos reetangulos. 

RELAÇÕES ENTRE OS LADOS E OS ANGULOS 
DE UM TRIANGULO RECTANGULO 

Supponhamos que, conforme as convenções atraz admitti
das, temos (fig. 5) o triangulo ABC em que A é um angttlo 
recto. 

Em relação a qualquer triangulo rectangulo podem sempre 
affirmar-se os seguintes theoremas: 

1.0 Qualquer dos cathetos é egltal á ltypothenusa multiplica
da. pelo seno do angulo opposto ou pelo coseno do angulo com
prehendido enf:re o catheto e a hypothenusa. 

2. 0 Qualque1· dos cathP.tos é e,q•J.al ao outro mulf.ip'licado pela 
tangenl.e do angulo opposlo an primeiro cat.heto. 

Para demonstrarmos estes dois theoremas descrevamos do 
ponto B, como centro, e com um raio egual á unidade, um ar-
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co de circulo E F e pelo ponto F tiremos F P perpendicular 
aBA. 

Os dois triangulos BP F e B A C são similhantes por te
rem todos os tres angulos eguaes. E por isso teremos 

ou pela definição de coseno 

e a 

cos B 1 
e portanto 

e =a cosB (25) 

Como o augulo em C é ·complemento de B, por ser o an
gulo A de !J()Q; e porque o seno de um angulo é o coseno do 
seu complemento; teremos . 

sen C = cos B 

e portanto, substituindo na fórmula, será 

c=asenC 

E do mesmo modo para o outro lado será: 

b=acosC e b=a sen B 

Para demonstrarmos o segundo thcorema tiremos a tangen
te TE; e então teremos nos dois triangulos similhantes A B C 
eEBT 

.AC .AB 

ET BE 

ou, pela definição de tangente, 

b e 

tg B 1 
e portanto: 
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E para o outro lado 
b=c tg n 

C=b tg C 

(26) 

Poderíamos tambem exprimir em cotangentes, mas não é 
tão usual. 

Alêm d'estas fórmulas ha ainda as .bem conhecidas fórmu
las de Geometria: 

a2= b~ + c2 

RELAÇÕES ENTRE OS LADOS E OS ANGULOS 
DE UM TRIANGULO QUALQUER 

Em qualquer triangulo dào-se sempre os dois seguintes 
tbeoremas: 

1.0 O quadrado de um qualquer lado é egztal á somma dos 
quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o pi·orlucto 
d'estes lados pelo coseno do an,qulo por elles comprehendido. 

2. 0 Os lados de qualquer triangulo são sempre proporcionaes 
aos senas dos angulos oppostos. 

Para demonstrar o primeiro tbeorema consideremos (fig. 6) 
o triangulo A B c,-e- do ponto C tiremos a perpendicular CD, 
que é a altura do triangulo. 

Assim teremos formado dois triaugulos rectaugulos A D C 
e BD C. 

Ora, pela Geometria, sabe-se que no triangulo A B C é: 

quando consideramos o lado a opposto a um angulo agudo A: 
por que no triangulo G BD é 

a2= CD2+nB2 

Mas no triangulo A D C é: 

CD2=b2-AD2 e portanto será : 

a2 = b2 _ A D2 + D 1:J2 
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M~ BD=AB-AD=o-AD 

e portanto 

a2=b2-A D2 + (o-AD)2 

Desinvolvendo, vem 

e afino! 
a2 = /,2 - A n2 + c2 + A D2 - 2 e. A D 

a2 = b2 + c2 - 2 e. A D 

39 

Mas no triangulo AD C, por ser rectangulo, temos (25) 

AD=bcos A 

e substituindo na fórmula anterior vem afinal o theorema 
primeiro que queríamos demonstrar: 

a2 = b2 + c2 - 2 b o cos A (27) 

Ainda poderíamos suppôr (fig. 7) que o lado em questã-0 era 
opposto a um augulo obtuso. E cnt1to, se n'esse.caso abaixar
mos de C a rect.a CD teremos pela Geometria : 

a2 = b2 + c2 + 2 e. A D 

porque no triangulo CD B é: 

a2 = () n2 + D B2 

Mas no triangulo C A D é 

J\[us 
n portauto 

e ::final 

C n2 = i2 - D A2 e portanto 

0 2 = 1,2 _ 1.J A2 + D B2 

- . 
B n2 = (c+ADi2 

a2 = b? - LJ Jl2 + c2 + A D2 + 2 e. A D 

a~ = z,z + c2 + 2 e. A D 
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Mas no triangulo CAD, por ser rectangulo, temos 

AD= b cos CAD= b cos (180-A) 
AD=-bcos A ' 

pelo que já vimos no principio d'este livrinlrn. 
E substituindo na fórmula dada pela Geometria virá do 

mesmo modo: 

E portanto poderemos com esta relação fundamental for
mar as trcs seguintes equações, que servem para resolver os 
triangulos obliquangulos: 

a2 = b2 + c2 - 2 b e coa A 
b2 = c2 + a2 - 2 e a cos B 
c2 = a2 + ó2 - 2 a b cos e 

Para demonstrar o segundo theorema consideraremos ain
da os mesmos dois triangnlos (fig. 6 e 7) i!ivididos em dois 
triangulos rectaugulos, cada um d'elles pela perpendicular 
C D. E teremos, pelas propriedades dos triangulos re<.:taugu
los.: 

e portanto 

d'onde 

C D = a cos B CD = a sen B 
CD = b cos A G D = b sen A 

a sen B = b sen À 

a b e 
---=--- = ---
sen A sen B sen e - (28) 

porque para esta terceira cgualdade bastaria baixar a per
pendi-cul.ar do ponto A sobre C B e fazer identicas conside
rações. 

• 
RESOLUÇÃO DOS TRIANGULOS RECTANGULOS 

Varios são os problemas que se podem dar na resolução 
d'estes triaugulos, mas todos eiles se resolvem pelas fórmu-
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las que atraz concluimos quando tratámos das relações (25 e 
26) dos triangulos rectangulos. 

Siwponhamos as hypotbeses dos quatro seguintes casos. 

1.° C.A.SO 

São dados só os dois catl1etos b e c. 
O angulo B é dado pela fórmula 

b=ctgB 

o augulo e é dado por 

B + C= 90 

A hypotheuusa é dada por 

b =a sou B 

b 
tgB=-

e 

C=90-B 

b 
a=---

sen B 
E, empregando os logarithmos, temos 

log tg B = log b - log o 

log a = log b - log sen B 

2.0 O.A.80 

E' dada a hypothenusa a e um catheto b. 
b 

Pela fórmula b =a sen B temos sen B =
a 

E a fórmula 

dá-nos 

log sen B = log b - log a 

C=90-B 

o= a cos B 

log e = log a + log cos B 

E portanto o valor de e, que poderia ser dado pela equação 

c2= a2-b2 

expressa em quantidades conhecidas nos dados da questão, 
podeqdo transformar-se em 
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c2=(a+b) (a- b) 

1 
log e= 2 flog (a-t- b) + log (a- b)] 

3.° CASO 

E' dada a hypolhenusa a e um angulo B. 
'l'eremos 

0=90º-B 

b =a sen B 

log b = log a + log sen B 

C= ll cos B 

log e = Iog a + log cos B 

4.° CABO 

E' dadQ um catheto b e o angulo opposto B. 
Teremos 

0=900-B 

b 
.·.a=--b=a senB 

sen B 
log a = log b - log sen B 

b 
b=ctgB "· c=--

tg B 

log e = log b - log tg B 

RESOLUÇÃO DOS TRIANGULOS 
OBLIQUANGULOS 

Varios são os casos que se podem dar na resolução dos 
triangulos obliquangulos. E, do mesmo modo que fizemos 

[ 
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para os triangulos rectangulos, tambcm aqui consideraremos / 
os varios casos especificadamente. 

1.° CASO 

São dados um lado a e dois angulos B e C. 
Uomo a sornma dos trcs angulos do t.riangulo é egual a 180 

grnus, facilmente se reconhecerá o terceiro angulo, porque 
será: 

A=lBOº-(B+ G) 

Os dois lados b e e ser-nos-hão dados pelas fórmulas 

b a e a 

sen B sen A sen G sen.A 

porque tiramos d'aqui 

senB 
b=a--

sen A 

e portanto respecti vamente 

sen e 
C=a--

SCn A 

log b = log a + log sen H + clg sen A 

log e = log a + log sen C + clg sen A 

Em vez de empregarmos os complementarios dos logarith
rnos poderíamos das sommas dos logarithmos subtrahir depois 
os logaritbmos de seno A. 

Convem aqui lembrar que, quando se usar das tábuas de 
Callet, é necessario não esquecer subtrabir as 10 unidades 
que veem 11 rnll.ÍS na característica dos logaritbmos dos senos. 

2.° CABO 

Dão-se dois lados a, b, e o angulo A opposto a Wll d'elles. 
Já dissémos que da proporção 

b 

sen B 1 

1 

1 
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se tira uma determinada relação. l\Ias agora tiraremos ou
tra, porque nos convem achar o valor de sen B; e assim 
acharemos 

b sen A 
senB= ----

a 
~ port:mto 

log sen B = log b + log scn A + clg a 

o valor de e é calculado pela fórmula 

C= 180-(A+B) 

e o valor de e pela fórmula já empregada no 1.0 caso 

ou 

C= 
a sen e 
sen A 

log e= log a + log sen C + clg sen A 

(29) 

A fórmula (29) empregada aqui d:i logar a uma discus
são muito grande. E, para bem podermos apreciál-a, consi
deraremos tres casos que se podem dar em refencia ao divi-
dendo (b seu A) e ao divisor a. . 

1. 0 b sen A> a. N'este caso achar-se-bia para sen Bum 
valor maior do que 1, o que é impossível, porque o seno só va
ria entre+ 1 e -1. Portanto quer isto dizer que o angulo B 
não existe, e que n'este caso o problema é impos ivel. 

2.0 b sen A= a. Pela fórmula (29) achar-se-ha sen B = 1, 
isto é, B = 9()0. 

Portanto, para que este valor seja admissivel, é necessario 
que o angulo A seja agudo, porque A+ C deve ser cgual a 
900 tambem; e por isso A = 900 não daria "oluçiio, porque 
não existiria o angulo C; bem orno, se o angulo A fôsse maior 
do que 90 graus, tambem não haveria solução alguma. 

3.0 b sen A< a. Portanto scn B menor do qne 1. 
O valor de sen B corresponde a dois angulos supplementa· 

res; e por isso é neressario ver, qual dos anl.{tilos satisfaz ao 
problema e qual d'elles não satisfaz, se assim pode succeder. 

Os dois angulos são certamente um angulo agudo e outro 
obtuso, porque um é o supplemento do outro. 
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Designando pois por p, o anguJo agudo, que as U1buas nos 
dão, teremos 

sen P, = 
b sen A 

a 

E, para discutirmos este caso, supponhamos ainda 

Pela primeira hypotbese e pela fórmula (29) logo podere
mos concluir que A> B; pode portanto tomar-se B = P,, o que 
dií logar a uma uniea solução. 

Pclfl. segunda hypothese npparece·nos logo B =A, hypo
tbesc esta que só é admissivel quando o angulo A é agudo; 
e então bn fambem só uma unica solução. 

E finalmente pela terccirahypotbese vem A< B e domes
mo modo sen ~ > ~en A: pode-se, se o irngulo A fôr apudo, 
tomar ou B = ~ ou então B = 1{30- P,, admittindo o pro
blcrrm duas soluções. 

8e u'estfl. tflrceira hypothcse fôr pelo contrario obtuso o an· 
guio A, o problema será impossivel, porque, sendo B >A e 
sendo A obtuso, só a sommfl. d'estes dois imgulos passará de 
180 graus, e portanto não se poderá formar o triangulo, por
que a somma de todos os tres angulos deve ser egual a 
18()il. 

Para mais rapidamente se poder apreeinr o valor d'esta 
discussão, resumiremos tudo do seguinte modo: 

1 

b sen A>a 

lA>.91,0INào tem solução 
b sen A= a A = .90º 

A <DOP-Uma solução 

la> b-Uma solução: B = B 

l
A=.<10° ~ N 

a = b A >DOº 1 Nao tem soluçao 
b scn A<ª l A< [IOP-Uma solução : B = P, = A 

l A> .90'-Nào tem solução 

ª < b A< 90P-Duas soluções)~ : ~BO _ p, 

li 
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3.° CABO 

Dão-se dois lados b e e e o an,qulo com71rehendido A. 
A somma B + C dos dois angulos desconhecidos é egual 

a 180 - A por ser A + B + C = 180º 
Para calcularmos a differeuça recorremos á conhecida pro

porção da relação entre os lados e os angulos : 

b e 

seu B = sen C 
d'onde tiramos 

sen B + sen C 

b-c seu B-scn C 

Substituindo a somma e differença dos senos pelos produ
ctos (fórmnlas 20 e 21), teremos: 

1 1 
2 sen "2 ( B + C) cos 2 ( B - C) 

b-c 1 l 
2 sen 2 (B - C; cos2 (B + C) 

1 
b +e = tg 2 (B + C) 

b-c l 
tg 2 (B- C) 

O que se enuncia dizendo que : 
Em qualquer triangulo, a somma de dois lados esUi para ft 

sua dilfer1mça, assim como a tangente da semi-somma dos 
angulos oppostos eshí prrra a tangente da sua semi-differençrr. 

D'aquella fórmula ainda se tira: 

1 b-c 1 
tg -(B- O);= --tg-(B+ C) 

2 b+o 2 

ou, ainda, por ser 

! 
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B+ 0=180-A 

1 b-c 1 
tg-(B-C)=--cot-A (30) 

2 b+c 2 
pois que será 

e po1fanto 

l3+c A 
--=90---

2 2 

1 A 
tg- ( B + C) = cot -

2 2 

Recorrendo f1s tábuas dqs logarithmos, acharemos a semi
differcnça dos angulos B, G, pela fórmula 

1 1 
lg tg ~ (B - G) = lg (b - e)+ lg cot 2 A - lg (b - e) 

B-G 
Assim obt~remos -

2
-; e como B + G = 180 - A 

será 

B+G A 
--=90--

2 2 

Para obtermos B, bastará sommar os dois valores achados 
para a scmi-differença e para a semi-somm11.; se quizessemos 
antes G, bastarin então acharmos a differença entre aquelles 
mesmos valores. 

Isto é: 
1 1 

B= 2 (B+ G)+2 (B- G) 

1 1 
0=2 (B+G)-2 (B-G) 

Para depois calcularmos o lado a, basta recorrer á fórmula 

seu A 
a=b - -

senB 

1 

li 
li 
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log a = log b + log seu A - log seu B 

4.° CASO 

São dados os tres lados a, b, c. 
Recorrendo á fórmula (27) podemos tirar o valor: 

e, visto que 

IJ2 + c2-a2 
cos A= --'----

2 b e 

b2 + 2 b e+ c2- a2 
1 + cos A= --'----·----

2 bc 

1 
1 + cos A = 2 cos2 - A 

2 

como demonstrámos quando calculámos a fórmula (17), tere
mos 

1 b2 + 2 b e + c2 - a2 
2 cos2 - A= --'----'-------

2 2b e 

(b + c)2- a2 

2bc 

(b+c+a) (b+c - a) 

2 b e 

Ou, representando o perimetro do triangulo, isto é 
(a+ b +e), por 2 p1 virá a seg1otinte equação: . 

• 
1 2px(b+c-a) 

2 cos2 - A=------·--
2 2 b e 

/' 
e juntando e subtrahindo a ao factor entre parentbesis 

-~-

l i 

ll 
li 

l 
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2 cos2 .!_ A= 2_.o...p_,_( b_+-'--c_+_,__a ___ a __ a..:...) 
2 2 b e 

1 2pX2(p-a) 
2cos2-A= --

2 2 b e 

1 p (p-a) 
cos2 - À = -~'----' 

2 bc 

cos !._A= V(p-a)p 
2 b e 

(31) 

Assim como juntámos a unidade para chegar a esta fór
mula, poderiamos ter subtrahido da unidade o valor de cos A, 
e teriamos assim achado a seguinte fórmula (que apresenta
mos sem estar a desinvolver o calculo, porque nos levaria 
muito espaço, e necessitamol-o ainda para outros pontos a 
tratar): 

sen_!.A=V(p-b) (p-c) 
2 bc 

(32) 

E dividindo a equação (32) pela equação ( 31) teremos: 

tg.!. Á=v(p-b) (p-c) 
2 p(p,-a) 

(33) 

De todas estas tres ultimas fórmulas a (33) é a mais com
moda para empregar, quando se quer resolver o triangulo, 
porque, com os mesmos quatro loga.rithmos de p, (p - a), 
(p - b) e (p - e), se podem calcular todos os tres angulos, 
porquanto 

tg~ B=l /(p-al (p-c) 
2 V p (p-b) 

tg.!_ C= l /(p-a) (p-b) 
2 V p(p-c) 

1 

1 

Empregando os logarithmos, ach11.remos para A, por ex. 1 
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1 Ig (p - b) + Ig (p - e)+ clgp + clg (p - a) 
Ig tg 2 A = --"'-''---'-

2 

E do mesmo modo se procederia para os outros angulos, de
vendo não esquecer que é necessario attender aos comple
mentarios dos logarithmos para os fazer desapparecer na 
somma final. 

ÁREA DE UM TRIANGULO 

A área de um triangulo é cgual a metade do producto de 
dois dos seus Jarlos multijJlicado pelo seno do angulo por el
les comprehe11dido. 

SupponhHmOB (fig 6) que temos . o triangulo A B e, cujos 
lados são devidamente reprcsei1t11dos por a, b, e, lados res
pcetivarnente oppostos aos angulos A, B, C. 

Já atraz vimos que a altura CD do triimgnlo é egual a 
b scn A. 

E st1bemos pela Geometria qne a área de qualquer trian
gulo é egual a metade da base multiplicada pela altura. 

No triangulo a que nos estamos referindo será pois a área, 
se a representarmos por 'I' (inicial do triangulo), 

mas como 

será 

1 
'I'=-cX CD 

2 

CD= b senA 

1 
'l.'= - bc scn A 

2 (34) 

como havíamos enunciado logo no principio. 
Ha ainda outras expressões da Ílrea t!P. qualquer triangulo, 

que passamos a enunciar e de!IJonstrar tambem. 
A área de qualquer triangulo é egual a metade do qua

drado de um d. s seus lados, multiplicn<lo pelo prntlucto elos 
scnos dos angulos adjacentes, e divididv pelo seno da somma 
d'esses mesmos angulos. 

Pu~'l. demonstrar ial verdade, tomemos a fórrnuLt ( 34), que 

' 

I! 

" 
" 
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acabámos de deduzir relati vameute á :trea de um friangulo, e 
subsritnmnos b e e pelos seus respcdivos valore~ tirados das 
fórmulas (28), que são: 

sen B 
b=a--

aenA 

sen e 
C=a--

sen A 
apparccer-nos-ba: 

1 sen B sen G 
T = - a--- X a --- X scn A 

2 senA sen A 

ou fazendo as reducções: 

Mas como 

1 SCil fl SCD G 
'I'=- a2-----

2 sen A 

À=180-(B+ G) 

e porque os senos dos arcos supplementares são eguaes e do 
mesmo signal, será 

1 sen B aen C 
T=-a2----

2 sen(B+ C) 

Pode ainda dizer-se tambem: 

(35) 

A ftrea de um qualquer triangulo é egual á raiz quadrada 
do producto do meio-perimeti"o do triungulo pelas diffe.renças 
entre o ineio-perimct.ro e cada um dos htdus do t.riangulo. 

Para vermos isto, bastará lcml.irar que pela fórmula (15) te
mos 

1 ] 
sen A = 2 sen - A cos - A 

2 2 
mas pela fórmula (31) é 

cos__! À=' /p(p-a) 
2 V bc 

e pela fórmula (32) é 

sen _!_A=• /(p-b) (v- e) 

2 V "e 
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e portanto, substituindo estes dois valores, virá: 

ou ainda 

seu A=2l fp (p-a) (p-b) (p-c) 
V b2 c2 

seu A = ~ l I p (p - a) (p - b) (p - e) 
bc V 

e, substituindo na fórmula (34), .apparecer-nos-ha para o va-
li! lor da area do triangulo: 

r' 
1 

,I 

I! li 
/ 

li 

T = _! b e X ~ l I p (p - a) (p - b) (p - e) 
2 bc V 

ou simplificando: 

'Í'= V p (p-a) (p-b) (p-c) (36) 

Podemos ainda dar mais uma outra expressão da área do 
triangulo,alêm das que já deixámos mencionadas. E' a seguinte: 

A área de um qualquer triangulo é egual ao quadrado do 
meio-perímetro multiplicado pelo producto das tangentes das 
metades de todos os tres angulos. 

Pela fórmula (33) sabemos que: 

tg~ À=l /(p-b) (p-c) 
2 V p(p-a) 

tg ~B=l /(p-a) (p-c) 
2 V P (p-b) 

tg_! C=l f(p-a) (p-b) 
2 V P (p-c) 

E, multiplicando todas estas tres egualdades membro amem-
1 1 1 

bro, virá para (tg 2 A. tg-;& B. tg 2 C) o valor: 
l 1 
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. /(p-b) (p-c) (p-a) (p-c) 1p-a) (p-b) 
V p (p-a111 (p-b) p (p-c) 

Simplificando, vem: 

tg - A.tg-B.tg-C= (p-a) (p-b) (p-c) 1 1 1 v 
2 2 2 p3 

ou multiplicnndo ambos os termos da fracção por p: 

tg -A.tg- B.tg- C= p(p-a)(p-b)(p-c) 1 1 1 v 
2 2 2 p4 

e cxtrahindo a raiz ao denominador 

1 1 1 1.; 
tg 2 A. tg ?. B. tg 2 e=--:;;; V p (p- a) (p - b) (p - e) 

-1\Ias pela fórmula (36) é: 

T = V p (p - a) (p - b) (p - e) 

e na fórmula anterior podemos itinda multiplicar ambos os 
membros por p2, o que dará: 

1 1 1 v p2. tg -A. tg - B.tg - C = p (p-a) (p-b) (p-c) 
2 2 2 

l\Ias aqui o segundo membro é exactamentc a expressão da 
área;io triangulo dado pela fórmula (36). Por isso será: 

1 1 1 
T = p2. tg 2 A. tg 2 B. tg 2 C (37) 

• Todas estas fórmulas são calculaveis por logarithmos. 
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PRINCIPAES APPLICAÇÔ~S DA TRIGONOMETRIA 

Já. no principio dissémos que a Trigonometria era a partC' 
indispensavel da Topo,qraphia; e já indicámos ao leitor a lei
tura do opusculo que trata cl'rsta sciencia, que tem por fim 
descrever qualquer porção da superficie da Terra.. 

Não descreveremos ag·ora aqui os instrumentos com que H' • 

medem os angulos: -graphomelros,,qoniometros, bussolas, theo
dolitos, etc.,-que ficaram descriptos no livrinho da Topogro
phia ( • ); nem diremos o modo de se usar d'ellcs, nem aiud>1 
tambem quacs os meios empregados p1tra medir distanciaB, 
lemLrando que a cadeia metrica satisfaz em geral n'estas me-. 
rlições a que nos vamos referir. 

Diremos, porêm, que o terreno, que se quer medir ou defi
crever, se divide em triangulos, e que estes triangulos tecn1 
uma base que se mede (é um dos seus lados), e que os angu 
los são dados pelos instrumentos, servindo então as formu
las trigonometricas para calcular o valor dos outros dois la
dos. 

E diremos ainda mais como se podem resolver alguns pro
blemas muito usuaes que se incontram no estudo da Topogra
phia, e que são, vcrd11deiras applicações da Trigonometria. 

Problema I.-Acltar a altura de uma torre c"ju pé é accesi,i-
11el, estando a úase cotlocada sobre um ttn·eno sensivclminte ho
rizo11tal. 

Supponhamos que a torre (fig. 8) tem a altura S A e que o 
seu vertice é a cruz S; para medir esta altura collocaremos 
o instrumento"de medir os angulosa uma distm1cia da torre 
que seja quasi cgual á sua altura 1 pouco mais ou menos); com 
o instrumento lê-se o arco graduado a b, que mede o angulo 
formado pela horizontal que passa no iustrum. nto e pela linha. 
que se suppõe ir do instrumento ao vertice da torre (isto é, 
mede-se o angulo C do triangulo rectangulo S (} D); e com li. 
cadeia mede-se a dist>1ncia B A= CD que vai desde o ponto 
B até á. torre; e assin: teremos no tl'iangulo rectangulo 8 CD 
devidamente conhecidos o Ili.do CD e o angulo S () D, e por
tanto poderemos calculm· S D; bastará accrescentar-lhe ape
nas a altura DA egual a C B, que é a altura do i~trumen
to, para ter a altura procurada da torre. 

Se o angulo dado ptlo instrumento fôose de 450, teríamos 

(*) Vid. vol. ::):.CI da Bibliotlteca do Povo e da• E.colaa, 



logo a altura ela torre com a mecliçi'io da base, porque esta se
rfa egual á altura, por ser isosccles o triangnlo n'este caso. 

Problema II.-Aohar a altura de ttm edificio, d-. cuja base 
não é possfrel approximar-RP.. 

Qner isto dizer, suppondo agora a fig. 9, que se nito pode 
medir a distancia B A. 

Proceder-se-ha oois do seguinte modo: 
Colloca-sc o instrumento em B e mede-se o angulo S CD; 

trnnsporta-sc depois o instrumento pf1ra B' e mede-se o angu
lo S CI C; mede-se com a cadeia n distancia B B' = C C'. 

Ficaremos assim tendo no triangulo S O C dcvi.dnmentc 
conhecidos os angulos em C e cm C' o o lado comprchendido 
C C', e portanto ])Oderemos medir O lado S QI. 

Com o yalor d'este lado e com o valor do angulo S CID, 
que é o supplemento do angulo f:i cr C, resolveremos então o 
triangulo rectangulo S cr D, e assim teremos o valor de S D; 
bastará depois juntar a altura do inst.rumcnto C B =DA 
para termos o valor de S A, que é o valor procurado. 

Problema III.-Acltar a altura de uma qualquer montanha. 
i:>upponhfLmos que a altnra da montanha que se pretende 

medir é a recta S H ela fig. 10; para tal coust'gui.r, escolhere
mos duas posições ou estações para o instru1 1•ento ele medir 
os angulos, sendo nma, por exemplo, A, qne esteja proxima
mente no mesmo plano horizontal que passa pelo pé da linha 
S H, representativa ela altura da montanha, e sendo a outra 
13 a tal distancia que seja facil mcclil-a com a cadeia apro
priarla. 

Colloca-se o instrumento na estação .A, collocando cm B 
uma mira qualquer com a mesma alturn. do instrumento, e 
n't>sta estação medem-se successivamente os dois angnlos 
S C Jí. e S CD; muda-se depois o instrumento para B e a mi
ra parn A, e merle-se entil.o o augulo 8 D C; e por meio dos 
ealculos trigonometricos resoh·e-se o triangulo ,S CD por se 
conhecerem o lado CD =A B e os dois angulos adjacentes, 
vindo portanto a saber-se o valor do Indo s e. 

Resolve-se depois o triangulo red.nngnlo S C K por serem 
conhecidos o lado S C e o augulo S C K, e obteremos assim o 
vrilor de S K; bastará depois jnntar lhe mnis a altura do ins
trnmcnto, que é J{ H, para ter a altura procurada S II, co -
mo tlcsejavtimos. . 
Probl~ma IV.-Aclzar a distancia entre dois pontos, um do.• 

')1/aes é inaccessivel. 
Supponhamos que se quer saber n distnncia C A (fig. 11) 

entre o ponto A, ao qual ~e nào pode chegi•r, e o ponto C que 
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é perfeitamente accessivel, porque suppomos estar na margem 
do rio, representado na figura, onde estão marcados o ponto 
G e o ponto D que escolhemos depois para medir perfeita-

~ mente bem a base G D; colloca-se o instrumento de medir os 
angulos em O-e em D, e medem-se os angulos A G D e AD G, 
para podermos assim achar o angulo G AD, que é a differen
ça entre 180 graus e a somma d'aquelles dois achados pelo 
instrumento; bastará depois empregar as fórmulas trigono
metricas apropriadas para achar a distancia A G no triangulo 
A G D, quando são conhecidos os angulos em A e em De a 
distancia G D, isto é, para achar a distancia entre o ponto ac
cessivel G e o ponto inaccessivel A que está para além do rio. 

Problema V .-Achar a distancia entre dois pontos quaesquer, 
sendo ambos completamente inaccessiveis. 

Supponhamos ainda na mesma fig. 12 ·que os dois pontos, 
entre os quaes se deseja achar a distancia, sejam os dois pon
tos A e B, ambos elles do lado opposto áquelle onde nos acha
mos, considerando ainda que estamos na margem de um rio. 

Escolhemos do lado onde estamos uma base CD que me
diremos com todo o cuidado; e, estacionando em dois pontos G 
e D, medimos, com o instrumento de que dispuzermos, os an
gulos .A G D, B G D e A G B no ponto G, e os angulos BD C 
e AD G no ponto D. 

Temos assim os necessarios elementos para podermos, por 
meio das fórmulas trigonometricas, calcular os lados A G e 
B C dos triangulos A CD e B CD, uma vez que em ambos 
se conhece o lado CD e os angulos que formam os triangulos.. 

Conhecidos estes dois valores de A C e B C, poderemos re
solver o triangulo B A C, porque tambem conhecemos o angu
lo em C; e assim teremos o meio de achar o valor de A B, que 
é a distancia procurada, como dissémos logo no começo do 
problema. 

Problema VI.- Dado um determinado alinhamento, preten
de-se prolongál-o para além de um obstaculo que não permitte 
vêr a direcção do alinham•nto. 

Supponhamos na fig. 12 que uma montanha O não deixa-vêr 
o alinhamento A B que se necessita prolongar para alêm da 
montanha. 

Para isto, mede-se com a cadeia a distancia entre os pon
tos A e B, e escolhe-se uma estaçw E d'onde se possam vêr 
não só os pontos A e B como ainda o terreno onde se deverá 
fazer o prolongamento do alinhamento A B. 

Com o instrumento de medir os angulos medem-se os angu
los A e B do triangulo A BE estacionando respectivamente 
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em A e B, e calcula-se pclns fórmulas da Trignnometria o la
do A E. 

Do ponto E dirige-se um alinhamento E F para o terreno 
onde se deve fazer o prolongamento desejado, e mede-se o 
angulo A E F estacionando com o instrnmento em E. 

Este alinhamento prolongado ha-de ir incontrar o alinha
mento A B depois de prolongado, como se quer fazer, e sup
ponhamos que seja e o ponto do incontro dos dois. alinha
mentos: teremos assim formado o trinngulo A C E, onde se 
conhece o lado A E e todos os angulos do triangulo; e por
tanto poderemos cnlcular o valor de E C. 

Bastará pois no alinlrnmento E F marcnr uma distfmcia 
egual a E C incontrada pelo cnlculo, pnra ter o ponto C; e 
depois estacionar em C e traçar ahi um alinhamento CD que 
faça com o outro alinhamento E C um angnlo egual ao sup
plemento do augulo A C E, para ter resolvido o problemfl. de
terminando a linha D C O que é o prolongamento da linha 
A B para alêm da montanha O, como desejavamos, e que nos 
servia de obstaculo para o poder fazer ao modo usual. 

TÁBUAS TRIGONOMETRICAS 

Estas tábuas apresentam-se de duas differentes espccies: 
podem ter inscriptos os valores das relações trigonometr icas 
correspondentes aos differentes augulos expressos em grnus, 
ou podem ter inscriptos os logarithmos de taes relações. 

São estas ultimas as que mais acceitação teem na práctica; 
e apezar de haver differenças entre as tábuas, conforme os 
auctores, só nos referiremos ás tábuas de Callet por serem as 
mais usadas geralmente. 

Não comporta este livrinho o intrar em considerações rela
tivas aos processos empregados para a construcção das tá
buas dos logarithmos de taes relações; e nem mesmo aqui 
dnremos alguns princípios relativamente á construcção das 
tábuas, porque o que mais nos convem é saber como ellas es
tão dispostas, e como nos deveremos servir do seu auxilio. 
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DISPOS1ÇÃ.O DAS TÁBUAS. DE CALLET 

Nas tábuas de Callet ba sempre em primeiro Jogar as t:í.
buas dos logaritbmos dos uumeros, tábuas cujo uso já ficou 
explicado uo li vi'iuho de Algebra ( *) e de que neces8it1tmos 
tambem nos calculos trigonometricos. 

Nas tabuas trigouometricas, que se seguem áquellas, ha dois 
grupos distiuétos. 

O primeiro grupo contêm os logarithmos dos senos e das 
tangentes de segundo em segundo para os cinco primeiros 
graus, os quaes logarithmos são t:imbem os dos coseuos eco
tangeutes elos angulos de 90º a 85º. Os graus estão marcados 
ua parte superior e na parte inferior da pagina: os seuos e 
o~ cosenos estão na pagina da esquerda, as taugentes e asco
tangentes na pagin,L da direita. Aos graus marcados no alto 
das paginas são referidos os minutos, marcados no alto das 
columnas, e os segundos, marcados na primeira columna á es
querda. Os minutos marcados ua parte inferior das colutnnas 
e os segundos collocados na ultima eolumua da direitn refe
rem-se aos graus que estão marcados na parte inferior das 
mesmas paginas. 

· A este grupo de tábuas segue-se o d'aquellas que dão os 
logarithmos dos senos, cosenos, tangentes e cotangentes des
de oo até 900 calculados de 1011 em 10". Os graus desde oo até 
450 são os que apparecem marcados no alto das paginas, ten
do os minutos e os segundos que lhes correspondem marcados 
nas duas primeiras columnas da esquerda. Os graus desde 450 
até 90º estão mareados na parte inferior das mesmas paginas, 
e os minutos e os segllndos que lhes dizem respeito nas duas 
ultimas columnas da direita. 

Na parte superior das paginas teem as columnas os seguiu · 
tes títulos : 

Senas Casenas Tangentes Catangentes 

e na parte inferior e em conespondencia eom estes mesmos 
titulos ha estes outros : 

Cosenas Senas Cotangentes Tungentes 

(*) Vol. XIV da Bibliotheca do Povo e das Escolas. 
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Os 1111meros comprehendidos em cada uma das columnas 
incimacfas por aqneUes títulos silo os lngarithmos das linhas 
rcspect1vas ao numero de graus, minutos e segundos, indica
dos respectivarncnte na pagina e columnas lateraes. 

Cacln. columna de logarithmos é seguida. de outra que con
têm as differençns entre dois logarithmoR consecutivos das 
tab1rns. 

P:ua as tnng-cntes e cotangcntes ha só uma colu1rnrn dé dif
fereuças rom1nuns, visto que a diffflrença entre os logru·it.hmns 
dlls tang"entes de <lois arcos é <'gnal á difforença cutre os lu
garirhmus d·ts cotangentes d'esses me~mos arcos, porque, pa
ra vermos isso, basta lembrar que: 

e portimto 

tga X cota= 1 
tgb X cot b = t 

1 
tga=---, 

cotg a 

] 
tgb=-

cotg li 

e, achando a relação entre estas-duas egualdades, será.: 

1 

tg a cotg a cotg b 
--=---=--
tg b 

e tom:rnrlo os logaritbmos: 

1 

cotgb 
cotga 

lg tg a - lg tg b = lg cotg b - lg cotg a 

como h:wiamos asseverado. 
Os nri:os superiores dft pagina são complementos dos arcos 

inferiores; e por isso, quando n'umas columnas está seno na 
piu-te s11perior, deve estar ooseno na parte inferior. 

Assim se procurarmos nas tábuas o logaritbmo elo seu 
30º, 25', 40'', acharemos o s<'guinte valor !J.7045382, tendo 
sido os graus procurados no alto da pagina e os minutos e os 
segundos na~ duas primeims columnas da esquerda da mes· 
ma pagina. 

Mas, como o seno <fo um ai·co P. o coePn<' rlo seu complemen
to, poderíamos procurar o log. do cos 5!Jl', 3±', 20'', procuran-
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do em baixo os graus e nas ultimas columnas da direita os 
minutos e os segundos e incontrariamo8 exactamente o mes
mo valor. 

Serve isto ainda para demonstrar que bastaria ter 08 ar
cos até 45ª, porque de 450 a 90º, 08 logarithmos dos seno8, 
cosenos, etc. e estas mesmas relações teem valores eguaes 
aos logarithmos dos senos, cosenos, etc., dos arcos complemen
tares. 

N'estas tábuas de Callet para evitar o emprego das cara
cterísticas negativas juntou-se 10 a todos os logaritbmos ne
gativos; isto é, 08 logarithmos das linhas trigonometricas 
teem a mais um complemento nas tábuas a que nos estamos 
referindo; e cumpre não esquecer no final do calculo suppri
mir esse tal complemento que apparece a mais. 

Quando se empregam as características negativas, não é 
pois necessario ter tal cuidado; mas cumpre então ter mui
ta cautela com os signaes das características dos logari
thmos para não esquecer alguma característica negativa, e 
que tomada como positiva iria transtornar tudo. 

Ha porêm ainda uma excepção no augmento dos comple
mentos que dissémos terem sido augmentados aos logarith
mos das tábuas de Callet ; essa excepção dá-se quando as ca
racterísticas depois de augmentadas apparecem eguaes a 10 
ou superiores, porque então não se lhe augmcnta o comple-
mento. ' 

Os senos e os eosenos de oo a 90º, as tangentes de oo a 450 
e a.s cotangentes de 450 a 90º teem o augmento do comple
mento: as outras linhas trigonometricas não o teem, e são el
las as tangentes de 450 a 90º e as cotangentes de oo a 45º. 

USO DAS TÁBUAS 

Dois diversos problemas se podem apresentar para serem 
resolvidos pelas tábuas. 

Problema I. - 8endo dado o numero de graus, minutos e 
segundos de um arco menor do que 900, achar o logaritbmo 
do seno, co,seno, tang:ente ou cotangente d'esse arco. 

1.0 cAso.-0 arco dado contêm graus, minutos e dezenas 
de segundos exactas. 

Ex.: Procura-se o logaritbmo de seno de 30º, 251, 40''· 
Como o numero de graus é menor do que 450 procura-se na 

parte superior da pagina 30Q, e depois os 25' na primeira co
lumna da esquerda, e os 4011 na columna immediata á esquer-
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da d'esta, e seguindo em frente d'este ultimo numero e naco
lumna dos senos achar-se-ha: 

log sen 300, 25', 4011=9,70-15382 

Se o numero de graus fôsse superior a 45, então procurar
se-hla o numero de graus na parte inferior, o numero de mi
nutos na ultima columna da direita, e subindo na columna á 
esquerda d'esta o numero de segundos; procurando depois 
n'esta direcção e na columna de senos, se fôr o logarithmo do 
seno que se deseja, achar-se-ha o logarithmo procurado. 

Se se pedir, por exemplo, o seno de 63°, 181, 2011, e se pro
curar como dissémos, achar-se-ha: 

log sen 63º, 18', 2011=9,9510532 

Para as demais linhas trigonometricas que são dadas pelas 
tábuás, proceder-se-hia exactamente do mesmo modo, sendo 
então os logarithmos procurados nas columnas marcadas com 
o nome da linha trigonometrica em questão. 

2.0 cA.so.-0 arco dado não só contêm graus, minutos e de
zenas de segundos, mas ainda mesmo unidades e fracções da 
unidade. 

N'este i:aso o arco está comprehendido entre dois que dif
ferem entre si 10" porque os logarithmos estão calculados de 
10 em 10 segundos. 

E' por isso necessario calcular quanto se deverá juntar ao 
logarithmo da relação trigonometric:i correspondente ao arco 
menor ou maior, conforme se tratar dos senos e tangentes ou 
dos cosenos e cotangentes. 

Para fazer tal calculo, recorre-se ao principio seguinte: 
As diff'ere:nças entre os logarithmos de uma mesma linha tri

gonometrica são proporcionaes á diff erença dos arcos, quando 
estas d?ff'erenças são muito pequenas. 

Não é verdadeiramente rigoroso tal principio, mas na prá-
ctica é sufficiente. 

Chamemos 6. a differença entre dois logarithmos consecu
tivos das tábuas, S a differença entre o arco dado e o imme
diatamente menor das tábuas, quando se tratar de um seno ou 
de uma tangente, e o immcdiatamente maior quando se tra
tar de um coseno ou de uma cotangente; e chamemos 6.' a 
differença entre os logaritbmos d'estes dois angulos, o dado e 
o das tábuas, maior ou menor, conforme o caso. 

Pelo principio antecedente, será: 



d 'onde Ee tira 

mm TOTTIRr.A no rovo 

10'1 6. 
-s--=t;; 

!Yx6. 6. 
6.'=--- =-X ó 

10 10 

O que se pode traduzir n:i seguinte regra pdctica: 
Procura-se a differença Pntre os dois logarit.hmos consecuti-

vos, entre os quaes está comprehendido o logarithmo do arco ) 
rlarto, divide-se es.m dijjerença por 10, e o quociente multi-
7hca-se pelo dijjerença entre o arco dado e o proximamente 
me'ltor das tábuas, se se trata de senos ou tangP'lllPs, ou o pro
ximamente maior, se se trata de cosenos e cofaagentes; e a par-
le inteira do productojunta-se ao loga>'ithmo dado pelas tábuas 
para o arco menor on maior, conforme a linha trigonometrica 
proettrada .fôr sPno e tangente ou coseno e cotangent~. 

Estas differenças do arco menor ou maior sã() provenientes 
de que os senos e as tangentes augmentam com os arcos, 
emtanto que os cosenos e as cotangentes diminuem quando o 
arco augment:t. 

Problema II.-Achm· o numero de grnus, minutos e segun
dos do arco que correspond:t ao Ior-arithmo de um seno, co
seno, tn.ngcnte ou cotangente, que for dado. 

Podem n'este segundo problema darem-se ainda tambem 
·• dois casos. 

1.• CAso.-Se o logarithmo dado existe nas tábuas, natla 
mais temos do que procurar na columna da linha trigonorne
tricfl., cujo logaritluno é dado, o numero exact:tmentc egnal ao 
qr1e temos no prolilPrna, e vêr dC'pois a quantos graus, minu
to~ e Bflgnndos correspomlC', lcmbrnndo-nos sempre que aos 
~raus da parte superior correspondem os minutos e sf'gnndos 
das colurnnas aa estiuerd>i, e aos da parte inferior os dos 
minutos e segundos da direita, eRtando sempre os segundos 
na mesma linha horizontal que o logarithmo dado. 

Tomar-se-hão os graus da parte superior ou inferior das 
tábuas, conforme o titulo da linha trigonometrica estiver na 
parte superior ou inferior dns mesmas tábuas. 

Se se pedir, por ex., o arco x do 

log sen x = 9,9510532 
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procura-se este logarithmo nas tábuas e nas columnas que 
teem por titulo seno ua parte enp"rior ou iufcrior; e, incon -
trando-o, nota-se que o titulo está na parte inferior e que por
tanto se dever/to lêr os graus inforiorrncnte, e os minutos e 
segundo< na direitn da pagina. 

E procedendo d'este modo incoutra-se 11a mesma linbll. ho
rizontal 20'', na outra eolumna 181, e uu parte inferior 63º. 

Portanto o arco será; 

X= 630, 181, 2011 

2.° CASO. -Quando o logarithmo dado se não incontra nllS 
tábuas \caso este que é muito frequente), é nccessario recor
rer novamente ao principio elas diffcre111,ms que atraz vimos 
já, e conservando ainda exaetamentc as u1esmaH 11otnc;ikH, 6., 
6.', e li teremos que da propor~ào 

se tira 
10 X 6.1 

ll=---
6. 

E portanto deveremos; procurar nas tábuas os logarithmos 
entre os quaes está comprehendido o lngarithmo chido, e to
mar sempre aquelle que está do lado cio titulo da linha tri
gonometrica em questão; achar a differença entre este loga
rithmo e o logaritlnno dado (differença que é o 6.'); e pôr por 
ultimo em execução a seguinte regra práctica: 

A diff"erença entre o logai·ithmo dado e o proximamente me
no1" quando se trata de senos e tangentee, ou o proxi:mamente 
maior, quando nos referimos a coeenos e ootange11tes, multipli
ca-se por 10; e divide-se este prod'Ucto pela differença dos dois 
logarithmos, entre os quaes está comprehendido o logarith?J10 
dado, isto é, pela dijj'erença das tábuas; e o quociente obtido, 
que exprime segundos, junta-se ao valor do arco que tomámos 
nas tábuas. 

FIM 
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