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TRIGONOMETRIA

PRELIMINARES

Medir qualquer grandeza é compardl-a com uma segunda,
escolhida para wnidade, afim de conhecer quantas vezes uma
ge contém na outra (%),—devendo, bem intendido, a escolhi-
da para unidade ser do mesmo genero d’aquella que se dese-

ja medir.

Asgsim & que, para conhecermos o pezo de qualquer objecto,
teremos de comparil o com o pezo de um determinado corpo,
—pezo que foi escolhido para unidade, e a0 qual no systema
metrico-decimal se convencionou dar o nome de gramma.

Pelo mesmo motivo, para conhecermos qualquer extensdo,
teremos de a comparar com outra extensiio tambem devida.
mente escolhida, e conhecida pelo nome de metro.

Esta unidade — mefro— tanto nos pode servir para medir as
extensdes em linha recta como em linha curva.

D'entre as linhas curvas ha, porém, uma, cuja férma regu-
lar, e enja propriedade notay el e mui p¢ articular —de ter to-
dos os seus pontos equidistantes de outro ponto no interior da
figura por ella formada, ponto esse que tem o nome de cen-
{ro,—mereceu mais especial attenciio, e originou até uma
nova m(mmra de medir todas as outras linhas curvas que

gatisfazem 4 mesma propriedade.

(#) Todos os leitores da Bibliotheca do Poro e das Escolas, apprenderim
ifl certamenle isto mesmo no vel. V, que trata da Arithmetica Practico; mas
niio & ocioso lembril-o aqui agora, para melhor poderem seguir o contexto
d’este livrinho.
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Referimo-nos aos arcos de circulo, e 4 circumferencia, —is-
to é, 4 linha curva que satisfaz & citada propriedade, —linha
curva que toma o nome de arco de circulo, quando apenas
represente uma parte incompleta da circumferencia.

N’esta nova maneira de medir estas linhas curvas, conven-
cionou-se escolher uma unidade chamada grau, que se obteve
dividindo a circumferencia em 360 partes eguaes.

A unidade grau foil convencionalmente dividida em 60 par-
tes tambem eguaes, chamadas minufos; e cada um d’estes
ainda se subdividiu em outras 60 partes tambem eguaes, a
que se deu o nome de segundos.

Esta divisdo da circumferencia é chamada sexagesimal.
n'ella se convencionou: indicar os graus pelo signal 0 posto
pela parte superior do numero indicativo; servir o signal /
para indicar os minutos; e adoptar o signal // para marear
0s sequndos. Sio tambem collocados estes signaes por so-
bre os algarismos do numero representativo das fracgdes do
grau.

Assim, por exemplo, se quizermos escrever um numero re-
presentativo de um arco de 22 graus, 33 minutos e 44 segun-
dos, teremos de escrever: 220, 33/, 44//; — o que realmente
¢ muito mais expedito e mais proprio para intrar em qual-
quer calculo.

N'esta divisdo sexagesimal a circumferencia tem pois 360
graus, ou 21:600 minutos, ou 1.296:000 segundos. ;

Nio foi esta a unica divisfo adoptada para a medigfio dos
arcos de circulo. Depois d'esta divisdo ter ji uns creditos
muito firmados, houve quem tentasse fazer adoptar outra ma-
neira de dividir a circumferencia, divisdio que era realmente
mais racional ; mas até hoje ndo tem sido adoptada, e conti-
nua a vigorar a sexagesimal.

Como, porém, houve livros em que a unica divisdo-adopta-
da era esta segunda, por isso a explicaremos aqui.

Chamava-se divisdo centesimal; e a circumferencia era di-
vidida em 400 partes eguaes, a que tambem se dava o0 nome
de -graus, ou mais propriamente grados, escrevendo-se-por
abreviatura gr.

Cada grau era dividido em 100 partes eguaes, cognomina-
das minutos centesimaes; e cada minuto d’esta divisio era ain-
da subdividido em outras 100 partes eguaes chamadas segun-
dos centesimaes.

(Isto quanto temos.yindo dizendo j4 foi tratado no vol. XXT
da Bibliotheca do Povo-e das Escolas, quando se tratou da
Geometria plana ; mas intendemos necessario agora repetil-o
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para depois o desinvolvermos antes de o applicar & Trigono<
metria). ud

Tanto em um como em outro d’estes modos de dividir o
circulo, se considera este dividido em quatro partes eguaes;
4s quaes se di o nome de quadranfes, partes que sfio cori:
prebendidas entre dois diametros respectivamente perpencis
culares.

Na divisfo sexagesimal tem cada quadrante 90 graus; o
na divisio centesimal tem 100 graus ou grados cada um dos
mesmos quadrantes. Era realmente muito mais razoavel esta
ultima maneira de dividir a circumferencia, mas taes féros
tinha j& adquirido a primeira que nio foi possivel desthro«
ndl-a.

A medicio dos arcos originou outra medigfio de nio so-
menos importancia ; foi ella a apreciago exacta e facil do
afastamento de duas linhas rectas que partindo de um ponio
commum se conservam mais ou menos afastadas uma da ous
tra. Isto é: a medi¢fo do arco deu a maneira de medir 0
angulo formado por duas linhas rectas.

O conhecimento, porém, do valor dos arcos em graus, mi=
nufos e segundos, nio dava mais do que a relaglo de quals
quer arco para o valor total da circumferencia, e nilo nos d:-
va o valor do arco expresso em unidades de extensfio; pouds
entretanto conseguir-ge este resultado por intermdédio de uma
determinada relag@o conhecida em Geometria (%) pelo nome
de pt¢ e representada pela lettra grega m.

Esta relaglo = tem um valor incommensuravel, que foi cals
culado até 500 casas decimaes; mas ordinariamente na prd-
ctica toma-se como sufficiente = = 3,1416.

Em Geometria demonstra-se que o valor de uma circumfa-
rencia é dado pela férmula 2= R; e os valores dados por esta
férmula. dependem unica e simplesmente do valor de B, que
representa o raio do circulo que se considera, ou cuja cir-
cumferencia se pretende avaliar em metros.

Do valor da circumferencia se tira o valor de qualquer
arco, porquanto basta multiplicar aquelle valor pela relagiio
entre o numero de graus do arco, que se quer avaliar, e 0
numero total de graus do arco completo da circumferencia
(isto ¢, 360 graus).

Assim, por exemplo, se quizessemos saber qual o compri-

mento de um arco de 359,40" em uma circumferencia de T de
diametro, teriamos :

(¥) Vid. vol. XXI da Bibliotheca-do Povo e das Escolas.
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Circamferencia =2x R=n X 2R == XX T =3,1416 < T

= 21=.9912.

r K portanto o comprimento do arco em questo seria:

I X : 35,40 2140' |

1 Comprimento do/areo —210,99 < ——= — 21099 > —=—=- )
3600 21600 I

= 7] 3, :

O modo de prieticamente medir os angulos no papel para
se conseguir a resolugdo dos virios problemas de Desenho,
Gteometria, Trigonometria, Topographia, ete., é decerto bem
conhecido. g

Medem-se os angulos sobre o papel empregando um semi-
circulo graduado (fig. 1), que tem o nome de transferidor, e

Fig. L

cuja applicagiio nos parece desnecessario estar agora a ensi-
nar, por ser decerto do dominio de quantos queiram ter co-

g nhecimentos como o0s que vamos procurar dar dcérea do as-
sumpto que se deve comprehender sob o titulo d'este livri-
nho. ;

A medi¢io dos angulos no terreno nio é tambem assumpto
para este momento; e para o3 que quizerem saber qual o mo-
do de os poder medir e avaliar aconselharemos a leitura de
outro livrinho da Bibliotheca do Poro e das Hscolas, onde es-
especialmente se trata de Topographia (%), e onde se explies
o uso dos graphometros, alidades, ete., que si0 os instrumen- >
tos usados para a medi¢io de angulos no terreno.

Além dos preliminares indispensaveis que apontados dei-
xamos, convird ainda, antes de intrar em assumpto, dizermos
como se congideraram positivos, ou negativos, 08 arcos € 0s an-
gulos de qualquer grandeza, isto é, como se consideraram to-
dos os diversos valores que podem tomar os arcos e os an-
gulos. |

(%) Vol. XCI da Bibliotheca do Povo e das §3c¢,hs.
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Consideremos em uma circumferencia (fig. 2) um ponto 4,
origem do movimento de um qualquer movel M que se dirija
de 4 pela circumferencia na direcgfio indicada pela flecha; e
supponhamos ainda mais que o raio d'aquella circumferencia
¢ egual § unidade.

O wvalor da circumferencia serd, n'este caso, representado
por 2% uma vez que R = 7 transforma a formula 2 = B em
2 m.

O valor de meia circumferencia gerd a metade d'este

2%

valor ou —, oum: e ainda o valor de um quarto da circum-
2

5 ™
ferencia serd a metade da semi-circumferencia ou =t

i 4 g AN
Isto ¢é: se o movel tiver percorrido os arcos 4 B, A B A/,

o /‘l\ 4
ABA B, AB A Bl 4, 0 valor de cada um dos arcos serd

respectivamente (representado-o por x):
3 3 5
D= *—, T = r=2m
2 2

E, se quizessemos continuar a suppor que o movel percor-
ria novamente o mesmo caminho, poderiamos dar a @ todos os
valores que quizessemos até ao infinito.

Se em vez de considerarmos o movimento do movel em
tal sentido, o considerassemos como realizando-se em sentido
inverso (isto &, de 4 para B/), veriamos que 08 arcos seriam
successivamente eguaes aos anteriores mas medidos em sen-
tido inverso.

Ora para distinguir este differente sentido do movimento é
que se convencionou usar os dois signaes -+ e — pelo seguin-
te modo.

Representando por a o valor do arco comprehendido entre
4 e M, arco que é exactamente egual a0 comprehendido en-
tre 4 e M/, temos que:

No sentido de 4 M, diz-se:

z=-+a
Quando no sentido de 4 M/, diz-se:
=—a

Estes valores podem segair desde a origem 0 até + oo,
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conforme j& o dissemos para o caso positivo, quando o movel
que suppuzemos em movimento ndo pére em M ou M/,—mas
gim continue a andar n’aquella circumferencia e dé uma,
duas, tres, etc., voltas completas, ou quando nilo pére nunca,
continuando o seu movimento infinitamente.

Se, em vez de considerarmos unica e simplesmente o movel
I movendo-se na circumferencia, considerarmos o raio O M
gue, movendo-se em-torno do centro, produzird o angulo
M O 4, e se attendermos ds posicOes successivas que vai to-
mando, concluiremos que o angulo, comprehendido entre este
raio e o raio O 4, ird tomando todos os valores que dissémos
para todos os arcos que considerdmos.

Necessario portanto se torna aqui ponderar que em 7'rigo-
n.omelria o angulo ndio tem de estar sujeito 4 condigdo de ser
menor do que dois angulos reetos, como se costuma conside-
1ar em Geometria e em Desenho. ’

E, como a medida de qualquer angulo é dada tambem
por comparagio com uma unidade, poderemos escolher para
unidade (visto que ha-de ser da mesma especie) o angulo
gue corresponda ao arco cuja extensdo é egual 4 extensdo do
ralo.

E, admittidas estas hypotheses, poderemos dizer que:

Qualquer angulo tem por medida o arco que lhe correspon-
de na circumferencia de raio 1.

Havendo portanto arcos positivos e negativos, tambem po-
derd haver angulos positivos e negativos; e ¢ d’este modo que
©s angulos entram nos calculos.

Poderemos saber qual seja o angulo que corresponde ao ar-
¢o cuja extensdio é egnal ao raio, pelo seguinte calculo.

Em uma circumferencia de raio 7 o valor da circumferen-
cia serd:

27 =2 X< 83,1416

Representando por n o numero de graus do arco egual ao
raio, teremos (por ser a circumferencia dividida em 360
g raus):

n 7

360 2=

Achando o valor de = (para o que multiplicaremos ambos
7/

o5 membros da egualdade por 860), vem n = =< 660

no
A
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180 180 .
= s e 10 (, 2ID
03 3,1416
ou: arco egual ao raio = 570 17' 44'/
Completaremos estes preliminares dizendo o que se deve
intender por arcos complementares e supplementares.
Dois arcos siio chamados complementares, quando a su&

™
somma ¢ egual a um quadrante, isto é, a —.
2

Chama-se-lhes supplementares quando a sua somma & egual
a 7, ou egual a meia circumferencia. 4

Postos estes preliminares, poderemos j& dizer que o fim da,
Trigonometria &:—a resolugdo dos triangulos (isto é,0 calculo
dos elementos desconhecidos de um triangule, quando dados trs,
sendo um d’elles um lado pelo menos).

Mas, antes d'isso, teremos de assentar em determinadas fie
mulas que nos sio muito necessarias para poder resolver tii«
angulos.

LINHAS TRIGONOMETRICAS

Linhas trigonometricas ou funcgies circulares sio as quan=
tidades conhecidas pelos seguintes nomes: — séno, tangen'e,
secante, coseno, cotangente e cosecante. chuidmnunte as pag-
samos a defipir:

1.0 Seno ‘de um qualquer arco 4 M (fig. 3) é a quanfis
dade positiva ou negativa que representa a perpendicul:g
M P baixada do ponto M, extremo do arco, sobre o diametro
que passa pela origem A4 do mesmo arco. O seno representa-se
geralmente no calculo pela abreviatura sen.

9.0 Tangente trigonometrica de um qualquer arco 4 M, 6
a quantidade positiva ou negativa, que representa o segmen<
to 4 T da tangente tirada pela origem do arco e terminadt
pelo diametro que passa pela extremidade do arco. Represens
ta-se tambem abreviadamente no calculo pelo seguinte modoz
tang ou ig.

3.0 Secante de um arco ¢ a quantidade positiva ou negas
tiva que representa a distancia O 7' comprehendida entre @
centro do circulo a que pertence o arco e a extremidade da
tangente. Representa se no caleulo pela abreviatura sec.
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4.0 Coseno de um arco 4 M é o senn do complemento B M
d’esse mesmo arco. No caleulo é representado pela abrevia-
tura cos.

5.0 Cotangente de um arco A M é similhantemente a fan-
gente do complemento do mesmo arco. Nos calculos usa-se ex-
primir abreyviadamente da seguinte férma: cotang ou cof.

6.0 Cosecante de um arco & do mesmo modo a secanfe do
complemento d’esse arco; e no caleulo usa-se a abreviatura
cosec para exprimir esta funcefo circular,

Todas ag linhas ftrigonometricas se podem exprimir por
meio das linhas trigonometricas de um arco positiyo menor
que um guadrante ou 90 graus.

Esta maneira de exprimir as linhas trigonometricas ¢ o
que se chama: redugir todo e qualquer arco ao primeiro qua-
drante.

Pela inspecciio da fig. 3 vamos promptamente concluir as
relagdes trigonometricas necessarias em conformidade com o
que acabamos de dizer.

Mas, assim como jé dissémos que havia arcos e angulos po-
sitivos e negativos, assim & tambem necessario agora dizer
que as linhas trigonometricas podem ser positivas ou negati-
vas.

Convencionou-se chamar positivas 4s que correspondam
aog arcos comprehendidos no primeiro quadrante, isto é, quan-

™
do o arco estd entre 0 e s

Para os outros valores que os arcos podem tomar, serdo as
linhas trigonometricas positivas ou negativas conforme as li-
nhas sfio ou nio na mesma direcgio e sentido das que corres-
pondem aos arcos do primeiro quadrante.

Para bem se poder apreciar o que acabamos de dizer, sup-
ponhamos ainda na fig. 3 que inscrevemos o rectangulo
M N N' M, eujos lados slo respectivamente parallelos aos
dois diametros perpendiculares 4 4/ e B B'; e supponhamos
que o ponto em vez de tomar a posigio M vai para N, e de-
pois para N e ainda para M'.

Pela inspecgio da figura logo vemos que:

1.2 Sendo N B e M P duas rectas eguaes e do mesmo sen-
tido, ¢ sendo cada uma d’ellas (pela definigio de sero) o seno
dos respectivos arcos 4 M e 4 N, temos:

sen AMN—NR=MP—=sen AM
9.0 Sendo 4 8 e A T duas rectas eguaes e de sentido con-
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trario, porque uma estd para cima do diametro fixo 4 4’ e ou-
tra estd para baixo, e gsendo respectivamente as tangentes dos
dois arcos em questfio, teremos que

tg AMN—— AS=—AT——tg AM

3.2 8endo O Se O7T duas rectas eguaes e de sentido con-
trario, por estar uma no sentido do raio que descreve o angu-
lo e outra no sentido opposto u esse raio, e pelas definigdes
das secantes, temos:

s6¢ AMN—=—08=—0T—=—gec AM

4.2 O coseno do arco 4 M 6 representado pela linha M P/,
ou (o que ¢ o mesmo) pela linha O P; o coseno do arco 4 M N
¢ representado pela recta O K. D’aqui se vé uma vez que as
duas rectas sdo eguaes e de sentidos contrarios :

co8 AMN=—0OR=—0P——cos A M

5.2 A cotangente do arco 4 M é representada por B 7 e
do mesmo modo a cotangente do arco 4 M N & representada
por B S, sendo estas duas rectas egnaes e de sentido contra-
rio. Portanto concluir-se-ha:

cot AMN=—BS =— BT =—cot AM

6.0 A cosecante de A4 M & representada por 0 7%; e a de
A MN ¢é egualmente representada por O 5. Mas, como estas
rectas sio eguaes e do mesmo sentido, conclue-se facilmente
que:

cosec AMN=0S8 =017 = cosec A M

Por identicos raciocinios se conclue que para o arco 4 B N/
se incontrardio as seguintes relacoes:

sen ABN = —NR—=—MP——sen AM
tg ABN=AT—=tg AM
gec ABN —=— OT=—sgec A M

oS ABN —— OR=—cos AM
cot ABN — BT = cot A M
cosec A BN — — O Tl = — cosce A M
Para o outro arco 4 B B' M/ se concluird egualmente que

os valores das suas linhas trigonometricas se poderdo reduzir
do seguinte modo aos valores do arco 4 M. Temos pois :
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sen ABB M ——MP—=—MP—=—sen A M
tg ABB' M = —AS8S=—AT—=—tg A M
se¢c ABB'M —08S=0T=sec A M
cos ABB'M —=0P =cos AM
cot ABB/M'—= —BS —=— BT — — cot A M
cosec ABB'M=—08=—0T — — cosec A M

Se, para melhor podermos fixar e estudar estas conclusdes,
chamarmos @ ao arco 4 M, teremos que respectivamente se-
1) 08 arcos:

AM—=x
AN==rn—u2
ABN =rx o
ABB' M — 2% —g

E por consequencia, fazendo as necessarias mudangas, ap-
gum:cer-nos-lm
0

sen (r—a)=-} sen x
tg (——.r,)u_—tg'o:
sec (m—x)=—sgecx
€08  (m—x)=—Co8 &
cot (w—uz)=—cot
cosee (w —zx) — |- cosec &
g0
(7t 2)=—sen
(74 =2)=+tg =
(7t o) =—secz
(m+ ) =— cos @
(7)) = cot =
(- @) = — cosec =
(2% —2)=—sen
2r—a)=—tgx
(27:—;r)ffl—qecz
(27 —2) = cos x
(2% —a) =—cot &
2 (25 — @) = — cosec =
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L Para considerarmos todos os valores devemos ainda atten-

der ao caso dos arcos negativos. E por isso veremos pela ins-
pecgio da figura que, se o arco for 4 M/ egual a (— a), serdo
respectivamente representadas pelas seguintes rectas as dif-
ferentes linhas trigonometricas :

sen pela recta M/ P
48

tg »

sec » 08
cos » OP
cot » Bl S
cosec  » 08

E, como estas rectas sio respectivamente eguaes, com =
competente differenga de signaes, a estas outras, teremos :

MP=—MP
AS=—AT
08=40T
OP=-+4+0P
B S'=—BT
08!=—0T"
Ou fazendo a substituicilo pelo @, como fizemos para os |
sitivos :
sen (—a)=-—sgen
tg g- z)=—tg x
.see (—ax)=-+secz (a)
cos (— w; = cos @
cot (—ax)=—cotx
cosee (— x) = — cosec x

Poderemos agora applicar estas férmulas a qualquer ca-
$0, para exprimirmos as linhas trigonometricas de um arco
em outras de outro arco menor do que um quadrante: sejam,
por exemplo, as de um arco de — 979 graus.

Comegaremos por subtrahir d’este arco os multiplos de 3600,
que, como se disse ji, nada influem no valor das linhas trigo-
nometricas; e, como em 979 ha duas vezes 360 graus ou 720,
poderemos exprimir d'este modo as linhas trigonometricas do
arco — 9790
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sen (— 979) = sen

sec (— 979) = sec

(— 979 + 720

)
tg  (—979)=tg (_‘.»79-4_720;

cosec

ou, effectuando a operacgo:

sen (— 979) = sen
tg (—979) =tg

sec - (—979) =sec
cos (—979) =cos
cot  (—979) = cot

(— 979) = cos
cot — 979) = cot
=

(— 259) —
(— 259) —
(— 259) —
(— 259) —
(—259) —

cosec (— 979) = cosec (— 259) —

como se conclue das férmulas expressas na pag. 13 (a)

(— 979 L 720
(— 979 - 720)
(— 979 -+ 720)
979) — cosec (— 979 + 720) -

—sen 259
—tg 259
-+ sec 259

—+cos 259

= —cot 259

— cosec 259

Mas no arco 259 graus ainda ha a considerar que este arco
¢ egual a uma meia cireumferencia e mais um resto (isto é:
egual a 1800 4-790), e que portanto ainda se poderd fazer ap-
plicagiio das térmulas designadas no grupo 2.° da pag. 12,

—sgen 259 = — sen
—tg 250 = —tg
~+sec 259 — -} sec
-+ cos 259 = - cos
—cot 259

— cosec 259 — — ¢osee

(180 4-79) = — (—sen  79)
(180 - 79) g 79)
(180 + 79) = 79)
(180 + 79) = 79)
(180 +T9) = — (J-cot 79
(180 + 79) = -— (— cosec T9

Ou fazendo desapparecer o parenthesis, que haviamos posto
para melhor fazermos conhecer a applicago, e lembrando que
as quantidades entre parenthesis mudam de signal quando es-
td o parenthesis precedido do signal —, teremos :

sen  (— 979) = - sen
tg 979) = —tg

sec  (—979) = —sgec
cos (—979) = —ecos
cot  (—979) = —cot

1)
79
79
79
79

79

R
-
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E assim teremos o arco reduzido ao primeiro quadrante;
mas poderemos ainda reduzil-o & um outro areo menor do que
459, se nos lembrarmes, pelas definigoes de coseno, eotangen-
te e cosecante, que estas linhas nflo sfio mais do que os senos,
tangentes e secantes dos seus complementos, e portanto te-
remos ainda, e afinal :

gen, (—979)=-cos 11
tg (—979)=—cot 11
gec  (— 979) = — cosec 11
co8 (—979)=—sen 11
cot (—919)=—tg 11

cosec (—979) = +|-sec 11

Isto é, sempre se pode reduzir o caso a exprimir as linhas fri-
gonometricas de qualquer arco pelas de um outro arco menor

k3
que 900 ou 9 e até mesmo menor do que 45 graus, como aca-

bamos de o fazer.

E para terminarmos quanto temos a dizer sobre linhas tri-
gonometricas definiremos ainda as duas seguintes linhas:

Seno-verso de um arco 4 M é a por¢iio 4 P comprehendida
entre a origem 4 dos arcos e o pé P do seno do arco, e repre-
genta-se abreviadamente no caleulo por sen-vers.

Coseno-verso & o seno-verso do complemento do arco 4 M
(isto ¢, do arco B M) e representa-se abreviadamente por cos-
vers.

VARIAGAO DAS FUNCGOES CIRCULARES

Para determinarmos os limites das variagoes das linhas tri-
gonometricas, supponhamos na fig. 3, que o movel M, que
considerdmos como tendo partido da origem 4, se movia no
sentido positivo, afastando se indefinidamente da origem.

" Pela figura vé-se claramente que, quando o arco é zero, as
linhas trigonometricas teem os seguintes valores:

sen
tg

8eC
cos
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porquanto, quando o ponto M se move para mais perto de 4,
a8 duas primeiras linhas viio successivamente diminuindo de
comprimento, emquanto as duas ultimas vio augmentando e
tendendo para o raio, que se considera egual a 7, como no
principio admittimos desde logo.

Para as outras duas linhas—cotangente e cosecante —bas-
tard observarmos que,4 medida que o ponto M se approxima de
4, aslinhas BT" e O 7", que as representam, vio augmentan-
do sempre de comprimento, e este augmento é tal que, quan-~
do o ponto M esta muito proximo de 4, ji nio se pode mar-
car o limite das linhas em questflo, e portanto poder-se-ha di-
zer ‘que para o valor 0 do arco serd:

cotg 0=1lim BT/ —c0
cosec 0 =lim O 7' =cn

Se, em vez do movel se approximar, imaginarmos que se
afasta, e tende para o ponto B, veremos bem claramente que
0 seno, a tangente e a secante, augmentam entio de valor
successivamente, emquanto o coseno, a cotangente e a cose-
cante, diminuem.

Considerando os valores extremos, isto é, quando o movel

estd em B, que é quando o angulo é egual a 90° ou —, po-

deremos escrever :

™
sen ——1
2
fr e B
g i
™
sec g:w

porque o seno tende para o raio O B, emtanto que a tangen-
te e a secante augmentam indefinidamente.
As outras tres linhas trigonometricas serdo:
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cos T 0
™~

cotg Yo 0
™

cosec Y Z

porque as duas primeiras teem como limite em B a menor
distancia — zero— e a cosecante tem como limite o raio O B.
Da combinagiio d'estes valores das linhas trigonometricas

™
dos arcos comprehendidos entre 0 e 90 graus ou S tiram
. S ;
as seguintes egualdades, que ji sfio nossas conhecidas; o
que é ainda mais uma prova de que 0s cosenos, as cotangen-

tes e as cosecantes, sdo 0s senos, as tangentes e as secantes
dos arcos complementares :

™
Ben . = o8 0=1

™
tee = COLN 0 — 00

™
EeCHS S — cosec 0= a0

k3
cos! — —sen =0
2]
tg ——tg 0=0
COt, e —
g 2 g
2 g~/
A cosec — = sec =
2

D'estes valores extremos do arco comprehendido entre 0 e

ki ~ ar ® 0
- se conclue, recorrendo ds expressdes, que jé indicdmos, e
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por meio das quiaes se reduz sempre um arco a0 primeiro qua-
drante, que os valores limites de todas as linhas trigonome
tricas estdo comprehendidos entre 0s extremos seguintes :

O seno varia entre estes dois limites: — 7 e - 7
A tangente entre: —co e o0

e e eD
A secante entre b R

O coseno entre: —1 e |- 1
A cotangente entre: — o0 e + o0

R S
A cosecante entre: S

N'um circulo de raio » serfio entdo os valores, onde fignra
a unidade, substituidos pelo valor do raio do cireulo corres-
pondente.

RELAQGES ENTRE AS LINHAS TRIGONOMETRI-
CAS DE UM MESMOQ ARCO

Jd deiximos dito que, se representarmos por = um arco po-
sitivo 4 M menor do que um quadrante, serilo as linhas trigo-
nometricas respectivamente representadas (fig. 8) por:

M P=—sgen x
OP = cos @
AT — it

B T = cotg =
OT —=secax
O T = cosec =

Nos tres triangulos rectangulos OP M, 0 A Te OB T, te-
mos, por serem os quadrados das hypothenusas ‘eguaes ds
sommas dos quadrados dos cathetos:

S
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O P2 | P12
042 AT?
0B B2

ou substituindo os valores d’estes lados dos triangulos pelas
linhas trigonometricas expressas no arco «:

(%) sen 2z -} cos 2w =1 (1)

1
1 -+ tg = see fr (2)
1 - cotg 2w = cosec *x (3)

Mas, como os tres triangulos rectangulos sio similhantes,
por terem dois angulos eguaes em cada um d’elles, pode-se
pela comparaglo dos lados de todos tres tirar as seguintes
egualdades :

OPS Bals DO

OTAT 5 S

0T

OP PM ~OM
BT OB OT

ou substituindo pelas linhas trigonometricas do arco x, que
sio representadas pelos-lados dos triangulos em questdo, te-
1emos :

cosz  sen 1

BN tg = see @

cos = sen @ 1

cotg @ 1 cosec x

(%) Por convengdo eserevem-se assim 08 quadrados das linhas trigonome.

tricas, quando e deveriam antes escrever, por exemplo: sen & * .
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D'estas egualdades podem-se tirar as seguintes equacdes,
passando respectivamente para o outro membro das egualda-
des as quantidades que estdo do lado inyerso, mas tendo o
cuidado de nfio esquecer que as quantidades que estdo a
multiplicar passam a dividir, e vice-versa.

sen x

g a=——" (4)

Cos &
1

seclp—=—_—— (5)
co8 @

oot &= o (6)
sen x

COSeC T — —— (7)
sen o

tgx cotgx =1 (8)

Estas oito funcgies podem considerar-se reduzidas apenas
a cinco, porque tres d'ellas transformam.se nas outras, logo
que se substituam os valores n’ellas €xpressos por outras li-
nhas trigonometrieas, como acontece com a geguinte:

-

1+ tg 2 — sec

Substituindo o valor da tg e da sec, pelos valores dados pe-
las férmulas (4) e’ (5), teremos:

sen 2z 1
7 e
cos 2z Co8 *x
ou
cos % sen 2x 5/
€08 2x CO8 21 COos 2z
ou

€os %x |- sen 2p — [

que 6 a primeira férmula.
Fazendo o mesmo 4s férmulas (3) e (8), chegariamos a
conclusdes identicas; e por isso podemos coneluir que ag for-
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mulas que nos servem sdo unicamente as cinco indicadas
por (1), (4), (5), (6), (7).

Estas vmms lLId(;HLS deduzidas assim de um caso particu-
lar, como o da figura, sdo comtudo umas férmulas geraes, por-
que subsistem para todos os valores que poderemos dar a x,
attendendo a que as linhas trigonometricas sejam tomadas
com os devidos signaes (,011e‘ap0mlentemont(, a quanto deixd-
mos j4 dito no comego, quando tratdmos do sentido e valor
das linhas trigonometricas.

D’estas equagoes, que deixdmos indicadas pelos numeros
ﬁl), (2), (8), (4), (5), (6), (7), e (8), pode-se pois, com toda a

acilidade, tirar o valor de cinco quaesquer das seis funccoes
circulares, quando seja conhecida a sexta.

Se quizermos, por exemplo, exprimir o sen 2 € 0 cos = em
funcgfio da tg x, tomaremos as duas equagdes (5) e (7) e ti-
raremos 0s walores procurados do seguinte modo:

1 1

8eC & — ——— cogeC & —=——"—
CO8 @ sen x
ou 1 1
COR L =—=—""" sen X =—=-——
geC p cosecx

Mas das férmulas (2) e (3) tira-se o valor da secante e co-
secante expresso na tangcute, porque, sendo

1+tg')-

serd, extrahindo a raiz:

1 |- cotg 2w = cosec %

sec m:\/1+tg2x cosecw=\/1—}-cotgm3
e portanto:
1 1
cos =+ ——"— gan m=A

LT -+ tg 2z V1 - cotg 2
mas, como pela férmula (8) &

tg x cotg x =1
temos que:
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cotg = —
tg @
ou quadrando

e substituindo no valor de sen x vem :

Scnw~—|—_~“«,_,<; 1
\/> tg 2w | 1
T i % tgza, tg %
L
= - tgz
\/tg 25 -1 \/1+tg1:c \/1+tg 2
\/tgla, tg @

Tsto é, os valores do seno e coseno veem expressos s6 na
tangente pelas formulas:

tg @ * 74
= Co8 B =

Vitie® Vit

8en © —

SENO OU COSENC DA SOMWMA OU DA DIFFERENGA
DE DOIS ARCOS

Supponhamos (fig. 4) que a partir da origem 4 tomamos
dois arcos 4 M —=a, AN =

Abaixemos sobre O 4 as pel}mnduul wes M Pe N Q; tire-
mos o diametro IV O H e a corda M N: levantemos _MG per-
pendicular a N H e NI parallela a O A.

No triangulo rectangulo M I IV teremos :

MN:=MP - NI?
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E, segundo ¢ que sabemos ji relativamente a senos e cose-
nos, teremos: ;

MN~ (MP — N Q2+ (0P —0 QP

ou substituindo pelos Yslores que dissémos representarem os
areos :

MN?— (sen a—sen b)* -~ (cos @ — cos b)?

valor este que se realiza sempre, seja qual f6r a posigio dos
extremos dos areos em questdo.

Se nos lembrarmos pela Geometria (%) de que a corda M N
¢ meia proporcional entre H NV e G N, isto é, que

HN MN
MN GN

d'onde
MN2—HNXGN

e por ser G IV (seja qual for a posigio do ponto G egual a
. ON— 0@, temos que serd

MN*= HN > (0 N— 0 G)

e ainda por ser por hypothese o raio = 7 teremos

MN2=2(1—0G)
Mas
0 G = cos (@ — D)
e portanto

M N?=2 [1— cos (a—b)]
e egualando os dois valores vem:
2 [1— cos (@ —b)] = (sen @ — gen b)? -} (cos & — cos b)?

e fazendo as operagdes gerd:

(%) Vol. XXI da Bibliotheca do Povo e das Fscolas,
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2— 2 cos (a—b) = sen 2a |- sen 2 — 2 sen a sen d
—-cos ?a - cos2b — 2 cos a cos b

ou dando outra disposi¢io:

2 —2 cos (a~ b) = gen 2a | cos*a +- sen 2b +- cos 2b
5 — 2 (sex a sen b - cos a cos b)
e por ser
‘ sen 2q - cos 2a = 1
e do mesmo modo
: sen 25 -+ cos 20 = 1
teremos pois:

2—2cos (a—b)=1]1—2 (sena sen b —-cos a cos b)

d’onde:
cos (@ — b) =cos a cos b - sen a sen b (9)

que é a férmula geral, e que tem sempre logar para todos os
valores de a e de b, quer sejam positivos, quer negativos.
Para acharmos, pois, o valor de cos (a - b) nfo temos
mals do que mudar o b em —b: o que dard, lembrando-nos
e atraz dissémos dcérea dos valores dos senos e cose- .
uos %os arcos negativos :

cos (@ - b)=cos a cos b —sen a sen b (10)

Ainda se na férmula (9) substituirmos o arco a pelo arco

(a4 -g ) teremos:

o8 (a—]—ﬁ—-b):cos (a—|—%)cosb+sen(a+—g)senb

ou ainda:
sen (o — b) = sen ¢ cos b — cos a sen b (11)

por gerem respectivamente os arcos :

(a _‘_g — b) complemento do axrco (b — a)
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e (a+ =) complemento de — a
9

E, como o0 seno de um arco é o coseno do seu complemento
e vice-versa, teremos que da egualdade

™ ™ ~
cos (a +§ — b) =cos (a + ) cosb—f—scn(a—}——))seub
2 2
se tira : e
sen (b —a) = sen (— a) cos b - cos (— a) sen b
d’onde em vista do valor dos signaes :
sen (b—a)—=—senacos b | cosasen b
ou
sen (b — a) = sen b cos a — cos b gen a
ou dando lhe outra férma, para se poder melhor comparar
com & equagio (9), chamaremos b ao que é a, e inversamen-
te, vindo a final a equagfio procurada :
sen (@ —b) = sen a cos b — cos a sen b

E, se n'esta ultima férmula mudarmos b em — b, vird:

sen (a - b) =sen a cos b - cos a sen b (12)

TANGENTE OU COTANGENTE DA SOMMA
OU DA DIFFERENGA DE DOIS ARCOS

Para obtermos tg («—+0) em funcefio de tga e de tg b,
basta dividir membro a membro as equagies (12) e (10) ou
(11) e (9), 0 que dard:

sen (a—+5) sena cos b+ cosa senbd

cos (a+b)  cos acos b sen a senb
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d'onde, dividindo o numerador e o denominador do segundo
membro por (cos a cos &), vem:

sen @ cos b cos a sen b

cos a cos b — cos @ cos b
tg (o £ 0) —-
cos acos b __ sen a sen b
€os @ ¢co8 b co8 @ cos b
gen a sen b
. +b cos @~ cos b
o a e e e T T e
3 ( v ) __sen a sen h
TR
cos @ cos b
ou ainda:
tga-ttg b (13)
tg @ty ===

1Ftgatgh

Devendo intender-se que esta férmula deverd ser desdo-
brada do seguinte modo, conforme se quizer a somma ou a
differenga :

tg a + to
tg =
A I—tgatghb

tea—tg b
foi e Al

14tgatgd

Para termos o valor da cotangente, basta lembrar-nos
que da formula (8), quando em vez de (x) se puzér (a), se
pode tirar:

tg a= ou cotg @ =

cotg a tg a

K que portanto pela férmula (13) se pode achar o valor da

cotangente d’este modo :
1

tg(atb)

cot (a 4= 0) =
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1
sl S
c B

1Ftgatghd
AEEe Al

cot (a + b) =-
g ) tga—+tgd .
7.5 —_
et 3] I_cotaeotb
cot (a—+b) = —
R 1 1

cot @ —cot b

d’onde se tira, multiplicando os dois termos do quebrado do
segundo membro por (cot @ cot b):

cot a cot b -1
cot (a B
( i ) cot b j: cot @

férmula que se desdobra tambem como a outra, devendo os

gignaes ser tomados sempre juntamente, ou todos os supe-
riores, ou todos os inferiores.

FORMULAS DERIVADAS

Fazendo a egual a b nas equagdes (10), (12) e (13), acha-
remos entdo os seguintes valores:

€08 2 a = co8 ?a — sen q (14)
sen 2 ¢ — 2 sen a cos @ (15)
] 2 tg a
fe2a——= : (16)
2
1—tg2a

expressdes estas que nos dfo os valores dos senos, cosenos
e tangentes de um arco, expressos nos valores dos senos, co-
senos e tangentes do arco sub-duplo.
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1
Quando substituirmos na férmula (14) a por 5-% abpsic:

il cer-nos-ha:

a 1 i
il Cos a=cos2— g —sen? —a
i 2 2
it il
| Mas como
\M'\ 1 1
(It I=cog? —a-|-sen?— ¢
| “U 2 2
| 3
| l‘ poderemos sommar estas duas equacdes membro a membro, e

\ ‘ teremos :
Al
‘ 1 ; :
il 14 cosa=2co8? — a-} sen®?—a—sen? —a
2 2 2
L £
il ou
i
H!
il 1—}—cnsa=2('os‘;a

Se tivessemos diminuido, achariamos:

1 1 1
1—cos a =cos?— @ — cos = a—{—?senz—; a

i ou

ou ainda dividindo por 2 e extrahindo a raiz quadrada a ca-
da uma das equagdes

=

i — CaaEs
‘m” . 14 cosa=2 cos 5 a

=

1—cosa=2sen?—a

Do

nos apparecersio as seguinfes formulas:

R DT L an
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AR e S (18)
9 2

Dividindo ainda estas equagdes uma pela outra, acha-se:

. 1—cosa

1 IR

tg‘ i a = _J_ A, i TR e
< }+cosa 1| cosa
& a
isto é :
1 S
te — a:i\/l msa (19)

= 1 -]— Cos a

férmulas cstas que nos dio os valores dos senos, cosenos, e
tangentes de am arco, em funegio do coseno do arco duplo.

SOMMA OU DIFFERENGA DAS RELAGOES
TRIGONOMETRICAS

Se tomarmos as equacdes (9, 10, 11 e 12) e as sommarmos
on diminuirmos duas a duas por modo que 0s senos se som-
mem ou diminuam com 05 senos, € 08 ¢osenos respectivamen-
te tambem com 08 cosenos, -he raremos 4s seguintes formu-
las, que nos vio dar outras mais commodas para os calculos
da Trigonometria :

sen (a + b) - sen (a — b) = 2 sen a cos b
sen (a 4-b) — sen (a —b) = 2sen b cos a
cos (@ b) -+ cos (@ —b) = 2 cos @ cos b
cos (a - b) —cos (a —0b) = —2 sen a sen b

Se a0 arco a-+ b chamarmos p; e ao arco @ — b chamar-
mos g, isto é, se for

a-tb=p a—b=gq
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veremos que os valores de a e de b serilo respectivamente :

1 1
a:§@+® bﬁ§@~®

porque se sommarmos os dois valores de p e g acharemos:

a-t+-b4+a—b=p-+q
ou Y

2a=p-1gq A=
Se diminuirmos, acharemos:

at+b—a+tb=p—g
ou
p—4q
2b—p— b=
D=9 2

Tutroduzindo estes valores de a e de b, e os valores a--b
e a—b nas equacdes que obtivemos pela somma e subtra-
¢llo, acharemos as seguintes equagoes :

il i

sen p | sen ¢ =2 sen — (p + q) cos = (»p —1q) (20)
1 1

sen p— sen g = 2 sen o (p — q) cos 5 (» +q) (21)

il i 1
i cos p cosq:?cos‘—zv(p—{—q) €os g(p——q) (22) )

1 1
cos p — COS q:-?sen;(p + q) scng(p——q) (28)

equacdes estas que sio proprias para tornar caleulayveis por
meio de logarithmos a somma ou a differenca de dois senos #

ou de dois cosenos.
Para transformar em producto a somma ou a differenga
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sen a
de duas tangentes, bastar-nos-ha lembrar que tg a =
cos a
sen b ;
efquetotii=1C== E portanto serd :
cos b
sen a sen b
g a el — v —
cos a cos b

ou reduzindo ao mesmo denominador :

gen a cos b -|-gen b cos a

tgatgd=

Co8 @ o8 b
Mas pela férmula (12) € o numerador egual a sen (a -+ b),

€ portanto:
sen (a -+ b)

tga-ttgb=
g cos @ cos b
Se em logar da somma fizermos a differenca, apparecer-
nos-ha:
. i gen a sen b
a — = — —
5 g cos @ cos b

ou
gen a cos b— sen b cos a

tga —tg b=
i = cos a cos b
e pela férmula (11):

sen (a— b)

tga—tg b =
2 g cos @& cos b

Reunindo as duas formulas n'uma geral, serd:

sen (a + b)

te a tg b=
Bdes e cos a cos b

(24)

férmula esta perfeitamente propria para ser caleulada pe-
los logarithmos,como acharamos tambem para a somma e dif-
ferenga dos senos e cosenos.
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THEOREMAS CORRESPONDENTES AS FORMULAS
ANTERIORES

Sio estas férmulas, devidamente marcadas de (1) a (24), as
principaes e mais usuaes da Trigonometria, ¢ que correspondem
aos theoremas que passamos a enunciar, theoremas que é ne-
cessario saber de cor, porque alguns sio de uso constante; ¢
para alguem poderd ser mais facil refer o theorema do que a
férmula, e por isso os enunciamos, indicando pelo numero en-
tre parenthesis qual a férmula a que se refere:

(1) A somma dos quadrados do seno e coseno de um ar-
co 6 egual 4 unidade. -

(2) A somma do quadrado da tangente de um arco e a
unidade ¢é egual 4 secante quadrada do mesmo arco.

(3) A somma do quadrado da cotangente de um arco e a
unidade é egual & cosecante quadrada do mesmo arco.

(4) A tangente-de um arco é egual ao quociente do seno
pelo coseno do mesmo arco.

(5) A secante de um arco é egual ao quociente da uni-
dade pelo coseno do mesmo arco.

(6) A cotangente de um arco é egual ao quociente do
coseno pelo seno do mesmo arco.

(7) A cosecante de um arco ¢ egual ao quociente da uni-
dade pelo seno do mesmo arco.

(8) O producto da tangente pela cotangente de um arco
¢ egual 4 unidade.

(9) O coseno da differenga de dois arcos é egual 4 som-
ma dos productos dos cosenos e senos dos mesmos arcos.

(10) O coseno da somma de dois arcos é egual 4 diffe-
renca dos productos dos cosenos e senos dos mesmos arcos.

- (11) O seno.da differenga de dois arcos é egual 4 diffe-
renga dos productos do seno de um arco pelo coseno do ou-
fro.

(12) O seno da somma de dois arcos é egual 4 somm
dos productos do seno de um arco pelo coseno do outro.

(13) A tangente da somma ou differenca de dois ares ©
egual ao quociente da somma ou differenca das tang/tes
d’esses arcos pela differenga ou pela somma da unidad © ©
producto das tangentes d'es .es mesmos arcos.
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(14) O coseno de um arco & egual 4 differenca dos qua-
drados do coseno e seno do arco sub-duplo.

(15) O seno de um arco é egual ao dobro do producto do
seno pelo coseno do arco sub-duplo.

(16) A tangente de um arco & egual ao quociente do do-
bro da tangente do arco sub-duplo pela differenca entre a
unidade e o quadrado da tangente do mesmo arco sub-duplo.

(17) O coseno de um arco 6 egial & raiz quadrada da
motade da somma da unidade e o coseno do’arco duplo.

18) O seno de um arco é egual 4 raiz quadrada da me-
tade da differenca da unidade e o coseno do arco duplo.

(19) A tangente de um arco & egual 4 raiz quadrada -do
quociente da differenga pela somma da unidade e o coseno do
areo duplo.

(20)~, A somma de dois senos de dois arcos é egual a
duas vezes o producto do seno da gemi-gsomma dos arcos pelo
coseno da semi-differenga dos mesmos arcos.

(21) A differenga de dois senos de dois arcos é egual a
duas vezes o producto do seno da semi-differenca dos arcos
pelo coseno da semi-somma dos mesmos arcos.

(22) A somma de dois cosenos de dois arcos é egual a
duas vezes o producto do coseno da gemi-somma pelo coseno
da semi-differenca dos dois arcos.

(23) A differenga de dois cosenos de dois arcos é egual
a duag vezes o producto do seno da semi-somma pelo seno da
semi-differenga d’esses mesmos arcos.

(24) A somma ou differenga de duas tangentes de dois
arcos 6 egual ao quociente do seno da semi-somma ou da
semi-differenca d’esses arcos pelo producto dos cosenos dos
dois arcos.

Além d'estes ha ainda alguns outros theoremas que nio
enunciimos aqui, apezar de termos dado as férmulas; e outros
208 (UAes nem nos referimos na deduccio das férmulas; mas

tanto aquelles como estes sdo de uso menos commum, e por

1950 08 NAO enuncidimos.
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f

FRESOLUGAO DOS TRIANGULOS

Resolver os triangulos é, como j4 sabemos, o fim da 7Trigo-
nometria. Isto é: pode dizer-se que a Trigonometria tem por
fim calcular tres dos seis elementos de um qualquer trian-
gulo, quando sflo dados os outros tres elementos.

Os elementos de um triangulo qualquer sio—os tres lados
e os tres angulos; e para que o problema seja definido é ne-
cessario sempre que entre os elementos conhecidos esteja pe-
lo menos um lado.

Como, porém, a resolugiio de um triangulo se funda em de-
terminadas relagoes existentes entre os lados e os angulos de
um qualquer triangulo, isto €, entre os lados e as funegdes
circulares dos angulos do triangulo, por isso deduziremos
primeiramente essas relagtes, que nos serdo necessariag para
a resolugdo dos triangulos.

Segundo o uso representaremos pelas lettras 4, B, C, os an-
gulos de qualquer triangulo, servindo-nos as lettras a, b, ¢,
para respectivamente representarem os lados oppostos aos
angulos, que dissémos serem designados por 4, B, C, sendo
sempre 4 o angulo recto nos triangulos rectangulos.

RELAGOES ENTRE OS LADOS E 0S ANGULOS
DE UM TRIANGULO RECTANGULO

Supponhamos que, conforme as convengdes atraz admitti-
das, temos (fig. ) o triangulo 4 B C em que 4 é um angulo
recto.

Em relacdo a qualquer triangulo rectangulo podem sempre
affirmar-se os seguintes theoremas:

1.2 Qualquer dos cathelos é equal d hypothenusa multiplica-
da pelo seno do angulo opposto ou pelo coseno do angulo com-
prehendido entre o catheto e a hypothenusa.

2.0 Qualquer dos cathetos é egual ao outro multiplicado pela
tangente do angulo opposto ao primeiro catheto.

Para demonstrarmos estes dois theoremas deserevamos do
ponto B, como centro,e com um raio egual & unidade, um ar-
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co de circulo & F e pelo ponto F tiremos /' P perpendicular
a B A.

Os dois triangulos B P F e B 4 C sdo similhantes por te-
rem todos os tres angulos eguaes. E por isso teremos

Bl 2B -

BP  BF

ou pela definigio de coseno

¢

a
cos B 1

e portanto
c=acos B (25)

Como o angulo em C écomplemento de B, por ser o an-
(=] l b 1
gulo 4 de 90°% e porque o seno de um angulo é o coseno do
seu complemento; teremos
gen (' = cos B
e portanto, substituindo na férmula, serd
¢=a sen C
E do mesmo modo para o outro lado serd:
b=a cos C e b=asen B
Para demonstrarmos o segundo theorema tiremos a tangen-
te 7' E; e entflo teremos nos dois triangulos similhantes 4 B C
eEBT
AC: 4B
ET ~BE

ou, pela definigiio de tangente,

b ¢

tg B TR
e portanto:

‘,
{
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b=ctg B (26)
E para o outro lado
=10 fg C

Poderiamos tambem exprimir em cotangentes, mas nfio &
tio usual.

Além d’estas férmulas ha ainda as bem conheeidas formu-
las de Geometria :

B+ C =90 a2 = b2 |- ¢2

RELAGOES ENTRE 0OS LADOS E 0S ANGULOS
DE UM TRIANGULO QUALQUER

Em qualquer triangulo dfo-se sempre os dois seguintes
theoremas :

1. O quadrado de um qualquer lado é equal & somma dos
quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o producto
d'estes lados pelo coseno do angulo por elles comprehendido.

2.0 Os lados de qualquer triangulo sio sempre proporcionaes
@08 senos dos angulos oppostos.

Para demonstrar o primeiro theorema consideremos (fig. 6
o triangulo 4 B C, ¢ do ponto € tiremos a perpendicular C' D,
que € a altura do triangulo.

Assim teremos formado dois triangulos rectangulos 4 D (!
e BD C.

Ora, pela Geometria, sabe-ge que no triangulo 4 B (' é;

@ =B 4226 4D

quando consideramos o lado a opposto a um angulo agudo A:
por que no triangulo C B D é

a?— C D2 D B2
Mas no triangulo 4 D C é:

CD2=0— A D2 e portanto serd :

@=R— iD+ DB
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Mas BD=AB—AD=0—A4D

e portanto
a?=12— 4 D?+ (c— A D)
Desinyolvendo, vem
Pt TTP 4t ZD2—-3 6 AD
e afinal
=02+ c2—2c. 4D
Mas no triangulo 4 D C, por ser rectangulo, temos (25)

AD=bcos 4

e substituindo na férmula anterior vem afinal o theorema
primeiro que queriamos demonstrar :

a? =14 c*—2bccos 4 (27)
Ainda poderiamos suppoér (fig. 7) que o lado em questio era
opposto a um angulo obtuso. E entflo, se n'esse.caso abaixar-
mos de C a recta C' D teremos pela Geometria :
AR=0 42+ 2¢c AD
porque no triangulo C D B é:

@— D DB
Mas no triangulo C 4 D é
CDr=12—]) 42 e portanto

weip— D24 DB

L]
Mas B D? = (¢} A D)?

e portanto

@@= DA ADY 2. A'D
e afinal i
=0+ c+2c 4D




- pendicular do ponto 4 sobre C B e fazer identicas conside-
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Mas no triangulo C 4 D, por ser rectangulo, temos

4D —=bcos CAD=1} cos (280 — 4)
AD=—bcos 4 :

pelo que j4 vimos no principio d’este livrinho.
E substituindo na férmula dada pela Geeometria vird do
mesmo modo :

=024 2—2bcecos A

E portanto poderemos com esta relagdo fundamental for-

mar as fres seguintes equagdes, que servem para resolver os
triangulos obliquangulos :

a?=0 42— 2beccos 4
2=c2| a2—2caqcos B
c2=a2-tL52—2abcosC

Para demonstrar o segundo theorema consideraremos ain-
da os mesmos dois triangulos (fig. 6. e 7) divididos em dois
triangulos rectangulos, cada um d’elles pela perpendicular
C D. E teremos, pelas propriedades dos triangulos rectangu-
los :

CD=acos BCD=asen B
CD=0bcosdCD—b sen d
e portanto
asen B =} sen 4
d’onde
a b c

sen 4 sen B sen C

(28)

porque para esta terceira egualdade bastaria baixar a per-

k)
ragoes.

RESOLUGAO DOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Varios sio os problemas que se podem dar na resoluefio
d'estes triangulos, mas todos eiles se resolvem pelas férmu-
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las‘que atraz concluimos quando tratdmos das relages (25 e
26) dos triangulos rectangulos.

Supponhamos as hypotheses dos quatro seguintes casos.
1.° caso

Sdio dados s6 o0s dois cathetos b e c.
O angulo B & dado pela férmula

b=ictg B .'.th:%
O angulo ¢ é dado por
B 4 C =90 .. C=90—2B
A hypothenusa é dada por -
b=a sen B e Q= t;exi)B
B, empregando os logarithmos, temos
log tg B =1log b —log ¢
log a = log b—log sen B
2.° 0480
B’ dada a hypothenusa a ¢ um catheto b,
Pela, formula b=asen B temos sen B =—

log sen B=1log b —log a

C=90—B
E a férmula
c=acos B
dd-nos
log ¢ = log a |- log cos B

E portanto o valor de ¢, que poderia ser dado pela equagio
LN )

expregsa em quantidades conhecidas nos dados da questilo,
podendo transformar-se em
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= (a-}0b) (a— b)

s iz
logc=5[]og(a—$—b)—{—log(a—-—b)J -
3.° caso0
' dada a hypothenusa a e um angulo B.
Teremos
O =—909— B
b=a sen B 7
log b = log a - log sen B

¢=acos B

log ¢ =log a -} log cos B

4.0 caso
B dado um catheto b e o angulo opposto B.
Teremos
C=90°— B
o= winn 2
= a ser S
: sen B
log a =1log b —log sen B
b—ctgB :
= C i SR a1 o — E

log ¢ =1log b — log tg B

RESCLUGAO DOS TRIANGULOS
OBLIQUANGULOS

Varios sfio os ecasos

que se podem dar na resoluefo dos
triangulos obliquangulo

s. E, do mesmo modo que fizemos
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/
para os triangulos rectangulos, tambem aqui consideraremos |
08 varios easos especificadamente.

1.° caso

Sdo dados um lado a e dois angulos B e C.

Como a somma dos tres angulos do triangulo é egual a 780
graus, facilmente se reconhecerd o terceiro angulo, porque
serd :

A = 1800 — (B + C)
Os dois lados b e ¢ ser-nos-hio dados pelas formulas

b a ¢ a

sen BB sen 4 sen C sen A

porque tiramos d'aqui

sen B sen C
b=la= = —
sen A4 sen 4

€ portanto respectivamente
log b =log a |- log sen B - clg sen 4

log ¢ = log a - log sen C - clg sen 4

Em vez de empregarmos os complementarios dos logarith-
mos poderiamos das sommas dos logarithmos subtrahir depois
os logarithmos de seno 4. }

Convem aqui lembrar que, quando se usar das tdbuas de i
Callet, é necessario nio esqueeer subtrahir as 10 unidades !
que veem A mais na caracteristica dos logarithmos dos senos.

2.° cA80

Dado-se dois lados a, b, e o angulo A opposto a um d'elles.
J4 dissémos que da proporgio

b a

sen B sen A
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se tira uma determinada relagio. Mas agora tiraremos ou-
tra, porque nos convem achar o valor de sen B; e assim
acharemos

b A
G (29)
a
e portanto
log sen B =1log b - log sen 4 4 clga
O valor de € é calculado pela formula
C= 180 — (4 -+ B)

e o valor de ¢ pela férmula ji empregada no 1. caso

a sen C

sen 4
ou ]
log ¢ =log a - logsen C - clg sen 4

A férmula (29) empregada aqui dd logar a uma discus-
sdo muito grande. E, para bem podermos apreciil-a, consi-
deraremos tres casos que se podem dar em refencia ao divi-
dendo (b sen 4) e ao divisor a. ;

1.0 b sen 4> a. N'este caso achar-ge-hia para sen B um
valor maior do que 7, o que é impossivel, porque o seno s6 va-
ria entre 7 e — 1. Portanto quer isto dizer que o angulo B
néo existe, e que n’este caso o problema é impos ivel.

2.° bsen 4 — a. Pela férmula (29) achar-se-ha sen B = 1,
isto &, B = 900.

Portanto, para que este valor seja admissivel, é necessario
que o angulo 4 seja agudo, porque 4 - C deve ser egual a
90° tambem; e por isso 4 — 900 ndo daria coluciio, porque
ndo existiria o angulo C; bem omo, se 0 angulo 4 fosse maior
do que 90 graus, tambem nflo haveria solugio alguma.

3.2 b sen 4 < a. Portanto sen B menor do que 7.

O valor de sen B corresponde a dois angulos supplementa-
res ; e por isso é necessario ver, qual dos angulos satisfaz ao
problema e qual d’elles ndo satisfaz, se assim pode succeder.

Os dois angulos sio certamente um angulo agudo e outro
obtuso, porque um é o supplemento do outro.
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Designando pois por § o angulo agudo, que as tabuas nos
dfo, teremos

b sen 4
genB—r————=—x=
a

E, para discutirmos este caso, supponhamos ainda

a>b =0 a<lb

Pela primeira hypothese e pela férmula (29) logo podere-
mos concluir que 4> B ; pode portanto tomar-se B — 8,0 que
dd logar a uma unica solugdo.

Pela segunda hypothese apparece-nos loge B — 4, hypo-
these esta que s6 ¢ admissivel quando o angulo 4 é agudo;
e entfio ba tambem s6 uma unica solugdo.

E finalmente pela terceirahypothese vem 4 <~ B e do mes-
mo modo sen B> sen A: pode-se, se o angulo A for agudo,
fomar ou B=f ou entdo B=— 180 — B, admittindo o pro-
blema duas solugdes.

Se n'esta terceira hypothese for pelo contrario obtuso o an-
gulo 4, o problema serd impossivel, porque, sendo B>4e
sendo 4 obtuso, 86 a somma destes dois angulos passard de
180 graus, e portanto nfo se poderd formar o triangulo, por-
que a somma de todos os tres angulos deve ser egual a
1800,

Para mais rapidamente se poder apreciar o valor d’esta
discussiio, resumiremos tudo do seguinte modo :

bsend>a

‘;l > 900) Nio tem solugiio
bsen 4—=a{d =900

EA < 90"-Uma solugio

(a>b-Uma solugdo: B==4
5 A = 90" Nio te L
a=b{d> 90 Néo tem solugéo

bgen 4 <U! A 90"-Uma solugdo: B=p =4
\

4> 90"-Nio tem soluciio

ey D ek
a <oy < 90"-Duas solucdes 2 j:, T ;6(7 e
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3.2 ¢aso

Ddo-se dois lados b e ¢ e o angulo comprehendido A.

A somma B C dos dois angulos desconhecidos é egual
a 180 — 4 por ser 4 - B+ C = 1800

Para calcularmos a differenga recorremos é conhecida pro-
porgdo da relacfio entre os lados e os angulos : ¢

b ¢

sen B3 sen ¢
d'onde tiramos
bte¢ sen B 4 sen €

b—c sen B — sen ('

Substituindo a somma e differenga dos senos pelos produ-
ctos (férmulas 20 e 21), teremos:

1 1
2sen - (B + C) cos scs q)

b--c i
Pt 25011-1- (B—C) cos—l (B4 0)
2 2 :
m3w+@
e 2
b—c

i
g (B—0)

O que se enuncia dizendo que:

Em qualquer triangulo, a somma de dois lados estd para a
gua differenga, assim como a tangente da semi-somma dos
angulos O{Jpostos estd para a tangente da sua semi-differenca.

D’aquella formula ainda se tira:
b P O L
65 (B—0)= 7 te 5 (B+0)

ou, ainda, por ser
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B4 C=180—4

i 1 B—0) b—e 1 4 20
L"_Z-()— /:’ W (,Ot?z ( )
pois que serd ;
BRI A
SR ST
1 A
e portanto tg— (B + C) = cot i

Recorrendo s tdbuas dos logarithmos, acharemos a semi-
differenga dos angulos B, C, pela férmula

1 1
]gtg?(]}— C) =1g(b—c) -+ 1g cot ;A—Ig(b—c)

B—C
Assim obteremos ey e como B4+ C=180— 4
serd
B4 C 1
St

Para obtermos B, bastar4 sommar os dois valores achados
para a semi-differenca e para a semi-somma; se quizessemos
antes C, bastarin entfio acharmos a differenca entre aquelles
mesmos valores.

Isto é:

s e
B=2 (B+0)+ - (B—0)

1
)— — (B - —
C=- (B+0)

ro | =

(B2 0)

Para depois calcularmos o lado a, basta recorrer 4 férmula
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log-a = log b} log sen 4 — log sen B
4.° cAso

Sédo dados os tres lados a, b, c.
Recorrendo 4 férmula (27) podemos tirar o valor:

B2l c2— a2
cos 4 = Gk
2be
21 c2—q2
14 cos 4= 1
+ e
220 2 — a?
1+ cos 4= el il
2bec
e, visto que
1

1+ cosd=2cos2— 4

5]

como demonstrdmos quando calculdmos a férmula (17), tere-

mos
3219% 201 o3
2cos-—A—_ 2 c+c i
2bec
(b -+ c)2—a?
o 2be¢
_ (btota)(bto—a)
e 2be¢c

Ou, representando o perimetro do trmngulo, isto &
(a~+ b+ ¢), por 2p, vird a seguinte equagio:

2p><(b—r-c—a)

1
2c082 — A=
2 2bo

e jlllmtando e subtrahindo a ao factor entre parenthesis
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1 2p(+tota—a—a

Qcost— A=
) 2bc
1 2p <2 (p—
zcoszﬁA:_P,Ji_al
2 2bec
1 Lo
el ne—d)
2 be
1 TS
_Az\/w—a)p .
(:OS2 —————bc (31)

Assim como juntdmos a unidade para chegar a esta for-
mula, poderiamos ter subtrahido da unidade o valor de cos 4,
e teriamos assim achado a seguinte férmula (que apresenta-
mos sem estar a desinvolver o calculo, porque nos levaria
muito espaco, € necessitamol-o ainda para outros ponfos a

tratar):
senlA___\/(p—b) (P—oc) (32)
2 be
E dividindo a equagdo (32) pela equagdo (31) teremos:
1 S m el
tg— A= \/ (ROl ==0). (33)
2 p(p—9)
De todas estas tres ultimas férmulas a (33) é a mais com-
moda para empregar, quando se quer resolver o triangulo,
porque, com 08 Mesmos quatro logarithmos de p, (p —a),

(p—b) e (p—c), se podem calcular todos os tres angulos,
porquanto

1 )
w5 B=\/(p—m (p—¢)

p(P—0)
1 e i
o =) (p—0)
%2 \/ p(@—c)

Empregando os logarithmos, acharemos para 4, por ex.
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1 lg(p—b) +lg(p— p | clg (p—a) .
]gthAZ glp—256)+lg(p c‘))+claﬂ+0g(p_a)

E do mesmo modo se procederia para os outros angulos, de-
vendo nfio esquecer que é necessario attender aos comple-
mentarios dos logarithmos para os fazer desapparecer na
somma final.

AREA DE UM TRIANGULO

A drea de um triangulo é egual a metade do producto de
dois dos seus lados multiplicado pelo seno do angulo por el-
les comprehendido.

Supponhamos (fig 6) que temos o triangulo 4 B C, cujos
lados sdio devidamente representados por a, &, ¢, lados res-
pectivamente oppostos aos angulos 4, B, C

Jd atraz vimos que a altura CD do triangulo é egual a
b sen 4.

I sabemos pela Geometria que a drea de qualquer trian-
gulo é egual a metade da base multiplicada pela altura.

No triangulo a que nos estamos referindo serd pois a drea,
se a representarmos por 7' (inicial do triangulo),

1
= =6
2
mas como CD=>bsend
. 1
sera i T = Tz besen 4 (34)

como haviamos enunciado logo no prineipio.

Ha ainda outras expressdes da drea de qualgquer triangulo,
que passamos a enunciar e demonstrar tambem.

A drea de qualquer triangulo é egual a metade do qua-
drado de um d s seus lados, multiplicado pelo producto dos
senos dos angulos adjacentes, e dividido pelo seno da somma
d’esses mesmos angulos.

Para demonstrar tal verdade, tomemos a formula (34), que
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acabdmos de deduzir relativamente 4 area de um triangulo, e
substituamos b e ¢ pelos seus respectivos valores tirados das
férmulas (28), que sfo:

sen B sen C
b=a———— c=a——
sen A sen 4
apparecer-nos-ha:
i 1 senB sen ¢
=g ——— iy — > sen 4
2 send sen A

ou fazendo as reducgoes:

] 1 sen B sen C
T——at
2 sen 4
Mas como
A =180 — (B + C)

e porque os senos dos arcos supplementares sfio eguaes e do
mesmo signal, serd

T 1 sen Bgen C a5

P £ )

2 .~ sen (l) -4 C )

Pode ainda dizer-se tambem :

A area de um qualquer triangulo é egual 4 raiz quadrada
do producto do meio-perimetro do triangulo pelas differencas
entre o meio-perimetro e cada um dos lados do triangulo.

Para vermos isto, bastard lembrar que pela férmula (15) te-
mos

1 1
sen 4 = 2 gen = Acos— 4

mas pela férmula (31) é

1 il
cos— A= \/ pip—a)
2 be

e pela formula (32) é

sen - A—\‘/ ’p—b _p—(,)

&
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¢ portanto, substituindo estes dois valores, vird :

sen A=2\/P (p—a) (p—2b) (p —c)
B2ie2

ou ainda

2
send—-=\/p (p—a) (p—b) (p—0)

e, substituindo na férmula (34), apparecer-nos-ha para o va-
lor da area do triangulo:

1 2
T—2 bcxb—c\/zf (p—a) (p—0) (p—o)

ou simplificando :

T=\h%r—@@—¢ﬂp—® (36)

Podemos ainda dar mais uma outra expressio da 4rea do
triangulo,além das que j4 deiximos mencionadas. B’ a seguinte:

A drea de um qualquer triangulo é egual ao quadrado do
meio-perimetro multiplicado pelo producto das tangentes dag
metades de todos os tres angulos.

Pela férmula (33) sabemos que :

1 —
tg- 4=\/(P—0) (p—¢)
4 v ?(p—a)

g%B:WﬂV—@w—d

e U e

pAn=1b)
1 —_—
tg C=\/(p—a) (p—10)
p(p—c)
E, multiplicando todas estas tres egualdades membro a mem-

1 1 1
bro, vird para (tg — 4.tg — B.tg — C) o valor:
2 2 2
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\/(]‘)—b) (p—ec)(p—a)(p—c)ip—a) (p—0)
p(@—ajp(—0t)p(—20)

Simplificando, vem:

1 i 1
g A tg = Bitg:=C= (p—a) (p—20) (p—2)
=29 2 B2 p3

ou multiplicando ambos os termos da fracgfio por p

1 il 1 :
te = d.tg — B.tg = C:\/P (p—a)(p—0b) (p—¢)
e D =

e extrahindo a raiz ao denominador

1 1N 1 1 :
tg - A.tg - B.tg 3 C=—p; \/p (p—a) (p—0) (p—¢)
Mas pela formula (36) é:

T—\/p (p—a) (p—0) (1 —©)

¢ na férmula anterior podemos ainda multiplicar ambos os
membros por p2, 0 que dard:

P tg

1 1
A.tg - D.tg 50:\/11 (p—a)(p—2) (p—c)

O | =

Mas aqui o segundo membro é exactamente a expressio da
frea_do triangulo dado pela férmula (36). Por isso serd:

bO | =

1 1
T—pitg > dtg~ Btg 5 O (37)

®

Todas estas formulas sio caleulaveis por logarithmos.
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PRINCIPAES APPLICAGOES DA TRIGONCMETRIA

J& no principio dissémos que a Trigonomelria era a parte
indispensavel da Topographia; e j4 indicdmos ao leitor a lei-
tura do opusculo que trata d'esta sciencia, que tem por fim
descrever qualquer por¢io da superficie da Terra.

Nio descrevercmos agora aqui os instromentos com que se
medem os angulos : — graphomelros, goniometros, bussolas, theo-
dolitos, ete.,— que ficaram descriptos no livrinho da Topogra-
phia (+); nem diremos o modo de se usar d’elles, nem ainda
tambem quaes os meios empregados para medir distancias,
lembrando-que a cadeia metrica satistaz em geral n'estas me-
digdes a que nos vamos referir.

ﬁ)ircmos, porém, que o terreno, que se quer medir ou des-
crever, se divide em triangulos, e que estes triangulos teem
uma base que se mede (6 um dos seus lados), e que os angu-
los silo dados pelos mstrumentos, servindo entio as formu-
las trigonometricas para caleular o valor dos outros dois la-
dos.

I diremos ainda mais como se podem resolver alguns pro-
blemas muito usuaes que se incontram no estudo da Topogra-
phia, e que sdo verdadeiras applicagdes da Trigonometria.

Problema I.— Achar a altura de uma torre cujo pé é acceisi-
vel, estando a base collocada sobre wm terreng sensivelmente ho-
rizontal.

Supponhamos que a torre (fig. 8) tem a altura S 4 ¢ que o
seu vertice é a cruz §; para medir esta altura collocaremos
0 instrumento “de medir os angulos a uma distancia da torre
que seja quasi egual 4 sua altura (pouco mais ou menos); com
o instrumento lé-se o arco graduado a b, que mede o angulo
formado pela horizontal que passa no instruminto e pela Iniha
que se suppde ir do instrumento ao vertice da torre (isto ¢,
mede-se o0 angulo C do triangulo rectangulo S € D); e com a
cadeia mede-se a distancia B 4 — ¢ D que vai desde o ponto
B até 4 torre; e assim teremos no triangulo rectangulo § ¢'D
devidamente conhecidos o lado €' D e o angulo § €' D, e por-
tanto poderemos calculur S D ; bastard accrescentar-lhe ape-
nas a altura D 4 egual a OB, que € a altura do instrumen-
to, para ter a altura procurada da torre.

Se o angulo dado pelo instrumento fosse de 459, teriamos

(¥) Vid. vol. XCI da Billiotheca do Povo e das Escolas,
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logo a altura da torre com a medigio da base, porque esta se-
ria_egual & altura, por ser isosceles o triangulo n’este caso.

Froblema IL— dchar a altura de um edificio, de cuja base
ndo ¢é possivel approximar-se.

Quer isto dizer, suppondo agora a fig. 9, que se nio pode
medir a distancia B 4.

Proceder-se-ha pois do seguinte modo :

Colloca-se o instrumento em B e mede-se o angulo 8 CD;
transporta-ge depois o instrumento para B/ ¢ mede-se o angu-
lo 8 €/ C; mede-se com a cadeia a distancia B B — C C'.

Ficaremos assim tendo no triangulo S ¢! C devidamente
conhecidos os angulos em € e em (' ¢ o lado comprehendido
C (', e portanto poderemos medir o lado S C.

Com o valor d'este lado e com o valor do angulo S C/ D,
que ¢ o supplemento do angulo S C! €, resolveremos entiio o
triangulo rectangulo S C! D, e assim teremos o valor de S D
bastard depois juntar a altura do instrumento C B=D 4
para termos o valor de § 4, que é o valor procurado.

Problema IIL.— Achar a altura de uma qualquer montanha.

Supponhamos que a altura da montanha que se pretende
medir ¢ a recta S H da fig. 10; para tal conseguir, escolhere-
mos duas posicdes ou estagtes para o instruirento de medir
os angulos, sendo uma, por exemplo, 4, que esteja proxima-
mente no mesmo plano horizontal que passa pelo pé da linha
Y H, representativa da altura da montanha, e sendo a outra
B a tal distancia que seja facil medil-a com a cadeia apro-
priada.

Colloca-se o instrumento na esta¢io 4, collocando em B
uma mira qualquer com a mesma altura do instrumento, e
n'esta estagdo medem-se successivamente os dois angulos
S CK e S CD; muda-se depois o instrumento para B e ami-
ra para A, e mede-se entdo o angulo § D C; e por meio dos
caleulos trigonometricos resolve-se o triangulo 8'C D por se
conhecerem o lado €D = 4 B e os dois angulos adjacentes,
vindo portanto a saber-se o valor do lado S C.

Resolve-se depois o triangulo rectangulo § €' I por serem
conhecidos o lado S C e o angulo S CI{, e ohteremos assim o
valor de 8§ K; bastard depois juntar-lhe mais a altura do ins-
tramento, que ¢ K H, para ter a altura procurada S H, co-
mo desejavamos. -

Problsma IV.— Achar a distancia entre dois pontos, vm dos
quaes € inaccessivel.

Supponhamos que se quer saber a distancia € 4 (fig. 11)
entre o ponto 4, ao qual se nio pode chegar, e o ponto C que

I
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¢é perfeitamente accessivel, porque suppomos estar na margem
do rio, representado na figura, onde estdo marcados o ponto
C e o ponto D que escolhemos depois para medir perfeita-
mente bem a base C D; colloca-se o instrumento de medir os
angulos em C<e em D, e medem-se os angulos 4 C.D e AD C,
para podermos assim achar o angulo C 4 D, que é a differen-
¢a entre 180 graus e a somma d’aquelles dois achados pelo
instrumento ; bastard depois empregar as formulas trigono-
metricas apropriadas para achar a distancia 4 C no triangulo
A4 CD, guando sio conhecidos os angulos em 4 e em D e a
distancia C D, isto é, para achar a distancia entre o ponto ac-
cessivel C e o ponto inaccessivel 4 que estd para além do rio.

Problema V.— Achar a distancia entre dois pontos quaesquer,
sendo ambos completamente inaccessiveis.

Supponhamos ainda na mesma fig. 12°que os dois pontos,
entre os quaes se deseja achar a distancia, sejam os dois pon-
tos 4 e B, ambos elles do lado opposto fiquelle onde nos acha~
mos, considerando ainda que estamos na margem de um rio.

Escolhemos do lado onde estamos uma base C D que me-
diremos com todo o cuidado; e, estacionando em dois pontos C'
e D, medimos, com o instrumento de que dispuzermos, os an-
gulos 4 C D, BCD e A CB no ponto C, e os angulos BD C'
e 4D C no ponto D. :

Temos assim os necessarios elementos para podermos, por
meio das formulas trigonometricas, calcular os lados 4 C e
B C dos triangulos 4 C D e B C D, uma vez que em ambos
se conhece o lado C'D e os angulos que formam os triangulos.

Conhecidos estes dois valores de 4 C e B C, poderemos re-
solver o triangulo B 4 C, porque tambem conhecemos o angu-
lo em C; e assim teremos o meio de achar o valor de 4 B, que
¢ a distancia procurada, como dissémos logo no comego do
problema.

Problema VI.— Dado um determinado alinhamento, preten-
de-se prolongdl-o para além de um obstaculo que nio permitte
vér a direcgdo do alinhamento.

Supponhamos na fig. 12 que uma montanha O nio deixa vér
o alinhamento 4 B que se necessita prolongar para além da
montanha. :

Para isto, mede-se com a cadeia a distancia entre os pon-
tos 4 e B, e escolhe-se uma estacio E d’onde se possam vér
nio 86 os pontos 4 e B como ainda o terreno onde se deverd
fazer o prolongamento do alinhamento 4 B.

Com o instrumento de medir os angulos medem-se os angu-
los 4 e B do triangulo 4 B E estacionando respectivamente
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em 4 e B, e caleula-se pelas formulas da Trigonometria o la-
do 4 K.

Do ponto E dirige-se um alinhamento I ¥ para o terreno
onde se deve fazer o prolongamento desejado, e mede-se o
angulo A E F estacionando com o instrumeunto em E.

Este alinhamento prolongado ha-de ir incontrar o alinha-
mento 4 B depois de prolongado, como se quer fazer, ¢ sup-
ponhamos que seja € o ponto do incontro dos dois, alinha-
mentos: teremos assim formado o triangulo 4 C K, onde se
conhece o lado 4 E e todos os angulos do triangulo; e por-
tanto poderemos calcular o valor de & C.

Bastard pois no alinhamento # F marcar uma distancia
egual a E C incontrada pelo calculo, para ter o ponto C; e
depois estacionar em C e tragar ahi um alinhamento C.D que
faca com o outro alinhamento % C um angulo egual ao sup-
plemento do angulo 4 C' I, para ter resolvido o problema de-
terminando a linha D € O que é o prolongamento da linha
A B para além da montanha O, como desejavamos, e que nos
servia de obstaculo para o poder fazer ao modo usual.

TABUAS TRIGONOMETRICAS

Estas tdbuas apresentam-se de duas differentes especies:
podem ter inscriptos os valores das relagdes trigonometricas
correspondentes aos differentes angulos expressos em graus,
ou podem ter inscriptos os logarithmos de taes relagoes.

Sio estas ultimas as que mais acceitagiio teem na préctica;
e apezar de haver differencas entre as tdbuas, conforme os
auctores, s6 nos referiremos és tébuas de Callet por serem as
mais usadas geralmeute.

Niio comporta este livrinho o intrar em consideracdes rela-
tivas aos processos empregados para a construcciio das té-
buas dos logarithmos de taes relagies; e nem mesmo aqui
daremos alguns principios relativamente 4 construccio das
tibuas, porque o que mais nos convem & saber como ellas es-
tio dispostas, e como nos deveremos servir do seu auxilio.
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DISPOSIGAO DAS TABUAS. DE CALLET

Nas tdbuas de Callet ha sempre em primeiro logar as t4-
buas dos logarithmos dos numeros, tabuas cujo uso ji ficou
explicado no liviinho de Algebra (%) e de que necessitamos
tambem nos caleulos trigonometricos.

Nas tibuas trigonometricas, que se seguem dquellas, ha dois
grupos distinétos.

O primeiro grupo contém os logarithmos dos senos e das
tangentes de segundo em segundo para os cinco primeiros
graus, os quaes logarithmos 8o tambem os dos cosenos e co-
tangentes dos angulos de 900 a 850. Os graus estio marcados
na parte superior e na parte inferior da pagina: os senos e
0s cosenos estdo na pagina da esquerda, as tangentes e 4s co-
tangentes na pagina da direita. Aos graus marcados no alto
das paginas sdo referidos os minutos, marcados no alto das
columnas, e os segundos, marcados na primeira columny 4 es-
querda. Os minutos marcados na parte inferior das columnas
€ os segundos collocados na ultima columna da diveita refe-
rém-se aos graus que estdo marcados na parte inferior das

_Inesmas paginas.

A este grupo de tdbuas segue-se o d’aquellas que dio os
logarithmos dos senos, cosenos, tangentes e cotangentes des-
de 09 até 900 caleulados de 10" em 10", Os graus desde 00 até
459 sd0 0s que apparecem marcados no alto das paginas, ten-
do os minutos e os segundos que lhes correspondem marcados
nas duas primeiras columnas da esquerda. Os graus desde 459
até 900 estdo marcados na parte inferior das mesmas paginas,
e os minutos e os segundos que lhes dizem respeito nas duas
ultimas columnas da direita.

Na pzlu'te superior das paginas teem as columnas os seguin-
tes titulos:

Senos Cosenos Tangentes Cotangentes
g g

e na parte inferior e em correspondencia com estes mesmos
titulos ha estes outros :

Cosenos Senos Cotangentes Tungentes

(¥) Vol. XIV da Bibliotheca do Povo ¢ das Escolas,
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Os numeros comprehendidos em cada uma das columnas
incimadas por aquelles titulos sio os logarithmos das linhas
rospectivas ao numero de graus, minutos e segundos, indica-
dos respectivamente na pagina e columnas lateraes.

Cada columna de logarithmos é seguida de outra que con-
tém as -differengas entre dois logarithmos consecutivos das
tabuas.

Para as tangentes e cotangentes ha s6 uma columna dé dif-
ferencas communs, visto que a differenca entre os logarithmos
das tangentes de dois arcos é egnal : differenga entre os lo-
garithmos dus cotangentes d’esses mesmos arcos, porque, pi-
ra vermos isso, basta lembrar que:

tga>cota=1
tgb>< cot b = 1

1

e e e

o cotg b

e portanto tga=——,
cotg a

e, achando a relagfo entre estas duas egnaldades, serd :

1
tga
tonbi i cotg a

cotg b

e tomando os logarithmos:

I te

a—lgteh

g tg Ig cotg b — 1o cotg a

(
.

como haviamos asseverado.

Os arcos superiores da pagina so complementos dos arcos
inferiores ; e por isso, quando n'umas columnas estd seno na
parte snperior, deve estar coseno na parte inferior.

Assim se procurarmos nas tibuas o logarithmo do sen
300, 25/, 40", acharemos o seguinte valor 0.7045382, tendo
sido os graus procurados no alto da pagina e os minutos e os
segundos nas duas primeiras columnas da esquerda da mes-
ma pagina.

Mas, como o seno de um areo & o coseno do seu complemen-
to, poderiamos procurar o log. do cos 59, 84/, 201/, procuran-
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do em baixo os graus e nas ultimas columnas da direita os
minutos e os segundos e incontrariamos exactamente o mes-
mo valor. -

Serve isto ainda para demonstrar que bastaria ter os ar-
cos até 450, porque de 450 a 900, os logarithmos dos senos,
cosenos, ete. e estas mesmas relagbes teem valores eguaes
208 logarithmos dos senos, cosenos, ete., dos arcos complemen-
tares.

N'estas tdbuas de Callet para evitar o emprego das cara-
cteristicas negativas juntou-se 10 a todos os logarithmos ne-
gativos; isto é, os logarithmos das linhas trigonometricas
teem a mais um complemento nas tdbuas a que nos estamos
referindo; e cumpre nio esquecer no final do caleulo suppri-
mir esse tal complemento que apparece a mais.

Quando se empregam as caracteristicas negativas, nio é
pois necessario ter tal cuidado; mas cumpre entdo ter mui-
ta cautela com os signaes das caracteristicas dos logari-
thmos para ndo esquecer alguma caracteristica negativa, e
que tomada como positiva iria transtornar tudo.

Ha porém ainda uma excepgiio no augmento dos comple-
mentos que dissémos terem sido augmentados aos logarith-
mos das tdbuas de Callet ; essa excepedo did-se quando as ca-
racteristicas depois de augmentadas apparecem eguaes a 10
ou superiores, porque entdo nfo se lhe augmenta o comple-
mento.

Os senos e os cosenos de 09 a 900, as tangentes de (00 a 450
e as cotangentes de 450 a 90° teem o augmento do comple-
mento: as outras linhas trigonometricas nio o teem, e sio el-
las as tangentes de 45% a 900 e as cotangentes de 00 a 450,

USO DAS TABUAS

Dois diversos problemas se podem apresentar para serem
resolvidos pelas tdbuas.

Problema I.—Sendo dado o numero de graus, minutos e
segundos de um arco menor do que 909 achar o logarithmo
do seno, cogeno, tangente ou cotangente d'esse arco.

1.2 caso.—O arco dado contém graus, minutos e dezenas
de segundos exactas.

Ex.: Procura-se o logarithmo de seno de 300, 25/, 40//.

Como o numero de graus é menor do que 459 procura-se na
parte superior da pagina 309, e depois os 25/ na primeira co-
lumna da esquerda, e os 40/ na columna immediata 4 esquer-

o




TRIGONOMETRIA 61

da d’esta, e seguindo em frente d'este ultimo numero ¢ na co-
lumna dos senos achar-se-ha:

log sen 300, 25/, 40// — 9,7045382 s

Se o numero de graus fosse superior a 45, entiio procurar-
se-hia 0 numero de graus na parte inferior, o numero de mi-
nutos na ultima columna da direita, e subindo na columna 4
esquerda d'esta o numero de segundos; procurando depois
n'esta dirécgdo e na columna de senos, se or o logarithmo do
seno que se deseja, achar-se-ha o logarithmo procurado.

Se se pedir, por exemplo, o seno de 639, 18/, 20/, e se pro-
curar como dissémos, achar-se-ha:

Jog sen 630, 18/, 20/ — 9,9510532

Para as demais linhas trigonometricas que sdo dadas pelas
tibuss, proceder-se-hia exactamente do mesmo modo, sendo
entdo os logarithmos procurados nas columnas marecadas com
o nome da linha trigonometrica em questio.

9. oaso.—O arco dado niio 56 contém graus, minutos e de-
zenas de segundos, mas ainda mesmo unidades e fracgdes da
unidade.

Nleste caso o arco estd comprehendido entre dois que dif-
forem entre si 10/ porque os logarithmos estdo caleulados de
10 em 10 segundos.

E’ por isso necessario calcular quanto se deverd juntar ao
logarithmo da relagdo trigonometrica correspondente ao arco
menor ou maior, conforme se tratar dos senos e tangentes ou
dos cosenos e cotangentes.

Para fazer tal calculo, recorre-se ao principio seguinte:

As differencas entre os logarithmos de wma mesma linha tri-
gonometrica sao proporcionaes d differenca dos arcos, quando
estas differencas sdo muito pequenas.

N#o 6 verdadeiramente rigoroso tal principio, mas na pri-
ctica é sufficiente.

Chamemos A a differenca entre dois logarithmos consecu-
tivos das tébuas, 5 a differenca entre o arco dado e o imme-
diatamente menor das tdbuas, quando se tratar de um seno ou
de uma tangente, e o immediatamente maior quando se tra-
tar de um coseno ou de uma cotangente; e chamemos Al a
differenca entre os logarithmos d’estes dois angulos, o dado e
o das tabuas, maior ou menor, conforme o caso.

Pelo principio antecedente, serd :
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107 A
3 A
d’onde se tira
o & XA b A s
10 10

O que se pode traduzir na seguinte regra prictica:

Procura-se a differenca entre os dois logarithmos consecuts-
vos, entre 0s quaes estd comprehendido o logarithmo do arco
dado, divide-se essa differenga por 10, e o quociente multi-
plica-se pela differenga entre o arco dado e o proximamente
menor das tdbuas, se se trata de senos ou tangentes, ow o pro-
aimamente maior, se se trata de cosenos e colangentes; e a par-
te inteira do producto junta-se ao logarithmo dado pelas tdbuas
para o arco menor ow maior, conforme a linha trigonometrica
procurada for seno e tangente ou coseno e cotangente.

Estas differengas do arco menor ou maior siio provenientes
de que os senos e as tangentes augmentam com os arcos,
emtanto que os cosenos € as cotangentes diminuem quando o
arco augmenta.

Problema II.— Achar o numero de graus, minutos e segun-
dos do arco que corresponda ao logarithmo de um seno, co-
seno, tangente ou cotangente, que for dado.

Podem n’este segundo problema darem-se ainda tambem
dois casos.

1.» caso.—Se o logarithmo dado existe nas tdbuas, nada
mais temos do que procurar na columna da linha trigonome-
trica, enjo logarithmo é dado, o numero exactamente egual ao
que temos no problema, e vér depois a quantos graus, minu-
tos e segundos corresponde, lembrando-nos sempre que aos
graus da parte superior eorrespondem os minutos e segundos
das columnas da esyuerda, e aos da parte inferior os dos
minutos e segundos da direita, estando sempre os segundos
na mesma linha horizontal que o logarithmo dado.

Tomar-se-hdo os graus da parte superior ou inferior das
tdbuas, conforme o titulo da linha trigonometrica estiver na,
parte superior ou inferior das mesmas tdbuas.

. Se se pedir, por ex., 0 arco z do

log sen o = 9,9510532
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procura-se este logarithmo nas tibuas e nas columnas que
teem por titulo seno na parte superior ou inferior; e, incon-
trando-o, nota-se que o titulo estd na parte inferior e que por-
tanto se deyerio lér os graus inferiormente, ¢ 08 minutos e
segundos na direita da pagina.

Ik procedendo d’este modo incontra-se na mesma linha ho-
rizontal 20/, na outra columna 18/, ¢ na parte inferior 630.

Portanto o arco serd:

— 630, 18/, 20/

2.° 0A80. —Quando o logarithmo dado se nfo incontra nas
tdbuas (caso este que é muito frequente), é necessario recor-
rer novamente ao principio das differengas que atraz vimos
jé, e conservando ainda exactamente as mesmas notagdes, A
Al; e 3 teremos que da proporcio

ATy /
A 100
se tira
10 >< A/
TG

E portanto deveremos: procurar nas tdbuas os logarithmos
entre os quaes estd comprehendido o logarithmo dado, e to-
mar sempre aquelle que estd do lado do titulo da linha tri-
gonometrica em questdo; achar a differenca entre este loga-
rithmo e o logarithimo dado (differenga que é o A/); e pdr por
ultimo em execucflo a seguinte regra prictica:

A differenga entre o logarithmo dado e o proximamente me-
nor, quando se trata de senos e tangentes, ou o proximamente
mazor, quando 108 referimos a cosenos e cotangentes, multipli-
ca-se por 10; e divide-se este producto pela differen¢a dos dois
logarithmos, entre os quaes estd comprehendido o logarithmo
dado, isto é, pela differenca das tdbuas; e o quociente obtido,
que exprime segundos, junta-se ao valor do arco que tomdmos
nas tabuas.
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toria da Botanica em Portugal. 66. Mechanica. 67, Moral. 68. Practica de Escripturacio. 69.
0 livro do Natal. 70, Historia natural dos peixes. 74. Magnetismo. 72. O vidro. 10.* Serie:
N.°73. O codigo fundamental da nacdo portugueza. 74. Machinas de vapor. 75. Historia da
Edade-Média, 76. Inverlebrados. 77. A arte oo theatro. 78. Pholographia. 79. Methodo de
francez. 80. Manual do fogueiro machinista. 11.® Serie: N.° 81. Pedagogia. 82. A arte ngval.
83. Manual do carpinteiro. 84. O cholera e seus inimigos. 85, Hydrostatica. 86, Piscicultu-
ra. 87. Direito publico internacional. 88. Lisboa e o cholera, 12.* Serie: N.° 89. Hisloria
natural dos articulados. 90. Historia maritima. 94. Topographia. 92. Historia moderna. 93.
Psychologia. 94. O Brazil nos tempos coloniaes. 95. Hygiene do vestuario. 96, Geometria
descripliva. 13.2 Serie: N.°97. A Guerra daIndependencia. 98. Leitura e recitagdo. 99. For-
tificacao. 100. O navio. 101. Historia contemporanea, 102. Armaria. 103. Coisas portugue-
zas. 404, Viticultura. 14.* Serie : N.¢ 105. Sociedades cooperativas. 106. Portugal pre-histo-
rico. 107. Equitacao. 108. Direito internacional marilimo. 409. Zootechnia. 410. Metallurgia.
444. Manual do ferrador. 412. Restauracdo de quadros e gravuras. 15.% Serie: N.° {13.
Architectura. 114. Os insectos. 4115. Viagens e descobrimentos maritimos. 416. Arte drama-
tica. 117. Vinhedos e Vinhos. 148. Grammatica ingleza. 119. Silvicultura. 420. Historia do
theatro em Portugal. 16.* Serie: N.° 4124. Romanceiro portuguez, 122. A luz electrica, 123,
O Brazil Independente. 124. Crystaes. 125. Plantas uteis dos campos de Portugal. 126, Ca-
minhos-de-ferro. 427. O exterior do cavallo. 128. 0 macho e a femea no reino animal. 17.8
Serie: N.°129. Desenho e Pintura. 130. As ilhas adjacentes. 131. Historia da Greeia. 132,
Architectura Sacra. 133. Viagens e descobrimentos terrestres. 434. Astronomia Pholo-
graphica. 135. Civilidade. 136. A unidade na Nalureza. 18.* Serie: N.° 137. O Archipelago
dos Acores. 138, Manual do Typographo. £39. Ilhas Occidentaes do Archipelago Agoriano.
440. Alphabeto natural. 441. Copa e cozinha. 142. Trigonometria.

Quem pretender assignar para estas publicagdes, ou comprar qualquer volume avulso,
queira dirigir-se em Lisboa ao editor DAVID CORAZZI, Rua da Atalaya 40 a 52,— e no
Rio de Janeiro 4 filial da mesma casa, 38, Rua da Quitanda. As requisicoes devem ser acom=
panhadas da sua importancia em estampilhas, vales, ordens, ou letiras de facil cobranca.

Cada serie de 8 volumes carlonada em percalina, 500 réis ; capa separada, para cartonar
cada serie, 100 réis,
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